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70 homem sensato adapta-se ao mundo.
O homem insensato insiste em tentar adap-
tar o mundo a si. Sendo assim, qualquer

progresso depende do homem insensato”.

Bernard Shaw
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Resumo

Este trabalho trata do estudo da Transformada de Radon, a qual é crucial na Tomografia
Computadoriza. Primeiramente é feita uma generalizagao da Transformada de Radon
a partir de um caso particular, com motivacao fisica. Em seguida, sao apresentadas
propriedades dessa transformada, incluindo a boa colocacao, injetividade e férmulas de
inversio. B apresentado um modelo discretizado da Transformada de Radon e sao exibidos
os métodos Técnica de Reconstrucao Algébrica (ART), Retroprojegao Filtrada (FBP) e
Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD), que sao métodos de reconstrucao de imagens.
Por fim, é feita uma implementacao, verificacao e teste de eficacia em cada um dos métodos

citados anteriormente.
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Introducao

A tomografia computadorizada (TC) baseia-se nos mesmos principios que a radiografia
convencional, segundo os quais tecidos com diferentes composi¢oes absorvem a radiacao
X de forma diferente. Ao serem atravessados por raios X, tecidos mais densos (como o
figado) ou com elementos mais pesados (como o célcio presente nos 0ssos), absorvem mais

radiagao que tecidos menos densos (como o pulméo, que esta cheio de ar).

Assim, uma TC indica a quantidade de radiacao absorvida por cada parte
do corpo analisada (radiodensidade), e traduz essas varia¢oes numa escala de cinzentos,
produzindo uma imagem. Cada pixel da imagem corresponde a média da absorcao dos
tecidos nessa zona, expresso em unidades de Hounsfield (em homenagem ao criador da

primeira maquina de TC). [16]

A base do problema de reconstrucao de imagens médicas por Tomografia Com-
putadorizada é, indubitavelmente, matemaéatica. Em especial, tal matematica influenciou
o desenvolvimento de novos métodos e técnicas matematicas para a obtencao de uma
solugao para o problema de reconstrucoes de imagens, bem como, o desenvolvimento de

outros campos cientificos.

Tudo comegou no final do século IX onde o Prof. Wilhelm Conrad Rontgen,
no laboratorio na Baviera, sul da Alemanha, descobriu os raios X. Num dado momento,
enquanto investigava a capacidade de varios materiais de reterem os raios, Rontgen colo-
cou uma pega de chumbo em posicao enquanto ocorria uma descarga e viu ai a primeira
imagem radiografica. Em entrevista a um reporter de nome H. J. W. Dam, da revista
canadense McClure’s Magazine, Rontgen descreveu: “Eu estava trabalhando com tubos
Crooke cobertos com uma protecao de papelao preto. Um pedago de papel de platinocya-
noide de bario estava sobre o banco. Eu vi passar uma corrente através do tubo e notei

uma linha escura peculiar sobre o papel.”

Rontgen decidiu investigar sobre este assunto. Para isto convenceu D. Bertha,
sua esposa, a colocar a mao sobre um filme fotografico em chassi de papel e ligou o tubo
durante 15 minutos. O filme revelado mostrou claramente a imagem dos ossos da mao de

D. Bertha. Com isso uma nova era na ciéncia estava inaugurada.



Figura 1: Uma imagem de raios X, feita em 1896 por Rontgen, da mao esquerda de sua

esposa. Fonte: Wikipedia.

Ciente da importancia de sua descoberta, o Prof. Rontgen passou os tltimos
dias de dezembro a redigir o artigo que submeteu ao Secretario da Sociedade Fisico-
Médica de Wurzburg, solicitando sua publicagao no SITZUNGSBERICHTE da Sociedade,
embora nao tivesse o trabalho sido apresentado em uma das reunioes da Sociedade. Assim
foi feito e no exemplar de dezembro de 1895 daquela revista saiu publicado o “EINE
NEURE ART VON STRAHLEN” (sobre uma nova espécie de raios), que ele chamou de
raios X por nao saber realmente do que se tratava, sendo X a incégnita da matematica.

Rontgen recebeu em 1901, por este trabalho, o Prémio Nobel de Fisica.

Ja no inicio do século XX, o matematico austriaco Johann Radon desenvolveu
uma equacao matematica, a Transformada de Radon, que futuramente seria a base da
tomografia computadorizada. Radon demonstrou que um objeto tridimensional poderia
ser reproduzido a partir de um conjunto de projegoes. Este conceito foi fundamentado

para a tomografia computadorizada algumas décadas depois.

A contribuicao matemaética fundamental para o problema da reconstrucao foi
feita em 1963 e 1964 por Allan Cormack, fisico e matematico. Ele estudava a distribuicao
dos coeficientes de atenuagao do corpo para que o tratamento por radioterapia pudesse
ser mais bem direcionado para o tumor alvo. Além do mais, Cormack estava desen-
volvendo um algoritmo matemético para a reconstrucao tridimensional da distribuigao
de concentragao de radionuclideos a partir dos dados coletados de um equipamento de

“camera-positron” desenvolvido em 1962.

A questao que Cormack respondeu foi: “Supondo que se conhecam todas as li-



nhas integrais através de um corpo de densidade variada, podemos reconstruir esse mesmo
corpo?” A resposta foi positiva, e ainda mais construtiva, a partir das informacoes obti-
das pelos raios X. Em termos praticos, sabe-se que uma radiografia mostra informacoes
limitadas porque certas estruturas sao obscurecidas por outras de densidade maior. Po-
demos tirar mais informacao se pudermos ver dentro do objeto, que foi o que Radon nos
disse, pelo menos em principio, tornando seu teorema uma ferramenta pratica. Para a re-
construcao feita por Cormack, a Transformada de Radon invertida foi a base matematica.
[5]

Em 1972, juntamente com a EMI Ltda., Godfrey Newbold Hounsfield, enge-
nheiro elétrico e inventor, desenvolveu o primeiro aparelho de tomografia computadori-
zada, restrito apenas a imagem do encéfalo e cranio. A partir da venda de aproximada-
mente 200 milhoes de LPs da banda inglesa The Beatles em 1968, a EMI Ltda. conseguiu
verba suficiente para o patrocinio dos estudos e experiéncias desenvolvidas. Para a rea-
lizagao desta invencao, Hounsfield previu um sistema de diagnéstico no qual uma méquina
de raio X faria com que uma imagem fosse feita em fatias finas através do corpo do pa-
ciente e um computador deveria processar as fatias em uma representagao exata, que
iria mostrar os tecidos, 6rgaos e outras estruturas em maior detalhe. Juntamente com

Cormack, Hounsfield recebeu o prémio Nobel de Medicina de 1979.

Para obter uma tomografia computadorizada, o paciente é colocado numa mesa
que se desloca para o interior de um anel de cerca de 70 cm de diametro. A volta deste
encontra-se uma ampola de Raios X, num suporte circular designado gantry. Do lado
oposto a ampola encontra-se o detector responsavel por captar a radiacao e transmitir
essa informacao ao computador ao qual esta conectado. Nas mdaquinas sequenciais ou
de terceira geracao, durante o exame, o “gantry” descreve uma volta completa (360°) em
torno do paciente, com a ampola a emitir raios X, que apds atravessar o corpo do paciente
sao captados na outra extremidade pelos detectores (ver figura 2). Esses dados sdo entao
processados pelo computador, que analisa as variacoes de absor¢ao ao longo da segao
observada, e reconstroi esses dados sob a forma de uma imagem. A “mesa’ avanca entao
mais um pouco, repetindo-se o processo para obter uma nova imagem, alguns milimetros

ou centimetros mais abaixo.

A principal vantagem da tomografia computadorizada é que permite o estudo
de “cortes” ou segoes transversais do corpo humano vivo, ao contrario do que é dado

pela radiologia convencional, que consiste na representacao de todas as estruturas do

9



Figura 2: Interior de um moderno scanner de TC. T - Tubo de raio X; D - Detectores de

raio X; X - Emissor de raio X; R - Gantry. Fonte: Wikipedia.

corpo sobrepostas. Assim, é obtida uma imagem em que a percepcao espacial é mais
nitida. Outra vantagem consiste na maior distin¢ao entre dois tecidos. A TC permite
distinguir diferencas de densidade da ordem 0,5% entre tecidos, ao passo que na radiologia
convencional este limiar situa-se nos 5%. Desta forma, é possivel a deteccao ou o estudo
de anomalias que nao seriam visualizadas em radiografias comuns, ou através de métodos

invasivos, sendo assim um exame complementar de diagnéstico de grande valor.

Este trabalho de conclusao de curso esta assim dividido: No capitulo 1 é feita
a derivacao do modelo matematico por tras da tomografia computadorizada, explicando
e definindo propriedades sobre integracao em hiperplanos para que possamos chegar na

Transformada de Radon.

No capitulo 2, falamos sobre propriedades importantes da Transformada de
Radon, tais como: boa colocacao, injetividade, existéncia de uma férmula inversa, dentre

outros.

No capitulo 3, é apresentado a discretizacao da Transformada de Radon. Além
disso, sao apresentados alguns métodos que visam resolver o problema de reconstrugoes

de imagens por tomografia computadorizada.

10



Finalmente, no capitulo 4 apresentamos resultados de implementagoes numéricas

dos métodos estudados no capitulo 3.
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1 O Modelo Matematico

O problema essencial da Tomografia Computadorizada ¢ determinar a estrutura interna

de um meio usando resultados de medidas de radiacao que o atravessa.

Fisicamente, qualquer raio que passe por um obstaculo é atenuado, e com o
raio X nao é diferente. A atenuacao da intensidade de radiacdao medida pelo detector que
estd do lado oposto a fonte de emissao, com relagao a um obstaculo homogéneo, pode ser
modelada por um tnico coeficiente de absorcao p. Seja & a reta pela qual esté direcionado
o feixe de fétons de raio X. Considere [ a intensidade da aplicacao de feixe f6tons de raio

X e seja I a intensidade apds passar por € (veja 1.1). [6]

Figura 1.1: Raio X incidente e emergente.

Com esse modelo simples, podemos deduzir que a atenuacao total de um feixe de raio X
monocromatico pode ser calculada da seguinte forma: a intensidade de radiacao I - que é
proporcional ao nimero de fétons - depois de percorrer uma distancia Az através de um

objeto, pode ser determinada por
Iz + Azx) = I(z) — p(z)I(x)Ax. (1.1)

Em outras palavras, a intensidade da radiacao remanescente no ponto x + Az é igual a
intensidade de radiagao no ponto x, descontada a quantidade de radiagao absorvida pelo

coeficiente de absor¢ao p.

Reordenando a equagao (1.1), obtemos
1 Ax)—1
@3 2021 wyrta), (1.2
Agora, tomando o limite em (1.2) nos leva a seguinte equagao diferencial

Ay s Afi mE[L % = ()1 (). (1.3)




Neste ponto surge a seguinte divida: Em que condigoes a EDO (1.3) possui

solugao? Serd que tal solugao é tinica?

Antes de seguirmos na anélise de tais perguntas, vamos olhar para o Teorema
de Existéncia e Unicidade de solugoes para EDOs, teorema este que também é conhecido

como Teorema de Picard-Lindelof.

Teorema 1.0.1. Seja

g:[lo—a,lp+a] x[xg—bxo+b —R
(I(x),z) = g(I(x),z)
tal que g(I(x),x) é uma fungdo continua com rela¢ao a x e Lipschitz com relagao a I(x),
isto €, |g(I(x),x) — g(I1(y),y)| < L|I(z) — I(y)|,V I(z),I(y) € R para algum L positivo.

Entao o problema de valor inicial

possui uma unica solu¢ao no intervalo [xg — h, xo + hl.

Demonstragao : Ver [3].

Vamos analisar a EDO (1.3), onde g(I(z),z) = —p(x)I(z).

Corolario 1.0.2. Suponha que p seja limitada em Q. Entao a EDO (1.3) possui uma

unica solucao.

Demonstragcdo : Basta mostrar que g(I(z),z) = —u(x)I(x) satisfaz a condigao de

Lipschitz. De fato,

l9(I(x),2) = g(L(y), x)| = | = p(@)I(x) + p(x)(y)]
= |p@)||1(z) — 1(y)|
< L|I(z) — I(y)]
one L é tal que |u(z)| < L,V z € Q. m

Agora que sabemos as condigbes para que a EDO (1.3) tenha uma tunica
solugao, podemos continuar sua resolucao. Aplicando o método de separacao de variaveis

em (2.4) e integrando ao longo da reta &, obtemos

Inl = —/gu(w)dx—l—c. (1.4)

13



Aplicando a exponencial,

I =ciexp— /,u(x)d:r (1.5)
£
e, finalmente, com a condicao inicial 7(0) = Iy, obtemos
I =1Iyexp— /u(x)dx (1.6)
3

O coeficiente de absorcao p compreende os efeitos de absorcao e espalhamento de raio
X. Por simplicidade, consideraremos nulos os efeitos de espalhamento. Note que, pelo

corolario 1.0.2, p pode ser uma funcao constante por partes em §2.

A equagao (1.6) é conhecida como lei de Lambert-Beer. [4]

1.1 Integracao sobre Hiperplanos

Observando que lei de Lambert-Beer, obtida em (1.6), é uma equagao unidimensional,

surge a pergunta: E possivel generalizar a equagao (1.6) para dimensdes maiores?

Sabemos que uma reta no plano pode ser descrita pela equacao linear da forma
a1x1 + asxs = ¢. Ja o plano euclidiano consiste em todos os pontos x da forma (zq,x2),

onde x; e T5 sdo nimeros reais. Podemos generalizar esta nocao da seguinte forma:

Definigao 1.1.1 (Hiperplano). Um hiperplano no R™ é o conjunto de pontos v € R"

satisfazendo uma equacao da forma
0,2) =c (1.7)

onde 6 € S™ 1 ¢ um vetor unitdrio e ¢ é wm niumero real.

Note que a defini¢cao acima faz todo sentido. Por exemplo, seja x = (z1,x2) €
R? e § = (a1,a2) € R?. Entao, (#,x) = a1x; + aswy = ¢, o que define uma reta em R?

ortogonal a # e com uma distancia ¢ da origem.

Hiperplanos em R? sdo retas, que sabemos ser unidimensional. J4 em R3, um
hiperplano é um plano euclidiano (bidimensional), pois = (x1, z2, 23),0 = (a1, a2, a3) €
R3 = (0,2) = a171 + aswy + azzs = c. Como ja se pode imaginar, em R" um hiperplano

tem n — 1 dimensoes.

Nossa ideia agora é definir a Transformada de Radon para dimensoes maiores
usando a integral f£ f(z)dz trocando a reta & por um hiperplano qualquer. Antes de fazer

isso, precisamos estudar hiperplanos e integrais em hiperplanos.

14



Definicao 1.1.2. Se § € S™!, entdo 6+ denota o espaco linear ortogonal a 0, mais

precisamente,
0- = {x € R": (z,0) = 0} (1.8)
A definicdo 1.1.2 decorre diretamente da definicao de ortogonalidade entre

dois vetores, (z,y) = ||z||||y|| cosa. Logo, se x e y sdo ambos nao nulos, cosa = 0 =

a=75+km kel

Proposicao 1.1.3. Um subconjunto H de R™ é um hiperplano ortogonal ao vetor 6 a

uma distancia s da origem se, e somente se, H = 0+ + s6.

Se H € o hiperplano (0, x) = s e se {01,0s,...,0,_1,0} € uma base ortonormal

de R™, entao

H = {1'191 + 33'292 + ...+ Q?nflenfl -+ s0 - T1,...,Tp-1 € R} (19)

Demonstragao : Ver [9]. |

Observacao 1.1. O tipo de integral aqui utilizado serd a integral de Lebesgue, que €
uma generalizacao do integral de Riemann. A integral de Lebesque apresenta diversas
vantagens em relacao ao integral de Riemann, sobretudo em relagao aos processos de
limite. Além disso, a integral de Lebesque é uma construcao matemdtica generalizdvel
para funcgoes definidas em um espaco de medida, assumindo valores reais ou complexos,

ou mesmo, em um espaco de Banach geral.

Uma étima referéncia sobre este assunto € o livro “The Elements of Integration

and Lebesque Measure”, de Robert G. Bartle [2].

A seguir apresentamos um exemplo de uma funcao Lebesgue integravel, mas
que nao ¢ integravel a Riemann.
Exemplo 1.1.4. Seja a funcao

1, sexeQ
0, sexeR-Q

D(z) =

chamada de fun¢ao de Dirichlet. FEsta func¢ao nao € integrdvel a Riemann em nenhum
intervalo do tipo |a,bl,a < b, pois seu supremo € 1 e infimo é 0, em qualquer particio
do intervalo. Por outro lado, como o conjunto dos niumeros racionais ¢ um conjunto de
medida nula [7], D(x) = 0. Sendo assim, D(x) é uma fun¢do mensurdvel a Lebesque e

sua integral de Lebesque é nula em qualquer conjunto mensuravel.

15



Com a noc¢ao e algumas definicoes de hiperplanos ja apresentadas, vamos agora

estudar integrais em hiperplanos.

Teorema 1.1.5 (Mudanca de Variaveis na Integracao). Seja g uma fun¢ao continuamente
diferencidvel de R™ em R™. Se f ¢ uma funcao integravel em R™ e se U € um conjunto

aberto de R™, entao

flarts = [ flow)Totu)dy (1.10)
9(U) U
onde Jg € o determinante do Jacobiano.

Definigao 1.1.6 (Jacobiano). Seja g uma fun¢ao de R™ em R™ que possui primeira

deriwada parcial em todas as varidveis. Defina a matriz:

[ 991 991 Og ]
Oxry Oxs  Oxp
992 992 09>

g (z) = 3.%1 6?2 a%

Ogn  Ogn On

| Oxy Ore  O0rp |pxn

e defina o Jacobiano de g por
Jg(z) = |det(g/(2))]] (L.11)

Seja x um elemento de R™, podemos definir
= (x1,...,2x) €

"

T = (Ta1,. -, %)

Esta notacao é 1til para o teorema que segue.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Fubini). Se f € uma fun¢do integrdvel em R", entdo a
funcdo atribuindo ' € R** para fx'eRk f(z',2")dx" é integrdvel. Portanto, fileRk flz' 2")da'

existe para quase todos ' € R" % Além disso

RCCE /x//ERn_k </x,€Rk £ 2" )de ) dz (1.12)

= / </ f(x/,x//)dx/) dx’
' €RF \Jz" eRn—k

Da mesma forma, se a fun¢do atribuindo € R** para fxleRk |f(x

!

7$//)’d‘r/

¢ integrdvel em R"% entdo f € integrdvel em R™ e a equacdo anterior continua valendo.

16



As demonstragoes do Teorema de Mudanga de Variaveis (1.1.5) e do Teorema

de Fubini (1.1.7) podem ser encontradas em [15].

Um caso importante do teorema de Mudanca de Variaveis ocorre quando g
¢ uma transformagao linear com determinante £1 e conjunto U = R". Denotando esta

transformacao linear por A e aplicando o teorema com g = A, obtemos

Corolario 1.1.8. Uma transformacao linear com determinante +1 nao interfere na in-

tegral
[ = | fa)ay (113

Outro resultando importante para nosso estudo é a invariancia da integral sobre
translagoes. Seja f, = f(r — a) a fungao que translada f pelo vetor a. Esta translagao é
da forma f o T onde T(z) = z — a. E claro que o Jacobiano de T' é identicamente igual a

1 e podemos obter o seguinte resultado:

Corolario 1.1.9. A integral € invariante sob translagoes: se a € um ponto firo em R™,

entao
flz)dx = folz)de = (x —a)dx (1.14)
Rn Rn Rn
Sabemos, da algebra linear, que uma transformacao linear é dita ortonormal
se esta preserva tamanhos, isto é, ||T(z)|| = ||z|| para todo x € R™. Além disso, uma

transformacao linear é ortogonal se, e somente se, sua matriz associada é ortogonal. Por
outro lado, matrizes ortogonais geram transformagoes lineares com determinante +1 e

isto nos leva ao corolario:

Coroldrio 1.1.10. Se {01,0s,...,60,,1,0,} € uma base ortonormal do R"™, entao

(ZL’)dZL’ = f(yl(‘)l + y292 + ...+ yn—lgn—l + ynén)dy (115)
R7l Rn

Observagao 1.2. O coroldrio 1.1.10 € muito til quando queremos expressar v = (x1,Ta, . . .

em um sistema de coordenadas mais natural. Se {01,605, ...,0,_1,0,} € uma base orto-

normal do R", entao a expressao
r = ylel + 9292 +... .+ yn—len—l + yngn

¢ tao valida quanto

r=(x1,2T9,...,Ty)
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Uma consequéncia importante destes teoremas que foram apresentados é a

utilizagao de coordenadas polares: se f é integravel no plano, entao

2 o)
dr = in drd .
Rgf(;v) x /0 /0 f(r(cosa,sina))rdrdo (1.16)

e, reciprocamente, se a integral do lado direito existe, entao f é integravel no plano. Como
(cosa, sina) é um vetor unitdrio do R?, podemos generalizar a equacao 1.16 fazendo a
integral sobre S*. Entao, usando 6 = (cos o, sin «), podemos reescrever a equagao anterior

por

dr = h 0)rdrdd
[ s@de= [ [ seopar

De forma indutiva, fazendo uso do teorema de mudanga de variaveis 1.1.5 e

do teorema de Fubini 1.1.7, podemos generalizar a férmula das coordenadas polares para

o R™,
B 00 -
[ flayd = /S /0 F(r0)r™ ' drdo (1.17)

De acordo com o plano para a generalizagao da lei de Lambert-Beer (1.6), pre-
cisamos saber integrar fungoes f definidas em R™ sobre hiperplanos (f, z) = s. Portanto,

precisamos da seguinte definicao

Defini¢ao 1.1.11 (Integracao sobre Hiperplanos). Dado um hiperplano H definido por
(0,2) = s e uma fungao [ definida em R™, seja {01,60s,...,0,_1} uma base ortonormal
para 0+, Entdo, sendo ' = (r1,x9,...,x,_1) € R™, definimos a integral sobre hiperplanos

de f sobre H por

/ f(z)dz = / fz160y + 2ol + ... + 25 10,1 + 39)dx/ (1.18)
(0,z)= &' eRn—1

Observacao 1.3. Se {0,605, ...,0,_1,0} é uma base ortonormal de R™, entao {01,0z,...,0,_1}

¢ uma base ortonormal de 0+. A proposicdao 1.1.3 mostra que o integrando é um elemento

do hiperplano (0, ) = s e isto justifica a definigdo.

1.2 A Transformada de Radon

Agora estamos em posicao de definir a Transformada de Radon.
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Definicao 1.2.1 (Transformada de Radon). A Transformada de Radon é um operador
R definido em L'(R™) onde, para qualquer funcdo integrdvel f em R™, a fungio Rf ¢é
definida para @ € S ! e s € R por

yf(@,s):/<9 S (1.19)

sempre que esta integral existir.

Note que, no caso em que n = 1, temos que

sz(e,s>:1n@:/<6 ey

0
com f(x) = p(x).

O problema inverso associado a tomografia consiste em encontrar uma apro-
ximagcao apropriada para a distribuicao de densidade f através da medida de varias se¢oes
transversais em diferentes angulos da regiao 2. Assim, a soluc¢ao do problema inverso de

reconstruir a densidade f consiste em inverter o operador R (em um espago de fungoes

adequado).

A aplicacao desta ideia é imediata em deteccao de tumores. Suponha que um
médico deseja obter informacoes sobre a presenca de anomalias em diferentes tecidos do
corpo humano. A presenca de tais anomalias implicam em diferenca nos coeficientes de
absorcao dos tecidos. Assim, determinar o coeficiente de absorcao f significa determinar

a presenga, ou nao, de anomalias, [6].

Disto, surge uma pergunta: é possivel determinar o coeficiente de absorcao f

a partir de sua integral de linha (1.19) ao longo do hiperplano (0, z) = s?

Na tentativa de responder a pergunta acima, varias outras perguntas vem a

tona:

1. Sob quais condigoes a integral definida em (1.19) existird?
2. R é injetiva?

3. E possivel encontrar uma férmula para a inversa de R?

Responderemos estas perguntas, junto com outras propriedades da Transfor-

mada de Radon, no préximo capitulo.
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2 Propriedades da Transformada de Radon

No capitulo anterior definimos a Transformada de Radon de uma maneira generalizada,
partindo de um caso particular que possui uma motivagao fisica. Neste capitulo apresenta-
remos algumas propriedades importantes da Transformada de Radon. Vale ressaltar que
a grande maioria dos resultados aqui apresentados foram retirados de [9], com algumas

adaptagoes.

2.1 Boa Colocacao da Transformada de Radon

Comecaremos apresentando um teorema importante que sera utilizado intimeras vezes
no decorrer do capitulo. Em especial, o teorema abaixo garante que a Transformada de

Radon (1.19) estd bem definida.

Proposigao 2.1.1 (Teorema de integracao sobre hiperplanos). Seja § € S"™!. Se f €
LY(R™), entdo f<9 o)=s f(z)dz existe para quase todo s € R, independentemente da base

ortonormal usada para definir o hiperplano. Além disso
/ / f(x)dxds = fw)dw. (2.1)
s=—o0 J(0,x)=s R

Demonstragado : Seja {61,0,...,0, 1,0} uma base ortonormal do R". A transformagao

linear, que troca coordenadas de uma base ortonormal do R™ para outra, é ortogonal.
Aplicando esta ideia para a base candnica de R™ e a base dada temos, pelo Corolério
1.1.10, que
f(z)dx = F(y1601 + y2bo + ... + Y101 + yn0)dy.
Rn R™
Agora, aplicando o Teorema de Fubini na integral do lado direito, temos, para quase todo

s € R, que

/ f(y191 + y292 + ...+ yn_19n_1 + s@)dy'
yleRnfl

é integravel. Portanto [ < f(z)dz existe para quase todo s € R. Consequentemente,

0,x)=s

a equagao (2.1) é vélida.



Para mostrar a independéncia da base ortonormal usada na definigao 1.1.11,
consideramos A = {ay,ay,...,a,1} € B = {1, Pa,...,Ba_1} bases ortonormais de 6-.
Seja Crn—1)x(n—1) & matriz de mudanca de base de A para B. Entao, C ¢ uma matriz
ortogonal e v = x10q + x5+ ...+ T, 10,1+ s0 é um elemento do hiperplano (0, x) = s.

Por outro lado, temos que v = 4151, Y252, . . ., Yn—1Pn_1 + s6 onde
y = Cd' (2.2)

para ¥ = (y1,-.-,Yn-1) € ¥ = (x1,...,2,-1). Aplicando o teorema de mudanga de

. -1
variaveis, em R""' na (2.2), segue que

/ f(z)dx = / f(rroq + o + ...+ Tty + s0)da’
(0,2)= 2/ €Rn—1

= | det(C)| Fn By +y2bo+ .o+ Yn1Bn1 + s0)dy'.

yleRn—l
Como C é uma matriz ortogonal, | det(C')| = 1 e isso prova que a integral sobre hiperplanos

independe da base ortonormal usada na definigao. |

Corolario 2.1.2.

/(9’@:8 f(x)dx = /(9@):3 f(x)dx.

Demonstragao : Aplicando a definigao de integragao sobre hiperplanos (definigao 1.1.11),

temos para o hiperplano (6, z) = s,

/ f(z)dx = / f(x161 + 2200 + ... + 2y 26,1 + s0)da’ (2.3)
(0,2)= o/ €Rn—1
e, para o hiperplano (—0,z) = —s,
/ f(.fC)d.ﬁL’ = / f(—ﬂflel — .13292 + ... — xn,Qﬁn,l + 86)d$/. (24)
(—0,2)—— 2/ €Rn—1

Fazendo a simples observacao de que as equagoes (2.3) e (2.4) diferem apenas por uma
translagao e utilizando o fato a integral ser invariante sob translagdes (corolario 1.1.9),

concluimos a demonstragao. |

O préximo corolario nos diz que a Transformada de Radon de uma funcao

integravel existe como um numero finito para quase todos, se nao todos, s € R.

Corolario 2.1.3. Se f € uma funcao integrdavel em R™ e se § € S"! é uma direcio fixa,

entao Ry f(s) € definida para quase todo s € R. Além disso

/ Rof(s)ds = f(z)dz.
seR TER™
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Além do mais, isso nos mostra que a Transformada de Radon de uma fungao integrdvel

continua sendo integrdvel.

Corolario 2.1.4. A integral definindo Rf(0,s) € independente da escolha de base usada

na definicao da Transformada de Radon.

A demonstragao dos ultimos dois corolarios decorre diretamente do teorema

de integragao sobre hiperplanos.

Exemplo 2.1.5. Neste exemplo apresentamos uma funcao f € R™ que € finita quase
sempre, e, mesmo assim, existe um hiperplano onde f nao é integrdvel.
Seja

(22 +...+x%,1)_n7172 =l e (@2+... +22 )<lel<]z, <1

fz) =

0 caso contrdario.

Seja 0 = (0,0,...,0,1). Note que pela defini¢cao de 0, o hiperplano (0,x) = s se torna

apenas T, = s e podemos aplicar o teorema de integragcao sobre hiperplanos para obter

- flz)dx = /_Z /w’@:s f(z)dzds (2.5)

! 2 2 etk VA LI R
= / / (xf+...+a,_ )" 2 dads.
—1J2|<1

A restricao da varidvel ' para a esfera unitdria em R"! € justificada pela definicio da

funcao f.

Note que esta integracao estd sendo feita sobre R"~. Fazendo uma substituicao

para coordenadas polares, teremos
.T/ — 7",9/

onde

/
r :\/x%—i-...—kxfhl

e € S"2, que € a esfera unitdria de R"~t. Além disso, quando fazemos a transformagao
para coordenadas polares, devemos usar |S"7%| e r"~2 (devido a equacio (1.17)). Com

1850, obtemos

1
/ f(z)dx = |S”_2|/ p'=(=1=/lsD =2 gy (2.6)
(0,x)=s 0

1
= |5 2]

5]
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para |s| < 1. Agora, se s =0 a ultima expressao € infinita, enquanto que se 0 < |s| <1,
temos valores finitos. Por f ser 0 quando |s| € muito grande, a integral sobre o hiperplano
também € 0 e, portanto, finita. Além do mais, f € integrdvel em quase todos, mas nao
todos os hiperplanos. Contudo, f € integrdvel, pois aplicando a equa¢ao (2.6) na integral

iterada (2.5) temos

1
1
(x)dx = / |Sm 2 ds = 4/S"?| < oo.
R —

Vil

2.2 Propriedades da Transformada de Radon

Iniciaremos esta secao provando algumas propriedades interessantes da Transformada de

Radon.

Corolario 2.2.1. A Transformada de Radon € uma fungao par.
:Rf(_07 _S) = R(Q7 S)

Demonstragao : Consequéncia direta da definicao da Transformada de Radon 1.2.1 e

do Corolario 2.1.2.

Nas propriedades que serao apresentadas na sequéncia, todas as funcoes sao

consideradas integraveis em R™.

Proposicao 2.2.2 (Linearidade da Transformada de Radon). Para quaisquer fungées

f,g € LY(R") e quaisquer constantes a,b € R temos

R(af +bg)(0,s) = aRf(0,s)+ bRg(b,s).

Duas transformagoes Fuclidianas importantes sao as translacoes e as trans-
formacoes lineares ortogonais. Vale lembrar que a translacao de uma funcao f por um
vetor a é a fun¢ao na qual o valor em = é f(x — a). Neste trabalho denotaremos a

composi¢cao de uma funcao pela operacao de translagao por f,.

Proposicao 2.2.3. A Transformada de Radon da translacao da funcao f, pelo vetor a,

¢ a translagdo da Transformada de Radon de f por (0,a). Em outras palavras,

:Rfa(ea S) = :Rf(ea S — <9’ CL>)
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Demonstragao : Se {0,6,...,0,_1,0} é uma base ortonormal de R™, entao

fRfa(é’, S) = / fa(l’101 + 1'2(92 + ...+ mn_lﬁn_l + Sg)dl'/ (27)

:E’ER”_I

= / f(l'lel + l’geg + ...+ %nflenfl + s0 — CL)diIZ'/.
z'eRn—1

Pela ortonormalidade da base, podemos expandir o vetor a da seguinte forma:
defina by = (a,0y), para k =1,...,n — 1. Entao,

n—1

a=> by + (a,0)0

k=1

Logo, podemos reescrever a equacao (2.7) como

Rfa(0,5) = / (1 =00)01 + ...+ (X1 — bp1)0n1 + (s — (a, 0))0)dx’

wleRnfl

Como a translacao ¢ invariante sobre integrais em espacos Euclidianos, R*~!
neste caso, podemos tratar (z; — b;) como variaveis. Portanto, a dltima expressao de f
sobre o hiperplano (x,0) = s—{(a, ). Isso é o mesmo que Rf (6, s—(a, d)) e a demonstragao
estd completa. [ |

A relagao da Transformada de Radon com transformagoes ortogonais em R”™ é

apresentada logo abaixo.

Proposicao 2.2.4 (Teorema da Rotagao). Seja T uma transformagao ortogonal de R™.

Entao

R(foT)(0,s5) =Rf(T(0),5)

Demonstracgao : Se {0,60,...,0,_1,0} é uma base ortonormal do R", entao

R(f o T)(Q, S) = / (f o) T)(:m@l -+ 1'292 + ...+ $n,19n,1 + Se)dﬂﬁ/

/' cRn—1

_ / F@T(0)) + 25T(05) + .+ 20 s T(0ny) + 5T (6))de.
z/eRn—1

Note que usamos a linearidade de T para expandir a combinacao linear nesta
equagao. Mas, a ortogonalidade da transformagcao 7" implica que {T'(0),T(65), ..., T(0,-1),T(0)}
é uma base ortonormal do R™. Entao, pela definicao de integral sobre hiperplanos, a ul-

tima expressdo ¢, precisamente, [, . f(z)dz = Rf(T(0),s). [ ]
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O Teorema da Rotagao (proposicao 2.2.4) pode ser generalizado para qualquer
transformacao linear nao-singular, mas para isto precisamos de algumas defini¢oes. Pri-
meiro, lembremos do teorema fundamental do calculo: se ¢ é uma funcao continua em R
e a ¢ um numero real qualquer, entao

d xr
dz
Escrevendo o lado esquerdo da equacao acima em forma de limites, obtemos

z+h e z+h
)t —
i o el — [T e)dE [T ()
h—0 h h—0

_}lﬂ%h/

para qualquer funcao continua . Um resultado fundamental na teoria de Lebesgue é que

Reescrevendo, ficamos com

essa equacao € verdadeira quase sempre para funcoes integraveis. Mais precisamente,

Lema 2.2.5 (Teorema da diferenciacao de Lebesgue). Se ¢ é uma fun¢ao integrdavel em

_}fi%h/

R, entao

quase sempre.

Demonstragdo : A demonstragao pode ser encontrada em [13], corolario I.1.

Agora, vamos definir uma transformagao auxiliar a Transformada de Radon.

Definicao 2.2.6. Se f € integravel em R", defina

Mf(é’,s)z/w - f(z)dz.

Lema 2.2.7. Sejam 0 € S"', s € R e f integrdvel em R™. Entdo

0
ng(H,s) =Rf(,s).

Demonstracao : Como 6 é um vetor unitario é facil ver que uma mudanca de variaveis

ortogonal ird nos levar para o caso onde  é o vetor unitério padrao (0,...,0,1). Neste
caso, (#,z) = x, e, o dominio de integracao para M f(0,s) é {z, < s}. A integral que

define M f (0, s) pode ser calculada pelo teorema de Fubini como segue. Primeiro, defina

o(xy,) = // . f(@! x,)da.
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Entao, ¢ representa a integral de dentro na aplicagao do teorema de Fubini:

Mf(8,s) = f(z)dz

Tn<s

- / / f(&', z,)da' dx,,
—oo Jz/eRn—1

~ [ stanis,

Além do mais, o teorema de Fubini garante que ¢ é integravel na reta real. Portanto,

MJ(O,s+h) —Mf(@0,s) . [ () d:pn I*p(x,)d,

h—0 h h—0

im o(xy,)dx
h—>0h/ n n

= (s

quase sempre, sendo o ultimo passo justificado pela integrabilidade de ¢ e pelo teorema

da diferenciacao de Lebesgue. Isso garante a existéncia da derivada parcial e da equacao

SMF0,5) = ols).
A demostragao é concluida pela observagao que ¢(s) = [, 0.0)=s f(z)dz =

Rf(0,s). De fato, pelo coroléario 1.1.10,
o(s) = / f(x',s)dx’ = / F(y101, 9202, . .., Yn_10n_1, s0,)dy’
x/eRn—1 y eRn—1

:/ F(y)dy = R0, 5),
(0,y)=s

sendo as ultimas duas igualdades validadas pelas defini¢oes de integragao sobre hiperpla-

nos 1.1.11 e Transformada de Radon 1.2.1. [ |

Agora podemos provar o resultado sobre transformagoes lineares.

Proposigao 2.2.8 (Teorema das Transformagoes Lineares). Seja T uma transformagao
linear nao-singular do R™, com adjunta denotada por T%. Entdao

1 1 (T%)~1(9) s
| det T |(T*) (¢ )Ing (I(T*)‘1(9)|’ I(T*)‘l(ﬁ)l) '

R(foT),s)=

Demonstracao : Lembremos que a propriedade que define a adjunta é: para todo

z,y € R" temos
(Tw,y) = (2, T"y).
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Seja D o conjunto de todos os pontos x em R" que satisfazem a inequacao
(0,r) < s. Ainda, seja E,; o conjunto de todos os pontos y em R" que satisfazem a
inequagao ((T*)71(0),y) < s. Sendo assim, podemos provar que a imagem de Dy sob a

transformacao T satisfaz a equacao
T(D,) = E,. (2.8)

De fato, a equagao (2.8) é equivalente a D, = T~!(FE,), pois T é nao-singular. Mas x € D,
se, e somente se, (0, z) < s, que ocorre se, e somente se, (0, T 1Tx) = ((T-1)*0,Tx) < s.
Pela definicao de FE, esta tltima inequacao sera verdadeira se, e somente se, Tx € Fi,.

Isso é equivalente para x € T~ !(E,) e isso estabelece a equagao (2.8).

Agora, aplicando o teorema de mudanca de variaveis com a substituicao defi-

nida por 71"

/T L W= [ T (2.9)
= |detT| . (foT)(x)dx.

onde JT(z) = | detT).

Note que (7%)7'(#) nao é necessariamente um vetor unitério. Isso nao é um
problema, pois o conjunto T'(D;) é igual ao conjunto Ej e é facil observar que Fy é idéntico
ao conjunto de pontos y € R" tal que

T~
LTI .
[(T*)~1(0)] [(T*)~1(0)]

Aqui, podemos observar que % é um vetor unitario. Portanto, pela equacao (2.9),

fy)dy = | det T| e (f o T)(z)dz.

(rH=1e) N s
< (T =1(0)] ’y>* [T —1(0)]

Isso pode ser reescrito em termos do operador M,

IO 5 \N et ar oty
1 (o o)) = e T oo

Diferenciando os dois lados desta equagao com relacao a varidvel s e usando o lema 2.2.7,

obtemos

| @) s TR T
T (<|<T*>—1<e>|’|<T*>-1<0)|>> = | et TIR(F o T)(6, 5),

o que conclui a demonstracao. |
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Chamamos de dilatagao de uma fungao f(x) a fungao da forma f(yx), onde
¢ um nimero real diferente de zero. Assim, definimos o operado 4, por d,f(x) = f(yz) e

chamamos d, de operador de dilatacao com fator ~.

Proposicao 2.2.9. Seja 6 € S !, s € R e f uma fungdo integrdvel em R™. Entdo, se

v # 0, temos
R(0,f)(0,5) = 7' "R (0, 75).

Ideia da Demonstracao: Sey > 0, isso é uma simples consequéncia do iltimo teorema

com T'(x) = vyx. Neste caso, a matriz de T' é I (onde I representa a matriz identidade)
eT =" T =T eT ! = %T. Caso 7 < 0, podemos usar o v = sign(y)|vy| (sign é a
fungao sinal) para obter o mesmo resultado. |

Definigao 2.2.10 (Convolugao). Se f e g sao fungdes integraveis em R", entao definimos

a convolugao f g de f e g por

(fxg)(z) = . flz —y)g(y)dy.

Se I e G sao fungoes integrdveis no cilindro S™' x R, definimos sua convolugdo por
(FxG)(0,s) = / F(f,s—t)g(t)dt.
teR

Observe que a integracao € feita apenas em relacdo a sequnda varidvel.

Para quais funcoes podemos aplicar a convolucao com sucesso? Usando o teo-
rema de Fubini e o teorema de mudanca de variaveis, podemos mostrar que a convolugao
de funcgoes integraveis também é integravel. Para isso, sejam f e g funcoes integraveis
em R” e defina h = f x g, de acordo com a defini¢ao 2.2.10. Agora usamos o teorema de
Fubini em R™ x R™ da seguinte forma: sejam z’ e 2” elementos do R", entao (z’,z”) é um

elemento de R™ x R"™. Assim, podemos reescrever a definicao 2.2.10 na forma

Seja
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Como f é integravel, K é um numero real finito. Assim, note que na x” é constante

seguinte integracao, temos

/n ‘f(x/ _ $l/)g($l/)|dml — ’g($//)| f(x/ _ x//)dm/

R

=g [ 1f@@")lda" = Klg(z")].

Rn
Aqui usamos o fato da integral ser invariante sob translagoes (corolario 1.1.9) para tirar

o termo z” da integral. Sendo assim, temos

/n (/n ’f(a:/ _ l'/,)g(l'”)’dl'/> d$” — . K’g(%””dm”

=K [ |g(a")|dz" < >
R'I’L

pela hipétese de que g é integravel. Portanto, a funcdo z” — [, |f(2’ — 2”)g(z")|dz’
é integravel para todo 2’ € R". Como uma funcao é integravel se, e somente se, seu

" — a")g(a")dx' é integrdvel. Entao, pela

maédulo for integravel, temos que z” — [o, f(x
segunda parte do teorema de Fubini, a funcao (2/,2") — f(2’ — 2”)g(2") também é
integravel em R?". Agora, pela primeira parte do mesmo teorema, a funcao que leva '
em [, f(z'—x")g(x")dx’ é integrével e esta é, precisamente, a fungao h = f*g. Portanto,

provamos que a convolucao de fungoes integraveis é integravel. [

Sabendo disso, vamos analisar o efeito da convolucao sobre a Transformada de

Radon.

Proposicao 2.2.11 (Teorema da Convolucao para a Transformada de Radon). Se f e g

sao funcoes integrdveis em R™, entao f x g também € integrdvel e
R(f % 9)(0,5) = Rf(0,5) «Rg(6, 5)-

Demonstracao : Antes de comecar a demonstracao, vale lembrar que sempre que apa-

recer uma variavel da forma u = (uy,...,u,) € R, definimos v/ = (u1,...,u,_1) € R*1.

Seja {61,0,,...,0,_1,0} uma base ortonormal do R" contendo 6. Entao, usa-

mos a definicao da Transformada de Radon e da convolugao para obter

R(f*g)(0,s) = / (f *g)(x101 + 20y + ... + 2110, 1 + s0)d2’

z’eRn—1

= / / (f % g)(x161 + 2202 + ... + Tp10p—1 + 0 — w)g(w)dwdz',
Rn—1 n
Fazendo a seguinte mudanca de variavel ortogonal

w = y191 + y202 4+ ...+ yn_19n_1 + t@,
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na qual o diferencial dw = dy’dt. Note que isso é possivel pelo coroldrio 1.1.10, pois o

integrando na integral de dentro é Lebesgue integravel para quase todo w. Assim, obtemos

RF*9)(8,5) (2.10)
= /Rn_1 /]R - flz1 —y1)01+ ...+ (Tn1 — Yn1)0n1 + (s — 1)0)

X g(y1«91 -+ ’y2¢92 + ...+ ynflenfl + t9>dy/dtd$/

O integrando na integral mais de dentro é uma translagao invariante. Entao, podemos
substituir ; —y; por z;. Além do mais, como o integrando na equacao (2.10) é integravel,

podemos usar o teorema de Fubini para trocar a ordem de integracao. Sendo assim,
R(F + g)(0, ) — / / F@101 4+ o+ 21O 1 + (5 — 1)0)da
R JRn—1 Rn—1
X g(y101 + y202 + ...+ yn_lﬁn_l + t@)dy/dt
A integral mais de dentro é

f(x191 + ...+ xn,len,l + (S — t)e)d.’ﬂ/
Rn—1

e isso é exatamente Rf(0,s — t), que é independente de qualquer y e, por sua vez, do

diferencial dy’. Por isso, a equacao anterior se torna

/ [/ g(y16’1 + y26’2 + ...+ yn_19n_1 + tQ)dy’ Rf(@, S — t)dt
R Rn—1

_ / Rg(0, YR (0,5 — £)dt
=Rf(0,s)*Rg(0, s)

= R(f * g)(ea 8)

visto que a expressao entre colchetes é Rg(6,t). [ |

2.3 Injetividade da Transformada de Radon

Nesta secao responderemos a segunda das perguntas formuladas no Capitulo anterior.
Isto é, daremos garantias de injetividade da Transformada de Radon. Esta propriedade
exige a exploracao de uma conexao importante existente entre a Transformada de Radon

e a Transformada de Fourier.

30



Definicao 2.3.1. Se f € uma funcgao integravel em R™, entao definimos
(Fw) = @)% [ fla)exp oo do.
R™

A fungao Ff é chamada de Transformada de Fourier de f e é comum usar a

notagao ]/”\

Observacao 2.1. O wvalor absoluto do integrando na definicao da Transformada de Fou-
rier € |f(x)|, visto que |exp~®¥ | = 1. Como sabemos que f ¢ integrdvel, isso mostra

que a Transformada de Fourier de uma funcao integrdvel existe para todo y € R™.

Precisamos de apenas uma propriedade da Transformada de Fourier, sua in-
jetividade: se Ff = 0, entao f = 0 quase sempre. Para mais detalhes e propriedades da

Transformada de Fourier, consultar [14].

Note que a Transformada de Fourier pode ser definida em qualquer espaco eu-
clidiano. Sendo assim, quando for necesséario enfatizar a dimensao em que a Transformada

Fourier esta sendo aplicada, utilizaremos a notacao &,

A relagao entre a Transformada de Radon e a Transformada de Fourier é, as

vezes, chamada de teorema da fatia de Fourier ou projecao de fatia.

Teorema 2.3.2 (Projecao de Fatia). Se f ¢é integrdvel em R™ e se 6 é um vetor unitdrio,

entao

FiRof(s) = (2) " Fo f(s0). (2.11)

Demonstracao : Pela definicao da Transformada de Fourier, a integragao sobre R™ pode

ser realizada sobre qualquer conjunto de hiperplanos paralelos. Em particular, isso pode
ser feito sobre o conjunto dos hiperplanos ortogonais a #. Isso é uma consequéncia do
teorema de Fubini e o resultado é

F.f(s6) = (2m) ¢ [

R

[/ f(z) exp =i ®s® dx] dp. (2.12)
(0,z)=p

Mas se x estd no hiperplano (8,x) = p, entao (x,sf) = s{x,0) = sp. Assim, o termo

exponencial é constante na integral de dentro, entao

Fof(sh) = (2m)"2 /R { /( . f(:v)dx] exp P dp.
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Podemos observar que a integral entre colchetes é a Transformada de Radon, portanto,
Fof(s6) = (2m)F [ Raf(p)exp 7 dp
R
= (21) 7T F1Ro f(5).

A constante (27?)‘”7_1 aparece pelo fato da Transformada de Fourier em uma dimensao

precisar do fator (2m)~2 de (27) 5. |

Usando as propriedades da Transformada de Fourier mostradas acima, pode-

mos introduzir um importante resultado:

Teorema 2.3.3 (Injetividade da Transformada de Radon). Uma fungdo integrdvel é uni-
camente determinada pela sua Transformada de Radon: se f e g sao funcoes integrdveis

em R"™ com
Rf(0,s) =Rg(b,s) (2.13)

para todos os vetores unitdrios 6 e para todo s € R, entao

para quase todo x € R".

Demonstragdo : Seja h(z) = f(x) — g(x). Pela linearidade da Transformada de Radon

e da hipdtese (2.13), vemos que
Roh =0

para qualquer vetor unitario #, donde é imediato que a Transformada de Fourier de Ryh
também é zero para qualquer 6. Pelo teorema da Projecao de Fatia vemos que para todo

0 € S" ! e todo s € R, temos
Fnh(s0) = 0.

Mas qualquer z € R™ é da forma s (isto é, se x # 0, entdo basta escolher s = |z| e
0= %), o que resulta que F, h(x) = 0 para todo = € R". Disso e da propriedade injetiva

da Transformada de Fourier, segue que h(z) = 0 para quase todo z € R". A conclusao

do teorema é decorrente da forma como definimos h. [ |
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2.4 Existéncia de uma Formula de Inversao

O Teorema 2.3.2 garante a existéncia de uma inversa (pelo menos lateral) para a Trans-
formada de Radon. Além do mais, a Transformada de Radon é sobrejetora e, portanto,
bijetora. Com isso podemos procurar por uma inversa da Transformada de Radon [6].
No entanto, foge ao escopo deste trabalho a demonstracao da sobrejetividade da Trans-
formada de Radon, bem como um estudo aprofundado sobre as formulas de inversao da
Transformada de Radon. Para detalhes, veja [6]. Neste trabalho nos restringiremos a

enunciar as formulas de inversao mais importantes para a Transformada de Radon.

Teorema 2.4.1. Sejan > 1 impar. Entao

@) = 2" (i)l /S O R f(w. (6. 2))dS

n—1 aSn_l

Antes de enunciar a formula para n > 1 par, precisamos definir a Transformada

de Hilbert:
Definigao 2.4.2 (Transformada de Hilbert). Seja f € S(R™). Entao
If(s) = F (=i - sign(NF(N)

Teorema 2.4.3. Sejan > 1 par. Entao

(@) = 27 (i) /S < aa::l HR f> (2, (0, 2))dS

As demonstragoes dos teoremas 2.4.1 e 2.4.3 podem ser encontradas em [1, 11].

2.5 Relacao entre a Formula de Inversao e Problemas

Mal-Postos

Nesta secao vamos explorar a relacao que existe entre a Formula de Inversao para a

Transformada de Radon e Problemas Mal-Postos.

Um problema ¢é dito bem posto no sentido de Hadamard se este problema
possui uma solugao, esta solugao é unica e, além disso, esta depende continuamente dos

dados. Um problema é dito ser mal posto se algum destes requisitos nao é satisfeito.

J& provamos que a Transformada de Radon ¢ injetiva e sobrejetiva. Portanto

os requisitos de existéncia e unicidade sao satisfeitos. O problema estd com o axioma de
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dependéncia continua. Lembremos, antes de mais nada, que os dados aos quais temos

acesso num processo de tomografia sao obtidos pela Transformada de Radon.

Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.5.1 (Diferenciagao nos dados). Sejam, y : [0,1] — R ey’ : [0,1] — R funcdes

continuas com y° contaminada por ruidos de forma que

ly(t) — 4’ (1)l <8, Vte[0,1].

Gostariamos de reconstruir a derivada x =y’ de y. Uma das estratégias (pelo
menos do ponto de vista numérico) é considerar aproximagoes por diferencas simétricas,

i.e., para qualquer T € (0,1) tomar

Pt h) =y —h)

(1) = o7

Um simples argumento com a desigualdade triangular fornece

"y(T_'_h)_y(T_h) _x(T)H
2h o
y‘s—y)(TJrh)—(y‘s—y(T—h))H .
2h oo

lz**(7) = 2(7)]l <

|
Suponha que tenhamos o limitante
|2’ ()]l < E, Vtel0,1].
Substituindo o limitante na desigualdade acima, obtemos a estimativa de erro

[#5(r) — a(r)le < HE + 3 (2.14)

A equagao (2.14) € tipica em problemas inversos. O que € importante, por
agora, € entender o que a equacdo (2.14) quer nos dizer. Temos dois termos nessa esti-
mativa de erro: um devido a aproximacao da aplicacao inversa e o outro devido ao erro
de medida. Observe que, quanto mais refinarmos a aprorimagdo (quanto mais préximo de
zero tomarmos h) mais precisamente estamos calculando a derivada y'. Por outro lado,
como 0s dados estao corrompidos por erros, (2.14) nos ensina que, se h for tomado muito

pequeno, entdo %" pode estar longe da solucdo verdadeira.

O melhor que podemos fazer é escolher h de forma a balancear o lado direito

de (2.14). Ou seja, tomar



Note que em ambas as féormulas de inversao obtidas na se¢ao anterior temos
diferenciacao nos dados. Assim, o problema inverso associado a Transformada de Radon

é mal-posto.
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3 Modelo Discreto

Neste capitulo serd feita uma discretizagao da equacao (1.19). Além disso, serdo apre-
sentados trés métodos que visam solucionar o problema da tomografia computadorizada,
sendo eles: Técnica de Reconstrugao Algébrica (ART - Algebraic Reconstruction Techni-
que), Retroprojegao Filtrada (FBP - Filtered Backprojection) e Decomposigao em Valores

Singulares (SVD - Singular Value Decomposition).

3.1 Modelo Discretizado

Nesta secao apresentamos a relacao entre a Transformada de Radon derivada no capitulo 1

e uma versao discretizada do problema.

Como motivacao, considere a figura 3.1. A imagem tomografica que deve ser
reconstruida consiste de um vetor com varidveis desconhecidas, f;, com j =1,..., N, ou

seja, os coeficientes de absorgao.

f; f; P
& Vs

\/7 v MP;
4 Pz

Figura 3.1: Exemplo de construcao de sistema para uma imagem com 4 pixels.

Por exemplo, o processo mostrado na figura 4.4 gera um sistema de equacoes

lineares da forma

i+ fz3=p
fo+ fa=Do (3.1)
Ji+ fa=p3

Ji+ f2=p4



No sistema acima, sao obtidas quatro equagoes com quatro incognitas. Esse
sistema pode ser resolvido com exatidao, desde que o método de mensuracao fisica nao

sofra com ruidos e nao ocorra dependéncia linear.

Fisicamente, cada feixe de raio X possui uma espessura. Quando o feixe de
raio X passa pela regiao €2, temos que levar em conta quanto do pixel a ser reconstruido
é afetado pelo feixe. Para este proposito, sao introduzidos pesos que refletem a relacao
entre a area iluminada pelo feixe de raio X com relacao a drea total do pixel [6]. Estes

pesos sao calculados de acordo com a figura 3.2.

Figura 3.2: Processo de construgao dos coeficientes a;;.

O valor de a;; ¢ determinado pela seguinte relacao

area iluminada do pixel j pelo raio i

ajj = - —— 3.2
/ area total do pixel j (3:2)
Generalizando o sistema (3.1), obtemos o seguinte sistema de equagoes:

N

SNagfi=p  i=1--M (3.3)

j=1

Notando por A a matriz contendo os a;;, f o vetor com os coeficientes de
atenuagao f; e por p o vetor de medidas das intensidades de raio-X p;, pode-se reescrever

a (3.3) em forma matricial:
Af=p (3.4)

Fazendo uma analogia com a equagao (1.2.1),

A f = p
I 1 = I
R fw? 5) = f<9,x>:s f(x)dx
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Uma andlise preliminar da equagao (3.4) diria que a solugao é f = A~ 'p.
Porém, a inversao direta da matriz A, quando possivel, nao é bem vinda devido aos

seguintes fatores

e Tipicamente, o sistema (3.4) possui uma matriz A singular, ou entao, nao quadrada

(N # M);

e Ainda, em aplicacOes reais, a matriz A - por ser muito grande - ocasiona uma intensa

demanda computacional em processos diretos de inversao;

e Valores singulares muito préximos de zero, implicando em mal-condicionamento do

problema [10].

3.2 Técnica de Reconstrugao Algébrica (ART)

Para tentar contornar o problema com inversoes de matrizes, o ART busca a solugao
pela projecao sequencial a partir de uma estimacao inicial, no conjunto de solugoes das
equacoes lineares, onde cada um desses conjuntos é um hiperplano. Pode-se ter uma ideia
de como esta projecao sequencial funciona, veja a figura 3.3.

o

Yo SN

4%

o0

P
454

5 lfl ta,, fg =p,

Figura 3.3: Solugao iterativa para um sistema de duas equacgoes. A solucao do espaco
bidimensional para cada equacao é uma reta. O ponto de interseccao das duas retas nos

resulta o vetor solucio f = (fi, fo), i.e., os pixels da imagem desejada.

Comecando com uma imagem inicial f(9), a sequéncia de imagens, { f1), f® ..},

¢ calcula iterativamente até que convirja para a reconstrucao tomografica desejada.
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No primeiro passo,
p = Af™) (3.5)

é determinada a n-ésima imagem aproximada f™. A projecao, p(™, determinada nesta
n-ésima projecao sequencial pode ser comparada com a medida atual da projecao, p. A
comparagao entre a projecao determinada e medida resulta em termos de corregoes que
sao aplicados na n-ésima imagem aproximada, £, resultando na (n+1)-ésima imagem
aproximada. Esse processo € repetido iterativamente de tal modo que uma outra projecao

sequencial, a projecao p"*1 é determinada.

E, por fim, é feita uma correcao de estimativa de acordo com a seguinte equacao

(a: f1 — p;

f(n) — f(nfl) _ ai(ai)T (CLZ-)T. (3.6)

onde 7 é escolhido de forma aleatéria.

3.2.1 Convergéncia do ART

A ideia para resolver o sistema Af = p é particionar o sistema em linha ou coluna. Por
questao de definicao, vamos considerar a versao por linhas, escrevendo
T
ay
A= | eRM¥N g; e RY (3.7)
T
am

onde a]T # 0 é a j-ésima linha da matriz A, a equagao Af = p pode ser vista como um

sistema de equagoes

onde A; : RY — R. Cada uma destas equagoes indeterminadas definem um hiperplano
(1.1.1) de dimensao N — 1. A ideia do ART é projetar a solu¢do atual aproximada
sucessivamente em cada um desses hiperplanos. Este processo converge para a solucao do

sistema, desde que esta exista.

De uma forma mais geral, podemos escrever:

Ay
A= | 1 | e RMN A ¢ RBXN (3.8)
Ay
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onde ki 4+ ...+ k; = M. Nesta decomposicao em blocos de A, devemos exigir que cada

bloco A; tenha posto-linha completo e defina uma aplicagao sobrejetora.

Generalizando, sejam H e H;, 1 < j < M, espacos de Hilbert. Consideramos

agora o sistema
Ajf=pj,1<j<M
onde os operadores
A H—H;,1<j<M
sao lineares e limitados e p; € Im(A4;). Seja
Xj ={z € H|Ajz = p;}, (3.9)

e denote por P; : H — X as projecoes ortogonais nestes subespacos afins. Além disso,

definimos a projecao sequencial por
P=PyPy ... P (3.10)
O seguinte teorema ajuda a entender o comportamento do ART.

Teorema 3.2.1 (Convergéncia do ART). Assuma que eziste pelo menos uma solugao
vdlida para o sistema de equagoes A;jf = p;, 1 < j < M. Entao, o algoritmo ART

converge para a solu¢do de norma minima da equacao Af = p, isto €,
k—o00

Demonstrag¢ao : Como esboco da demostragao, vamos denotar por £ a projecao orto-

gonal

Q:H— [|N(4;) = N(4),

e seja z € X arbitrario. Devemos mostrar que

fe — [ =2z —Qz, quandok — .
E claro que este limite satisfaz
Ajf =Az—AQ=p;,1 <j< M,
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e, além disso, x é, por definigdo, perpendicular ao N(A).

Para relacionar as projecoes parciais P; com £, vamos denotar por @); a

projecao ortogonal
Qj: H—>NA),1<j< M,
e seja () a projecao sequencial
Q=QuBm-1...Q201 (3.11)
Para qualquer z € X, temos
Pif =2+ Q;(f —2).
De fato
AjPif = Ajz + A;Q5(f — 2) = pj,

e para qualquer 2y, 2o € X, a diferenca 6z = z; — 2, estd no N(A).

Portanto,

IN(A)  eN(4)

(f=(z+Q;(f—2)),02) = (1 - Q) (z—2),6f) =0

Agora podemos escrever a projecao sequencial P em termos de () como segue.

Para z € X, e f € H, temos

=24+Q1(f—2)
—~
By(Pif) =2+ Qo (Pif) —2)=z+Q(f —2),

e, por indugao,
Pf=2+Q(f —2).
De forma similar,
Pf =2+ Q(Pf—2)=2+Q f - 2),
e, por indugao mais uma vez,
P'f =2+ Qf - 2),
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isto é, pela definicao do ART, temos

T =2 —QFz.

Logo, é suficiente mostrar que para qualquer z € H,
lim Q%z = Qz. (3.12)
k—o0
Esse resultado é consequéncia de trés lemas que serao apresentados a seguir.
Lema 3.2.2. Seja (fy) C H ser uma sequéncia satisfazendo
1fell < 1, lim (|Qfill = 1,
k—o0

onde @ € dado por (3.11). Entao

lim (1 — Q) fy = 0

k—o0

Demonstracao : A demonstracao é feita por indugao no nimero de membros da projecao

Q;. Para @), a prova ¢ imediata pois, por ortogonalidade
10 = QU fll® = Ifull* = 1Qufell* < 1= 1Qufull* — 0,
a medida que k cresce.

Agora, supomos que a tese continua valida para Q; ... Q. Temos

1Q541Q; - Qufill < Qj .. Qufill <1,

entdo limy o [|Qj+1Q; - .. Q1 fk]| = 1 implica em limy_, [|@Q; ... Q1 fk|| = 1, e a hipdtese

de indugao implica que
(1—Q]Q1)$k—>0
Escrevemos

(1-QjnQ;... Q) fi=01-0Q;...Q)fi + (1 = Qj11)Qj - .. Qrf.

Aqui, o primeiro termo da direita tende a zero como vimos antes. Analogamente, deno-

tando por 2z, = @) ... Q1 fk, continua vélido que

Izl = 1Qs -+ Qufell <1

1Qjr12k]| = 1Qj+1Q; - - Qufel — 1,

mostra que o segundo termo também tende para zero. [ |
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Lema 3.2.3. Temos

N1-Q)=N(1-9)= ﬂ N(A;).

Demonstracao : Seja f € N(1 — Q). Entao f € N(A,) para todo j e, entao, f = Q,f,

implicando em f = Q... Q1f = Qf, isto é, x € N(1— Q). Para provar a outra inclusao,
N(1—-Q) C N(1—-Q), assuma que f = Qf. Temos

LA =11Qn - Q@1 fII < lQufIF < II£]I,

isto é, [|Q1f|| = || f||- Pela ortogonalidade,

1= Q) fI” = IfI° = lQufI* =0,

isto é, f = @1f. Consequentemente, f = Q... Q>f. Indutivamente, mostramos que
[ = Q;f para todo j, isto é, f € ﬂjj\il N(A4;) = N(Q). [

Antes de enunciar o préximo lema, precisamos de uma proposi¢ao.

Proposicao 3.2.4. Sejam H; e Hy espagos de Hilbert de dimensao finita ou infinita,
dotados do produto internet (x,y), v,y € H;,j = 1,2 e A : Hi — Hy um operador
compacto. E seja A* o operador adjunto de A. Entdo os espacos Hi e Hy permitem a

sequinte decomposi¢ao ortogonal

Hy = N(A) & (N(A)E = N(A) @ Tm(A%), Hy = N(A) @ (N(A))* = Tm(A) & N(A*).

Demonstragao : Ver [8]. |

Lema 3.2.5. Assuma que Q : H — H ¢ linear e ||Q|| < 1. Entao H pode ser decomposto

em dois subespagos ortogonais,

H=N(1-Q)&Im(l-Q)

Demonstracao : Como a decomposi¢cao da proposi¢ao anterior ¢ valida para todos os

operadores lineares continuos, nao apenas para os compactos, é suficiente mostrar que

N(1 - Q) =N(1—-Q"). Assuma que Qf = f. Entao,

If = Q fIIP = I = 2(f,Q" ) + |Q" fII”
= IfII> = 2(Qf, ) + lQ* FII?
= — AP+ 1Q°FI* < =IFIP + 1I£I* =0,
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implicando em f = @Q*f. A inclusdo inversa, N(1 — @Q*) C N(1 — Q), segue de forma

analoga. |
Agora estamos prontos para provar o teorema 3.2.1.

Demonstracao : Como vimos, ¢é suficiente mostrar que

Jim @' =2

Como [|Q|| < 1, podemos utilizar a decomposi¢ao do tltimo lema. Para qualquer f € H

é vélido, pelo lema 3.2.3, Qf € N(1 — Q) = N(1 — Q), entdo
f=af+(1-9)feN1-Q)®Im(l-Q),
e, além disso,
Qf =Qf + Q%% 2= (1-9)f € Im(1-Q).

Consequentemente, devemos mostrar que Q*z — 0 para cada z € Im(1 — Q). Primeiro,
assuma que z € Im(1 — @), ou z = (1 — Q)y para algum y € H. Considere a sequéncia

cr = ||Q%y||. Esta sequéncia é decrescente e positiva. Seja ¢ = limc,. Se ¢ = 0, entdo
Q"2 = Q" — Q" 'y =0,

como queriamos. Agora, assuma que ¢ > 0, e defina a sequéncia

com as seguintes propriedades
yr = 1,1im [|Quel| = 1.
Pelo lema 3.2.2, temos que lim(1 — @)y, = 0, ou

Q2= Q% — Q"'y = (1 — Q)yr — 0.

Este resultado pode ser estendido para o fecho de Im(1 — Q). Se z € Im(1 — @), esco-

lhemos zp € Im(1 — Q) com ||z — z|| < ¢, para € > 0 qualquer. Entao

Q2] < 1Q%(= — 20) | + Q" 20]l < €+ [|Q" 2]l — ¢,
isto ¢, devemos ter limy_,« [|@.]| = 0. Isto completa a demonstragao. [
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3.3 Retroprojecao Filtrada (FBP)

O método mais usado em reconstrucao de imagens na tomografia computadorizada é o
FBP. O método consiste em dois passos: filtrar os dados e utilizar retroprojecao (BP).
Este tltimo pode ser visto como o adjunto da projecao. Em vez de projetar valores de
densidade para valores de projecao, um valor de projegao é retroprojetado ao longo dos

pontos da imagem.
Antes de mais nada, é preciso introduzir o operador de retroprojecao.

Definigao 3.3.1 (Operador de Retroprojegao).
®g)a) = [ g0.2-0)d0.g € S(C"). (313)
Sn—l

Entao, para g = Rf, (R*g)(x) representa a média de todas as integragoes sobre
hiperplanos de f através de x. Matematicamente falando, R* é o adjunto de R. Varias

propriedades deste operador podem ser encontradas em [12]
Teorema 3.3.2. Seja f € S(R") e g =Rf. Entao

R*Hg" ! sen € par,

f = Cp
R*g"~t  sen € impar,
n—2
1 —1)"2  sen € par,
cn = =(2m)' " ( >n1
2 (=1)"=  sen € impar.

Demonstragdo : Ver [12]

O FBP pode ser visto como uma implementacao numérica da férmula de in-
versao 3.3.2 da transformada de Radon. Contudo é mais facil comecar a partir da de-

finicao 3.3.1. Seja g = Rf e V = R*v, entao
Vi f=R(vx*g) (3.14)

A ideia é escolher V' como uma aproximacao da funcao d-Dirac e determinar v a partir
de V = R*v. Entao V x F' é uma aproximacao de f que por ser calculada a partir da
convolugao ("filtragem”) dos dados g por v, seguido por uma retroprojecao dos dados

filtrados. Isso explica o nome do método.

Varias consideracoes podem ser feitas sobre V e cada uma delas leva a um
resultado diferente. Vamos nos reter a esta breve descrigao do FBP. Para mais informacoes

consultar [12].
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3.4 Decomposicao em Valores Singulares (SVD)

O SVD é um método bastante conhecido onde uma matriz A,/ n, com M > N, é reescrita
como o produto de trés matrizes, A = UXV?. U e V sao matrizes ortonormais e ¥ é
uma matriz diagonal cujas entradas sao os valores singulares, o;. De um ponto de vista
de transformagoes geométrica, o SVD é uma combinacao de rotagoes e reflexdes que nao

modificam o tamanho do vetor que esta sendo multiplicado.

Um dos motivos pelo qual o SVD é usado numericamente deve-se ao fato
da multiplicacao por matrizes ortonormais ser uma operacao inversivel e extremamente
estdavel (nimero de condigao 1). Além disso, todo o mal-condicionamento do sistema fica

restrito a matriz .
Para a resolugao da equacao (3.4) por este método, primeiro é necessario definir

a pseudo-inversa, ou inversa de Moore-Penrose.

Definicao 3.4.1 (Matriz Pseudo-Inversa). Seja A uma matriz MaxN com colunas line-

armente independentes. Designa-se por matriz pseudo-inversa de A a matriz MxN

Al = (AT A)~1AT (3.15)

A pseudo-inversa de qualquer matriz A (mesmo AT A ndo sendo invertivel)
pode ser calculada a partir da decomposicio em wvalores singulares (SVD). Além disso,

esta matriz satisfaz as sequintes propriedades

AATA = A
AtAAt = At
(AAHT = AAt

(ATA)T = A'A

Fazendo a decomposi¢do em valores singulares da matriz A do sistema (3.4),

obtemos

A=UxV" = U(diag(o;))V" (3.16)

E, pelas propriedades da pseudo-inversa

1
Al=vxuT =vVv (dmg (—)) ur

9j
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Portanto, a solucao do sistema (3.4) pode ser obtida por

L0
(H=m] & [)w (3.17)
0 ... L

O exemplo a seguir mostra quao severo o mal condicionamento de um sistema

pode ser,[10].

Exemplo 3.4.2 (Mal Condicionamento). Considere o sistema

0,835z + 0,667y = 0, 168,

0,333 + 0, 266y = 0, 067,

onde a solucao €

Se by = 0,067 sofre uma leve perturbacao e se torna by = 0,066, entao a solugcao do novo

sistema €
T =—-666 e y=834.

Isso pode ser explicado analisando o nimero de condi¢cao da matriz dos coeficientes. Se

0,835 0,667 —266000 667000

A—l

0,333 0,266 333000  —835000

entdao o numero de condicao de A €
k= || A|l||A7Y] = (1,502)(1168000) = 1754336 ~ 1,7 % 10°,

onde foi utilizado a norma do mdximo (maior soma entre as linhas da matriz). Como
k € na ordem de 10°, a possibilidade de erro na solucdo pode ser cerca de 1 milhdo de
vezes maior que o erro em A. Portanto, a matriz A e o sistema associado a ela sao mal

condicionados.

FE fdcil visualizar o que causa o mal condicionamento de um sistema 2 x 2. Ge-
ometricamente, duas equagoes com duas incognitas representam duas retas, e a solu¢ao do
sistema € o ponto de intersec¢ao entre as retas. Um problema mal condicionado representa

duas retas quase que paralelas.

Se duas retas sao quase paralelas e uma delas sofre uma leve perturbagao, entdao

o ponto de intersec¢ao € alterado drasticamente (ver 3.4).
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\ Solugdo

Perturbada
\“— Solugio

A 7

Figura 3.4: Exemplo de mal condicionamento num sistema 2 x 2.

A figura 3.4 mostra a reta L que é levemente perturbada para se tornar a reta
L'. Note como essa pequena perturbacao muda completamente o ponto de interseccao.

Isso é exatamente o que acontece no exemplo que acabamos de mostrar.
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4 Resultados Numéricos

Apoés a formalizacao de alguns métodos para a reconstrucao de imagens, feita no capitulo

anterior, vamos agora mostrar resultados numéricos obtidos com cada um deles.

Os resultados a ser apresentados foram obtidos utilizando o software Matlab(c),
programa para o desenvolvimento de algoritmos, analise de dados, computagao numérica,

dentre outros.

As reconstrucoes foram feitas com base na figura “Phantom” - disponivel no
Matlab para testar a eficiencia de métodos de reconstrucao de imagens-, com 64 x 64
pixels, que pode ser vista na figura 4.1. Junto dela temos a figura “Phantom com ruido”,
que consiste da implementagao de ruido gaussiano na figura Phantom. O ruido é im-
plementado para simular os efeitos de espalhamento e erro dos aparelhos de medi¢ao no

processo de tomografia computadorizada.

(a) Phantom. (b) Phantom com ruido.

Figura 4.1: Phantom com e sem ruido.

4.1 Implementacao

Apresentamos nesta secao implementagoes dos métodos estudados no capitulo 3. Além
disso, verificamos estas implementacoes para a reconstrucao de imagens e fazemos um

simples teste de eficacia.



4.1.1 Técnica de Reconstrucao Algébrica

A Técnica de Reconstrucao Algébrica (ART) busca a solugao pela projecao sequencial a
partir de uma estimagao inicial, no conjunto de solugoes das equacoes lineares, onde cada
um desses conjuntos é um hiperplano, como foi apresentado na secao 3.2. Nosso algoritmo

funciona da seguinte forma:

1. Recebe-se uma imagem;
2. Monta-se a matriz A, seguindo a equagao (3.2);

3. Inicia-se o processo iterativo de projecoes, de acordo com a equagao (3.6).

A seguir apresentamos uma sequéncia de imagens geradas no decorrer do pro-

cesso de reconstrugao pelo ART.

) ART iterado 1 vez. ) ART iterado 10 vezes. ) ART iterado 50 vezes.

) ART iterado 100 vezes. ) ART iterado 500 vezes.

Figura 4.2: Reconstrugoes usando ART em diferentes momentos do processo.

4.1.2 Retroprojecao Filtrada

O método de Retroprojegao Filtrada (FBP) é o mais utilizado em reconstrucao de imagens

na tomografia computadorizada. O método consiste em dois passos: filtrar os dados e
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utilizar retroprojecao (BP). Ver secao 3.3.

Utilizamos as fungoes radon e iradon, do Matlab, na reconstrucao de imagens

pelo método FBP. O algoritmo que gera as imagens funciona da seguinte forma:

1. Recebe-se uma imagem;
2. Aplica-se, na imagem, a funcao radon, a qual faz projecoes sequeéncias;

3. Com o resultado do ultimo passo, aplica-se a funcao iradon, que é o método FBP

em sl.

A reconstrucao obtida com este algoritmo, para a imagem Phantom, pode ser

vista a seguir.

Figura 4.3: Reconstrucao obtida com o FBP.

4.1.3 Decomposicao em Valores Singulares

O método de Decomposigao em Valores Singulares (SVD) é bastante conhecido. Nele, uma
matriz Ayxn, com M > N, é reescrita como o produto de trés matrizes, A = UXV7T.

Ver secao 3.4.

Na reconstrucao de imagens pelo SVD, usamos a funcao svd disponivel no

software Matlab. Os seguintes passos sao necessarios para gerar imagens por este método:

1. Recebe-se uma imagem;
2. Utiliza-se a fungao svd para efetuar a decomposicao em valores singulares;

3. E feita a reconstrucao da imagem de acordo com a equagao (3.17)

Abaixo apresentamos a reconstru¢ao da imagem Phantom com o SVD.
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Figura 4.4: Reconstrugao obtida com o SVD.

4.2 Analise dos Resultados

Esta secao tem a finalidade de analisar, de forma simples, a eficiéncia das implementagoes
feitas na secao anterior. Para isso, fazemos comparagoes entre as imagens reconstruidas

por cada método com as imagens Phantom e Phantom com ruido.

Essa comparacao é feita calculando a diferenca entre as imagens original (Phan-
tom) e original apds implementacao de ruido (Phantom com ruido) e as imagens recons-
truidas por cada método. Com o objetivo de facilitar a visualizacao destas diferengas entre

imagens, aplicamos um filtro de calor que destaca os pixels onde as imagens diferem.

Os resultados destas diferencas, para cada método, sao apresentados na fi-

gura 4.5.

Podemos observar, pela figura 4.5, que os trés métodos fazem reconstrugoes

que se aproximam razoavelmente da imagem pretendida (Phantom).

Vale ressaltar que, na pratica, o método FBP ¢é o mais difundido, pois tem um
custo computacional baixo e gera, na grande maioria dos casos, imagens razoaveis para
analise qualitativa. Ja o ART produz, em geral, imagens com qualidade superior ao FBP.
Porém, seu custo computacional é bastante elevado. O método SVD nao é muito usado
na reconstrucgoes de imagens devido ao mal condicionamento do problema (se¢ao 2.5 e

exemplo 3.4.2).
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a) Diferenca entre Phantom (b) Diferenga entre Phantom

e ART. com ruido e ART.

¢) Diferenga entre Phantom (d) Diferenga entre Phantom

e FBP. com ruido e FBP.

) Diferenca entre Phantom (f) Diferenga entre Phantom

e SVD. com ruido e SVD.

Figura 4.5:
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