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Introducao

Neste trabalho, estudamos as equacoes e algumas propriedades geométricas de um
modelo de maquina de empacotar. Acreditamos que este modelo se assemelha a muitos
que existem no mercado. Nosso objetivo principal é apresentar uma aplicacdo de Geo-
metria Diferencial a industria, justificando a importancia da presenca de um matematico
colaborando na projecao e execussao de equipamentos mais eficazes e produtivos. Como
base, utilizamos os trabalhos de (BOERSMA; MOLENAAR) 1995) e (MO} [1973)).

A criagdo de um processo suave para embalar itens de producao é um problema
bastante comum na industria. Geralmente, o material utilizado para embalar ¢ desenro-
lado de um rolo horizontal e desliza em uma superficie curva, chamada de molde, a qual
serve para auxiliar o material a formar um cilindro vertical onde ele, o material, molda-se
contra a parede cilindrica e é selado ao longo da borda dianteira a fim de formar um
tipo de embalagem (por exemplo, uma embalagem de pléastico). Os itens de produgao sao
entao colocados na embalagem, a parte superior é fechada e a embalagem é retirada do
cilindro. O problema com esse processo é que se 0 molde nao possuir a forma apropriada,
o material utilizado na embalagem pode apresentar dobras fazendo com que o processo

seja interrompido.

Desta maneira, o problema geométrico que surge é determinar a forma apropriada
do molde para que o processo ocorra da forma mais suave possivel, ou seja, sem dobras
ou rasgos. Como o molde é uma superficie de transicao de um plano para um cilindro, é
esperado que ele seja isométrico ao plano, bem como ao cilindro. Segundo (FORSYTH,
1912), (KREYSZIG, [1991) e (STRUIK] |1988), isto significa que o molde deve ser uma

superficie desenvolvivel.

O conceito fundamental que ¢é estudado no trabalho é o de superficie desenvolvivel.
Essas superficies sao utilizadas também para construir cascos de navios, roupas, calgados
e partes de carro. Elas possuem o mesmo plano tangente em todos os pontos ao longo
de uma geratriz, sdo casos particulares de superficies regradas, isométricas ao plano e,

portanto, possuem a mesma curvatura Gaussiana do plano, que é identicamente nula.

Os conceitos de Geometria Diferencial necessarios para compreender os calculos
deste trabalho sao: formulas de Frenet-Serrat, superficies regradas, superficies desenvolvi-
veis, isometria, primeira forma fundamental, vetor normal unitario e curvatura Gaussiana.
Tais conceitos podem ser encontrados em (CARMO) 2012), (OPREA| 2007) e (TENEN-
BLAT!, 2008)) e de forma resumida no Capitulo I deste trabalho.



1 Pré-requisitos

Neste capitulo, enunciaremos as defini¢oes e os resultados principais utilizados ao
longo do trabalho. Para maiores detalhes, veja (TENENBLAT) 2008), (CARMO), 2012))
e (DELGADO; FRENSEL, |2010).

1.1 Definicdes no R?

Definicao 1. Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicacao dife-
rencidavel o de classe C™, de um intervalo aberto I C R em R2. A varidvel t € I é dita
pardmetro da curva e o subconjunto de R? dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da

curva.

Uma curva parametrizada diferencidavel o : I — R? é dita regular se Vt € I,
o/(t) # 0. Dizemos que « é simples quando a aplicagao « é injetora, isto é, a(t;) # a(ts)
Se tl 7é tQ, tl,tg el

Definicdo 2. Se o : I — R? é uma curva parametrizada diferencidvel regular, a funcio

s: I — R dada por
t
s(t) = [ 1o/(s)lds,
to

¢é chamada funcao comprimento de arco da curva a partir de ¢y, onde ty € I.

Definicdo 3. Dizemos que uma curva regular a : I — R? estd parametrizada pelo
comprimento de arco se

t1
o/ (t)|dt = t1 — to,

to
para todos tg,t; € I, tg < ty. Isto é, o comprimento de arco da curva « de ty a t; € igual

at1 —to.

Das Definigoes [2] e [3] segue a Proposigao [I}

Proposicao 1. Uma curva regular o : I — R? estd paramentrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, Vt € I, |o/(t)| = 1.

Demonstragio. (=) Seja ty € I fixo e consideremos a func¢do s : I — R o comprimento

de arco a partir de .

Entao,

s(t)—/t:\o/(f)]dg—to—t s > 1
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t to
s(t) = [l (©)ldg = s(t) = = [ |/ (©)lds = ~(to =) =t —to, s to>1,
0
ou seja, s(t) =t — ty para todo t € I. Logo; s'(t) = |/(t)| =1 Vt e I.
(<) Se |a/(t)] =1 Vt € I, entdo [, |o/(t)|dt = t; — to para quaisquer to,t; €
Ity <t 0

Seja « : I — R?, a(s) = (z(s),y(s)), uma curva regular parametrizada pelo

comprimento de arco, isto é, |&/(s)| = 1 para todo s € I.

Para cada s € I, o vetor /(s) é um vetor unitario e serd designado por t(s), isto
é, t(s) = (2'(s),y(s)).

Seja n(s) o vetor unitdrio de R? ortogonal a t(s) tal que a base ortonormal
{t(s),n(s)} tem a orientacdo da base canonica {ej,es}. Entdo n(s) = (—v/(s),2/(s)),
pois |n(s)|= 1.

Definigao 4. A base ordenada {t(s),n(s)} é chamada o referencial de Frenet da curva «

em s.

Definicao 5. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entdo

a curvatura o em s € R é o nimero real
R = [ts(s)].

Seja « : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal

que £(s) > 0. O vetor

é denominado vetor normal a « em s.

A parametrizacao da curva a que usaremos neste trabalho, pode ser escolhida sem

perda de generalidade, como grafico de uma funcao a qual é concava, isto é,

a(s) = (s,2(s)) ,

tal que 2(s) < OVs € 1.

Inicialmente tomamos uma parametrizacao por comprimento de arco para simpli-

ficar os calculos.

Observagiao 1. Como, para cada s € I, {t(s),n(s)} é uma base ortonormal de R?, temos
que t'(s) = a”(s) pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores t(s) e n(s).

Mas como (t(s),t(s)) = 1 para todo s € I, temos que (t'(s),t(s)) = 0, ou seja,
t'(s) é ortogonal a t(s).
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Logo t'(s) é paralelo a n(s), isto é, existe uma fungao x : I — R tal que
t'(s) = —r(s)n(s),
para todo s € I, onde
K(s) = (t'(s),n(s)) = —2"(s)y/(s) + y"(s)2'(s)

é chamada a curvatura de o em s € I.

De modo andlogo, como n(s) é um vetor unitério, segue-se que n’(s) é ortogonal

a n(s) e é, portanto, paralelo a t(s). Além disso, como (n(s),t(s)) = 0, temos que
(n'(s), t(s)) = —(n(s),t'(s)) = —(n(s), —n(s)) = K(s).

Logo,

Portanto, se o : I — R? é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco s, entao o referencial de Frenet (definigao [4f) satisfaz as equagoes:

t'(s) = —r(s)n(s),
'(s) = r(s)t(s),

que sao as férmulas de Frenet de uma curva plana.

1.2 Definicdes no R?

Defini¢ao 6. Uma curva parametrizada diferencidvel de R? é uma aplicacio diferencidvel
a, de classe C°°, de um intervalo aberto I C R em R3. A varidvel t € I é o parAmetro da

curva e o subconjunto de R3 formado pelos pontos «a(t), t € I, é o trago da curva.

Seja v : I — R3, a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) uma curva parametrizada diferencidvel.
O vetor tangente a « em ¢ é o vetor /() = (2/(t),y'(t),2'(t)). A curva « é regular se
a/(t) # 0 para todo t € I.

Definicao 7. Sejam o uma curva regular e g, t; € I, to < t;. O comprimento de arco da

[ e,

e a funcao comprimento de arco da curva « a partir de t; é

~ [ le(©)lae

curva « de ty a t; é dado por

para todo t € I.
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Definicao 8. Dizemos que uma curva regular o : I — R3 estd parametrizada pelo

comprimento de arco se
t1
/t o/ (§)|dE = t, — to,
0
para todos tg,ty € I, tg < ty.
Das Definigoes [7] e [§ segue a Proposigao 2}

Proposicao 2. Uma curva regular o : I — R3 estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e sé se, |&/(t)| = 1 para todo t € I.

Demonstragio. Demonstragao andloga a Proposigao [I} O]

Definicao 9. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I.

O ntmero |a(s)| = k(s) chama-se curvatura de o em s.

Seja o : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal

que k(s) > 0. O vetor

é denominado vetor normal a « em s.

Seja a : I — R3? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal

que k(s) > 0. O vetor binormal a « em s é

Como b'(s) = t/(s) x n(s) + t(s) x n’(s) e t/(s) é paralelo a n(s) entao b'(s) =
t(s) x n’(s). Portanto b’(s) ¢ paralelo a n(s).

Defini¢do 10. O ntimero real 7(s) definido por b’(s) = —7(s)n(s) é denominado torgao

da curva o em s.

Portanto, se o : I — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
com k(s) > 0 para todo s € I, entdo o triedro de Frenet definido por t(s) = o/(s),
a//(s>

n(s) = —

k()

e b(s) = t(s) x n(s) satisfaz as equagoes:

t'(s) = —r(s)n(s)
n'(s) = r(s)t(s) + 7(s)b(s)
b'(s) = —7(s)n(s),

que sao denominadas formulas de Frenet da curva a.

Definicao 11. Uma superficie parametrizada regular ou simplesmente uma superficie é

uma aplicacdo X : U C R? — R?, onde U é um aberto de R?, tal que:
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(1) X é diferenciavel de classe C';

(2) Para todo p = (u,v) € U, a diferencial de X em p, dX, : R — R? é injetora.

As varidveis u, v sdo parametros da superficie. O subconjunto S de R? obtido pela imagem

da aplicacao X é denominada traco de X.

Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que um vetor w de R?
é um vetor tangente a X em p = X (ug, vg) se w = /(t), onde a(t) = X (u(t),v(t)) é uma

curva na superficie, tal que (u(to),v(to)) = (1o, vo) = ¢.

O plano tangente a X em p é o conjunto de todos os vetores tangentes a X em p,

que denotamos por 7,X.

Se X (u,v) é uma superficie e p = X (ug, vp), dizemos que um vetor de R* é normal

a X em p se ¢ ortogonal a T, X, isto ¢, ¢ ortogonal a todos os vetores tangentes a X em p.

Dado um plano tangente 7, X, existe uma tnica direcao normal a este plano e,
portanto, existem exatamente dois vetores unitarios normais a X em p. Daqui por diante,

vamos fixar o vetor unitario normal a X em p como sendo o vetor

X, X X,
(p)-

N(p) = 222w

Se o dominio da superficie X ¢ um aberto U C R?, entdo, variando (u,v) € U,
temos uma aplicacao diferencidvel N : U — R3, denominada aplicacdo normal de Gauss,
definida por

Xy x X
N(u,v) = ——"(u,v),
( | Xy X XU](
cuja imagem esta contida na esfera unitaria, centrada na origem.
Definigcdo 12. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular, a aplicacio
I, T,X - R

¢ denominada a primeira forma quadratica de X em p.

I, T,X - R

w — L(w) = (w,w) = |w*.

Consideramos uma superficie dada por X (u,v) e um ponto p = X (ug, vg). Entéo,

um vetor w € T, X ¢ da forma
w = aX,(ug, vo) + X (1o, vo),
onde a,b € R. Portanto,

L(w) = a*(X,, X,) (ug, vo) + 2ab{ Xy, X,,) (ug, vo) + b* (X, X,) (ug, vo)-
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Usando a notacao

F(uo, vo) = (Xu, Xo)(uo, o),
G(u()?UO) = <XU,XU>(UO,UO),
temos que

L(w) = a®E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + bZG(uo,vo),

onde E(ug,vg), F'(ug,vo) e G(ug,vp) sdo os coeficientes da primeira forma quadratica na

base {X,, X,} de T, X.

Duas superficies diferenciaveis sao isométricas se os respectivos coeficientes da

primeira forma quadratica coincidem ponto a ponto.

Definicao 13. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular. Fixado p =
(uo, vo) € U, a segunda forma quadratica de X em p é uma aplicacao /1, : T,X — R, que
para cada vetor w € T, X associa o valor I1,(w) da seguinte forma: se a(t) = X (u(t),v(t))
é uma curva diferencidvel da superficie, tal que (ug,vg) = q e &/(tg) = w, entdo definimos
I1,(w) = (" (ty), N(ug, 1)), onde N é o vetor normal a X.(TENENBLAT| [2008)

A expressao da segunda forma quadratica na base {X,, X,} é dada por
I1,(w) = a*(Xyu, N)(uo, v0) + 2ab{ Xy, N) (g, vo) + b*( Xy, N) (g, v0).

Usando a notagao

temos que
I1,(w) = a*e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b*g(ug, vo),

onde e(ug, vo), f(ug,vo) € g(ug, vg) sado os coeficientes da segunda forma quadrética.
Definigao 14. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e p = X(ug, vg). A

fungdo curvatura normal em p é uma aplicacao k, : T,X — {0} — R que, para cada vetor

w € T, X nao-nulo, associa o valor

Proposigao 3. Sejam X (u,v) uma superfice parametrizada regular e k,, a funcao cur-
vatura normal de X em p = X(ug,vp). Entdo, existem vetores unitarios e ortogonais
wy,wy € T,X tais que ky = ky(w1) e ky = ky(wy) s@o os valores minimo e méximo da

funcao k,.
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Demonstracao. Se k, é uma constante, entdo quaisquer dois vetores unitarios e ortogonais

de T, X satisfazem as condi¢oes da proposicao.

Suponhamos que k, nio é constante. Consideremos a funcio k, : R2—{(0,0)} — R

definida por

kn(a,b) = ky (aXu(p) +0Xu(p)),  (a,0) # (0,0),
isto é,
- a’ey + 2abfy + b?go
kn(a,b) = :
a2E0 + 2abF0 + b2G0
Esta funcao ¢ diferencidvel j& que (a,b) # (0,0). Além disso, para todo A # 0,  k,(Aa, \b) =

l;:n(a, b). Portanto, para obter os valores minimo e maximo da fungao k,, basta restringir

k, a circunferéncia C de R2 de raio 1 dada por a2 4+ b2 = 1. Como k,, é continua, entao

existem pontos (a1, by) e (az,by) de C tais que
ki = k(ay,by) ko = k(ag, by) (1.1)
sd0 respectivamente o minimo e o maximo da funcao k, restrita a C. Portanto,
ky < kn(a,b) < ko,
para todo (a,b) € R? — {(0,0)}. Além disso, como k, nio é constante, k; < ks.
Consideremos agora os vetores de T, X

W = a1 Xy(p) + i Xu(p),
12)2 = agXu(p)+b2Xv(p)

Pela prépria definicao de k,, temos que, para todo w € T,X —0,
ki = ffn(@l) <k, < INCn(ﬂ&) = ks.

Vamos provar que w; e wy sdo vetores ortogonais. Como (aq, b1) e (az,bs) ddo o minimo
e o maximo da funcao k,, entdo as derivadas parciais de k, sdo nulas nestes pontos.

Calculando essas derivadas parciais e usando (1.1]), obtemos as seguintes expressoes

(eo — k1Eo) a1 + (fo — k1 Fp) by = 0, (1.2)
(eo — kaEo) az + (fo — kakp) ba = 0, (1.3)
(fo = k1Fo) a1 + (go — k1Go) by = 0, (1.4)
(fo — k2Fo) az + (g0 — k2Go) by = 0. (1.5)

Se ay,ag, by, by sa0 nao-nulos, entdo subtraimos a equagao (|1.2) multiplicada por ay da
equagao (|1.3) multiplicada por a;, em seguida subtraimos a equagao ((1.4) multiplicada
por by da equagao (|1.5) multiplicada por b;. Finalmente, somando as equagoes obtidas,

temos que
(kl — kg)((ZlCLQEO + aleFO + a2b1F0 + bleGO) =0.
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Como ki # ks, concluimos que
<U_}1, 1D2> = CL16L2E0 + CleQF() + agblFo + bleGo = 0.

De modo analogo, prova-se que w; e wy sdo ortogonais quando algum dos nimeros
ai, as, by, by se anula. Observamos que obtivemos dois vetores ortogonais wi, wy, nao
necessariamente unitérios (embora a? +b7 = 1, i =1,2), que dao o minimo e 0 maximo

da funcéo k,. Considerando

como kn,(Aw) = kn(w), V X # 0, concluimos que w; e w, satisfazem as condices da

proposicao. ]

Com a notacao da proposicao anterior, os vetores w; e wy sdo chamados vetores
principais de X em p e as curvaturas ki, ks sao denominadas curvaturas principais de
X em p. As diregdes de T, X determinadas pelos vetores principais sdo chamadas dire¢oes
principais.

O produto das curvaturas principais K (p) = k1ky denomina-se curvatura gaus-
ky + ko

siana de X em p e a semi-soma de k; e ky, H(p) , ¢ chamada curvatura média
de X em p. Segue-se dessas defini¢oes que as curvaturas principais de X em p sao solugoes
da equacao

v — 2H (p)x + K(p) = 0.
Proposigao 4. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se p = (ug, vp), entéo,

_ legGo — 2foFo + Eogo

H
() =3 EoGo— F2
eogo—f(?
K = —.
(p) EOGO_FO2

Demonstracao. Se um numero real ky é uma curvatura principal em p, na direcao de
w = aOXu<p) + bOXU(p)J entao

(eo — koFo) ao + (fo — koFp) by = 0,
(fO - kOFO) Qo + (g() - koGo) bg =0.

De fato, como kg é o valor minimo ou maximo da fun¢do (olhar a demonstracdo da
Proposicao
a’ey + 2abfy + b%go
a2E0 + QCLbFO + b2G07

em (ag, by), obtemos o sistema de equagoes acima calculando as derivadas parciais dessa

(avb) S Rz - {(07 0)}7

fungao em (ay, by).
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Segue-se do fato que (ag,bp) é uma solugdo nao-trivial do sistema que o determi-

nante

eo — koEo  fo — koFo

p— O’
fo—koFo g0 — koGo

isto é, ko satisfaz a equagao

g2 €0Go—2foFo+ Eogo  €ogo — i _ 0
EyGy — F¢ EyGy — F} '
Pela relacao entre os coeficientes de uma equagao do segundo grau e as raizes da equacao,
concluimos que
leoGo — 2foFo + Eogo
2 EyGy — F¢ ’

€0go — f(?
K = —
®) EyGo — Fg

]

Definicao 15. Uma familia (diferencidvel) a l-pardmetro de retas {a(t),w(t)} é uma
correspodéncia que associa a cada t € I um ponto a(t) € R® e um vetor w(t) € R3,
w(t) # 0, tais que ambos «(t) e w(t) sejam diferenciaveis em ¢. Para cada t € I, a reta L,

passando por «(t) que é gerada por w(t) é chamada a reta da familia em t.
Dada uma familia a 1-pardmetro de retas {a(t),w(t)}, a superficie parametrizada

X(t,v) = a(t) +vw(t),t € [,v e R,

é chamada superficie regrada gerada pela familia {«(t),w(t)}. As retas L, sdo chamadas

as geratrizes, e a curva «(t) é chamada diretriz da superficie X.

Exemplo 1. Uma das superficies regradas mais conhecidas é o hiporboléide de revolucao.
Sejam S! o circulo unitdrio 22 + y*> = 1 no plano zy, e a(s) uma parametrizacao de S*
pelo comprimento de arco. Para cada s, seja w(s) = o/(s) + e3, onde e3 é o vetor unitario
do eixo Oz. Entao

X (s,v) = a(s) + v(d/(s) + e3)

é uma superficie regrada. Podemos coloca-la em uma forma mais familiar escrevendo
X (s,v) = (cos(s) — vsen(s),sen(s) + v cos(s),v)

e observando que 2?2 + 3% — 22 = 1+ v* — v? = 1. Isto mostra que o traco de X é um

hiperboléide de revolucao.

E interessante observar que se tomarmos

w(s) = —ad/(s) + ez,
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teremos novamente a mesma superficie. Isto mostra que o hiperboldide de revolucao tem

duas familias de geratrizes.

A partir de agora, passamos a procurar sobre a superficie S, imagem da aplicagao
X(t,v), dada por
X(t,v) = at) +vw(t),

uma curva parametrizada 5(t) tal que (5'(t),w'(t)) =0Vt € I.
Sem perda de generalidade podemos supor que |w(t)| = 1.

A importancia da curva §(t), chamada de linha de estriccdo da superficie S, no

contexto do trabalho, ficara claro mais adiante.

Em outras palavras, podemos escrever

pAt) = a(t) + u(t)w(t),
para alguma funcao u = u(t). Para determinar §(¢) basta conhecer a fungao wu(t).

Supondo a existéncia de uma tal curva [(t), obtemos
F(t) = a'(t) + v/ (H)w(t) + u(t)w'(t),
portanto, como (w(t),w'(t)) =0,

0= (F'(t), w'(t)) = (/' (t), w'(£)) + u(t)(w'(t), w'(£)).

Segue que
o, w

Bl0) = a0) + (1223wl

(w', w')

Mostraremos agora que a curva (3 nao depende da escolha da diretriz o para a

superficie regrada 3.

Para provar esta afirmacao, seja @ uma outra diretriz da superficie regrada; isto

é, vale, para todo (¢,v),
X(t,v) = at) +vw(t) = a(t) + sw(t) (1.6)
para alguma funcao s = s(v). Entao, obtemos

; (o — o' ')

6—5:(0[—64)"‘ <w/’w,> w?
onde 3 é a linha de estriccio correspondente a @. Por outro lado, a equacio 1} implica
que
a—a=(s—v)wt).
Assim,

(v = s)w', w')

(w’, w’)

w = 0.

B-B=|(s-v)+
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Isto prova a afirmagao.

Tomaremos agora a curva /3(t) como diretriz da superficie regrada S e escreveremos

a superficie da seguinte maneira:
X(t,m) = B(t) + mw(t).

Sendo assim,
X(t,m) = B(t) + muw(8),

X (t,m) = w(t)

X, x X, =0 xw+muw xw.
Como (w',w) =0 e (w', ') = 0, usando o duplo produto vetorial temos que:
B xw =
para alguma funcao A(t). Assim,
|Xe x X2 = (A2 +m?) [,

Portanto, os eventuais pontos singulares (onde a diferencial nao é injetora) da superficie

regrada X (t,m) ocorrem se A = 0 e m = 0. Observe também que

(B x w,w)

/\(t) - |w/|2

Definicao 16. Uma superficie regrada
X(t,m) = B(t) + muw()

é chamada desenvolvivel se
(B'(t) x w(t),w'(t)) =0,
com |w(t)| = 1.

Na Defini¢ao [16] no caso em que 3'(t) = w(t), diz-se que X (¢,m) é uma superficie
tangente de f3.

Exemplo 2. Os exemplos mais comuns de superficies desenvolviveis sao os cilindros, os

cones e a superficie tangente a uma curva no espaco.

E importante salientar que, portanto, em uma superficie desenvolvivel os pontos

singulares ocorrem ao longo da linha de estric¢ao, o que justifica a sua importancia.
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Voltando ao exemplo fica facil observar que o hiperboléide nao é uma superficie
desenvolvivel, pois nao verifica a condigdo (5'(s) x w(s),w'(s)) = 0 como mostramos

abaixo. Temos

f'(s) = (—sen(s), cos(s),0),
w(s) = (—sen(s), cos(s), 1),
w'(s) = (— cos(s), —sen(s),0).

Fazendo o produto misto, obtemos

(B'(s) x w(s),w'(s)) = —1#0.
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2 Descricao do problema

O problema consiste em determinar a forma apropriada que uma superficie deve
ter para que o processo na fabricacao de embalagens seja o mais suave possivel, isto é,

sem que hajam rasgos e/ou rugas do material.

Considerando o processo de formacao da embalagem descrito na introducao, sabe-

mos que a superficie a ser estudada é denominada superficie desenvolvivel.

Neste trabalho a parte da maquina que se enquadra neste tipo de superficie sera

chamada de molde e o restante da maquina assemelha-se ao um cilindro vertical.

Figura 1 — Exemplo de Maquina de Empacotamento Automatico

Primeiramente, consideramos duas curvas que irao nos auxiliar na construgao do
molde. Uma delas serd chamada de BC'. Suponha que BC' é cOncava e estd contida em
um plano. A outra curva serd chamada de BC' é obtida quando dobramos a curva BC

em torno de um cilindro circular.

Como temos uma curva no plano que esta em transi¢ao para um cilindro, é esperado
que determinados aspectos relacionados as curvas BC e B(C' tais como comprimentos e

angulos sejam preservados.

Representamos os pontos de BC' e BC' pelos vetores T(s) (bidimensional) e r(s)
(tridimensinonal), onde estas fungdes estdo parametrizadas por comprimento de arco e

sao de classe C3.

Em seguida, introduzimos para cada curva seus respectivos Referenciais de Frenet.
Para a curva BC, temos os vetores tangente e normal e como BC' é concava, entdo o seu
vetor normal tem a segunda coordenada nao-negativa, enquanto para a curva BC' temos

os vetores tangente, normal e binormal, pois BC' encontra-se no espaco.

Como o molde é uma superficie desenvolvivel ele é completamente determinado
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pelas suas geratrizes. Portanto, por cada ponto de r(s) de BC passa uma geratriz cuja
direcdo é dada por d(s) e, analogamente para BC' temos uma direcao descrita por d(s). Os
vetores d(s) e d(s) sdo expressos respectivamente nas bases ortonormais {t,n} e {t,n, b}.
Nas expressoes dos vetores que representam as diregoes das geratrizes, temos dois angulos:
a(s) e ¢(s), onde a(s) representa o angulo entre a diregdo da geratriz e o vetor tangente
em ambas as superficies (pois elas sdo isométricas) e ¢(s) é o dngulo entre o vetor normal

n(s) e a projecao de d(s) sobre {n(s),b(s)}.

Figura 2 — Representacao dos angulos a e ¢

Com as quantidades definidas acima, podemos olhar para as superficies desenvol-

viveis associadas a T(s) e r(s).

Como exigimos que o processo de transicdo de uma superficie para a outra ocorra
de maneira isométrica, entao algumas condigoes aparecem nas derivadas em relagao aos

pardmetros (s, u) da forma paramétrica da superficie.

A partir destas condigoes, conseguimos determinar as derivadas das diregoes das
geratrizes e juntamente com as férmulas de Frenet obtivemos uma equacao para o angulo
¢(s) e outra para o a(s) em termos da curvatura e torgao. Essas equagoes fornecem dois
pares de solugoes (aq, ¢1) e (ag, ¢2), a partir dos quais determinamos duas geratrizes que
passam por um ponto r(s) de BC' com dire¢oes dadas por di(s) e da(s), onde d;(s) esta

contida no molde, enquanto ds(s) pertence ao cilindro.

Diversos aspectos técnicos estao relacionados com a construcao do molde e, de
certa forma, alguns deles estdo diretamente ligados a conceitos de Geometria Diferencial,
com especial interesse o angulo 6(s). Ele representa o dngulo entre os planos tangentes
ao molde e ao cilindro em um ponto r(s) de BC. Este angulo determina a inclina¢do do

molde para que o material possa ser desenrolado durante o processo.

Outra maneira de fazer a construcao do molde é considerar uma parametrizacao
que seja grafico. Os detalhes desta abordagem encontram-se no capitulo IV e um exemplo

¢ ilustrado no capitulo V.
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3 Descricao Matematica da Geometria do
Molde

O molde ¢ fabricado tomando-se uma secao plana e a dobrando ao longo de
uma curva BC que se deforma na curva BC no cilindro circular reto de raio R. Vamos
supor que ambas as curvas sejam suficientemente diferencidveis. Durante a deformacao,
dobras e rasgos nao podem ocorrer, caso contrario o processo € interrompido, todas as
distancias e angulos na superficie sdo preservados e, portanto, é razoavel considerar que

o molde seja isométrico ao plano.

De acordo com (FORSYTH, 1912)) existem duas superficies desenvolviveis pas-
sando por B(C' isométricas ao plano. Uma caracteristica dessas superficies é que apre-
sentam uma familia a 1-parametro de retas, denominadas geratrizes, e ao longo de cada
geratriz a superficie tem plano tangente constante. Este fato colabora para o sucesso do

processo de formagao da embalagem.

Os pontos das curvas BC' e BC' sao representados pelas parametrizagoes bidimen-
sional e tridimensional T = T(s) e r = r(s) respectivamente, onde s é o comprimento de
arco e a derivada em relagdo a s sera representada pelo indice s. Este pardmetro é o

mesmo para as curvas BC' e BC' devido a isometria.

eixo-z

eixo - x

—7R

Figura 3 — Representacio das curvas BC e BC

Considere os vetores tangente e normal unitario a curva BC' dados por

t(s) =T.(s), n(s)=— o(8). (3.1)
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Sejam t (s), n(s) e b(s) vetores tangente, normal unitério e binormal a curva BC, a

saber

£(s) = ra(s), n(s):—t;j((j)), b(s) = t(s) x n(s). (3.2)

Sejam & e k as curvaturas de BC e BC, respectivamente dadas por

R(s) = [t(s)l,  rl(s) = [ts(s)]. (3.3)

O molde é uma superficie desenvolvivel gerada pela familia a 1-parametro de ge-
ratrizes. Por isso, em cada ponto r(s) da curva BC' passa uma geratriz do molde cuja
diregao é descrita pelo vetor unitério d(s). A geratriz correspondente no plano passa por
cada ponto de ¥(s) da curva BC e sua diregao é dada pelo vetor unitério d(s). Os vetores
d(s) e d(s) podem ser expressos em termos da bases ortonormais {f, ﬁ} e {t,n,b}. E
possivel notar que o angulo « entre d e t e entre d e t é preservado devido a isometria

entre o molde e o cilindro. Precisamente, temos

d(s) = cos(a(s))t(s)+sen(a(s))n(s), (3.4)

d(s) = cos(a(s))t(s)+ sen (a(s))[cos (¢(s))n(s)+ sen (p(s))b(s)], (3.5)

onde ¢ (s) é o angulo entre n (s) e a projecao de d (s) sobre o {n(s),b(s)} e a(s) é o

angulo entre d (s) e t (s) na curva BC e, entre d (s) e t (s) na curva BC.

Para o plano acima de BC' e o molde, temos as representagoes paramétricas

p(s,u) = T(s)+ud(s), (3.6)
p(s,u) = r(s)+ud(s) (3.7)

onde, o parametro u é o comprimento de arco ao longo das geratrizes.

Exigimos que o mapeamento p(s,u) — p(s,u) seja isométrico, isto é, a primeira
forma fundamental das superficies deve ser a mesma em pontos correspondentes. Desta
maneira, impomos as seguintes condi¢oes nas derivadas de p e p em relacao a u e s que
serao indicadas por p,,, Ps, P, € Ps-

i) [ = |pul;
ii) Py Ps = Pu’ Py
i) [p,] = [p,l.
Da condigao (iii) temos que
[t + ud,| = |t + ud,|, (3.8)

a qual implica nas trés condicoes a seguir:
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ifi a) [6] = [¢],
iii b) t-d, =t-d,,
iii c) [d,| = |d,|-

Com os referenciais ortonormais definidos em (3.1]) e (3.2]) obtemos as formulas de

Serret-Frenet para BC e BC, respectivamente
ts(s) = —r(s)n(s), m,(s) =F(s)t(s) (3.9)
ts(s) = —k(s)n(s), mng(s) = k(s)t(s) +7(s)b(s), bs(s)=—7(s)n(s). (3.10)
onde, 7(s) é a torsao de BC' dada por

T(S) _ t (8) : (ts (S) X tss (8)) (311)

Afim de explicitarmos o significado das equagoes (iii a, iii b e iii ¢), calculare-
mos d; (s) e d; (s). Para ndo carregarmos demasiadamente a notagdo, omitiremos s das

aplicagoes consideradas. Ex: o (s) = a.

Diferenciando a equagao (3.4)), obtemos

ds = —sen (a) ast + cos (a) t5 + cos () a0 + sen («) . (3.12)

Utilizando as equagdes (3.9)) em (3.12]), temos

d, = —sen(a)ast — cos(a)Fn + cos (o) aen + sen (o) Kb
d, = —sen(a)t(a, — &)+ cos (a) n(—r+ a;)
d, = (F—ay) {sen( )t — cos ( ] (3.13)

Diferenciando a equagao (3.5]), obtemos

d; = —sen(a)ast + cos(a)ts + cos (a)cos (@) asn — sen () sen (¢) psn +
+ sen (@) cos (¢) ng + cos () sen (¢) asb +
+ sen (a)cos (¢) ¢sb + sen («) sen (¢) by. (3.14)

Utilizando as equagoes (3.10) em (3.14]), obtemos

d; = —sen(a)ast —krncos () + cos (a)cos (¢) asn — sen (a) sen () psn +
+ sen («)cos (@) kt + sen () cos (¢) Tb + cos () sen (¢) asb + sen («) cos (¢) psb —
— 7nsen («)sen (¢). (3.15)

Rearranjando os termos, temos

ds = (—agsen («) + ksen (a) cos (¢)) t + (cos () cos () as — Kk cos () —
— (¢s + 7) sen («) sen (¢) )n + (s cos () sen (@) + (¢s + 7) sen («) cos (¢)) b.| (3.16)
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3.1 Consequéncias da condicao iii b

A condigao (iii b) é dada por
t-d,=t-d.. (3.17)

Calcularemos separadamente cada termo da equagao (3.17). Primeiramente, calculamos
o lado esquerdo. Para isso, substituimos a equagao (3.13)), obtendo

t-d, = t-[(E—ozs) (Sen(a)f—cos(a)ﬁ)}.

De onde vem que

t-d, = Ksen (o) — agsen (a). (3.18)

Agora calculando o lado direito, substituimos a equagao (3.15)) no lado direito de
(3.17) e temos
t-d; = t-[(—assen(a)+ ksen (a)cos (¢))t + (cos (a) cos (¢) s — K cos (o) —
(8 + 7)sen () sen (6))n + (o5 (a) sen () + (g, + 7) sen (a) cos (6)) b].

Portanto
t-ds = —assen (a) + ksen («) cos (@) . (3.19)
Igualando (3.18)) e (3.19) obtemos
Rsen (a) — agsen (o) = —agsen () + ksen («) cos (@)

Rsen (o) — ausenfa) = —/agserr@qu ksen (a) cos (¢) .
Assim, obtemos a relacao (3.20)

cos (¢) = -, (3.20)
K
pois « é estritamente maior que zero.
3.2 Consequéncias da condicao iii c
A condigao (iii c¢) é dado por
|d,| = [ds]. (3.21)

Calcularemos cada termo da equagao (3.21)) separadamente. Comegando pelo lado
esquerdo, ao substituirmos a equagao (3.13]) obtemos

[(E — ) (sen (@)t — cos (@) ﬁ)} : [(E — Q) (Sen (@)t — cos () ﬁ)]

(—a, +R)? (sen2 () + cos? (a))

2l gl gl
ol pl Al
T

2 — 2
s = K — 204K+ ;.
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De onde vem que

d, d, = (R — a,)’. (3.22)

No lado direito da equagao , substituimos (3.15)) e obtemos
d,-d, = (sen(a)(—as+ cos(¢)k))?
+ (Cos(a) (ascosp — k) — (s +7) sen(&)sen(@)2
+ (aycos (a)sen (¢) 4 (¢, 4 7) sen (a) cos (¢))* . (3.23)

Expandindo os produtos notaveis, temos

d; - d;

sen’(a)a? + sen?(a) cos?(p)k? — 2a,ksen®(a) cos(¢)

+ K2cos? (a) — 2a,k cos® (a) cos (@) + (¢ + 7)7 sen? () sen? (¢)

+ (—Sen(2a) sené?gb) as + sen(2a)sen (¢) /f) (¢s +7)

+ a?cos® (@) sen? () + (¢ + 7)° sen’ () cos? (¢) + as¢ssen(2a)sen;2¢)

+ agTsen(2a) senéng) + a2 cos? (¢) cos® (a) . (3.24)

Simplificando os termos simétricos e utilizando a relacao trigonométrica funda-

mental, temos

d,-d, = a’sen®(a)— 2a,kcos (@) (sen2 (@) + cos® (a))

=1
+ a2 cos? (a) cos? (¢) 4 sen? (@) sen? (¢) (¢s + 7)° + Kgsen(2a)sen (@)

+ k7sen(2a)sen (¢) —W+ (sen2 (a) cos? (@) + cos? (a)) e
+ cos? (@) sen? (@) @ + sen? () cos? (¢) (¢s +7)° + W
+ M arse

Colocando alguns termos em evidéncia e novamente utilizando a relagao trigono-

(3.25)

métrica fundamental, obtemos

d,-d, = (sem2 (@) cos® (¢) + cos? (a)) K* 4+ a’sen® (o) — 2a,k cos® ()
+ 2k cos (a)sen (a)sen (¢) (¢s + 7) + a? cos? (a) <0082 (¢) + sen? (c;S))

=1

+ sen?(a) (¢s +7)° (sen2 (¢) + cos® (qb))
d,-d, = (sen2 (@) cos? (@) + cos® (a)) K® + o’ (Sen2 (@) + cos? (a)) —2ak cos (¢)

+ sen? (a) (¢s 4+ 7)° + 2k cos (a) sen (@) sen () (¢s + 7) - (3.26)
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Portanto,

d,-d, = (sen2 (@) cos? (¢) + cos® (a)) K* — 20,k cos (@) + a?
+ sen? (a) (¢ + 1) 4 2 cos (a) sen () sen (¢) & (¢ + T) . (3.27)

Igualando as equagoes (3.22)) e (3.26)) temos
R —20.F + a2 = (sen2 (@) cos® (¢) + cos® (a)) K? — 20,k cos (@) + a2 +
+ sen® (@) (¢s + 7)? + 2 cos (a) sen (o) sen (@) k(s + 7). (3.28)

De onde vem que

R2 — 20K = (Sen2 (o) cos? (¢) + cos® (oz)) K% 4+ 2cos (a)sen (o) sen (¢) k(s + T)
+sen? () (¢, + 7)% — 2ak cos () .

(3.29)
Da equacao , podemos escrever
E = kcos (o). (3.30)
Substituindo a equacao (3.30)) na equagao , obtemos
(sen2 (@) cos® (¢) + cos® (a)) Kk* +sen” (a) (¢s + 7)* — k* cos® (¢)
+sen(2a)sen (¢) k(¢s + 7) = 0.
Organizando os termos, tem-se
<sen2 (@) cos? (@) + cos? (@) — cos? (gb)) k% 4 2cos (a) sen (a) sen (@) k(ps +7) +
sen” () (¢ + 7)° = 0. (3.31)
Utilizando sen? (o) = 1 — cos? («), temos
((1 — cos® (a)) cos? (¢) + cos® (a) — cos? (gb)) k% + sen(2a)sen (@) k(¢ +7) +

sen” () (¢ + 7)% = 0.

Continuando as simplificagoes e com o auxilio das relagoes trigonométricas funda-

mental, sen(2x) = 2sen(z) cos(z) e definindo y = (¢5 + 7), temos

(— cos? () cos? (@) + cos® (a)) K* 4 sen(2a)sen (¢) ky + sen? (a) y* = 0

(— (1 — sen” (a)) cos® (¢) + cos® (a)) Kk* + sen(2a)sen (¢) ky + sen” (a) y* = 0
(— cos? (¢) cos® (o) + cos? (a)) Kk* 4 sen(2a)sen (¢) ky + sen” (a) y* = 0

(C082 () (1 — cos® (¢))> K* 4 sen(2a)sen (¢) ky + sen? (a) y* = 0
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obtemos

cos® (o) sen” (¢) k* + sen(2a)sen (¢) ky + sen® (a) y* = 0. (3.32)

Calculamos a equagao ([3.32)) com o auxilio da férmula de Bhaskara.

De fato, temos

cos® (o) sen” (¢) K + 2 cos () sen () sen (¢) Ky + sen® (a) y* = 0. (3.33)

Resolvendo ([3.33), tem-se

A = b —dac
A = 4cos® (a)sen® (a)sen® (¢) k* — 4cos” (a) sen” () sen” (¢) K°
A =0
logo,
—b+ VA
Yy = o
a
~ 2cos (a) sen (o) sen (¢) &
vo= 2sen? (o)
o . sen ()
Simplificando e utilizando tg(a) = temos
cos(av)
_ cos(a)
Y7 Tsen (a)sen (¢) 5
ksen (¢
tg(a) = =00
Y
Explicitando y obtemos
ksen ()
tg(a) = ——9) 3.34
@) = -l (3:31)
A equagao (3.34) pode ser reescrita como
(ps + 7) = —kcotg (o) sen (@) . (3.35)
cos()
onde usou-se que cotg(a) =
sen(a)

3.3 Eliminando as auto interseccées do molde

Nesta se¢ao, mostraremos como eliminar qualquer singularidade que possa existir
na superficie desenvolvivel. Para isso, devemos utilizar o fato de que as singularidades

de uma superficie desenvolvivel sdo encontradas na sua linha de estriccdo. A linha de
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estricgao ¢ determinada pela propriedade que os vetores tangentes p,, e p, sao linearmente

dependentes.

Usando ([3.30)) e (3.35)) em (3.15]), temos

d; = (—assen(a)+ Rsen(a))t
+ (ascos(a)cos (¢) — kcos (a) + cotg (o) sen (¢) ksen («) sen (¢)) n
+

(cvs cos () sen (¢) — cotg (ar) sen (¢) ksen («) cos (¢)) b. (3.36)
Em (3.36]) usando o fato de que cotg (o) = S;Sl EZ;, tem-se
d; = (Fsen(a)— agsen(a))t
+ (as cos () cos (¢) — K cos (a) + k cos (o) sen” (qﬁ)) n
+ (ascos (a)sen (¢) — Kk cos (a) sen (¢) cos (¢)) b. (3.37)

Utilizando a equagao (3.30]) na (3.37) e rearranjando os termos, obtemos

d; = sen(a) (R — as)t + (ascos () cos (¢) — R cos (a) cos (¢)) n
+ (ascos(a)sen (¢) — Kcos (o) sen (¢)) b
d; = sen(a)(F— as)t+ cos(a)cos (@) (as — K)n+ cos () sen (@) (s — &) b.

Portanto,

d; = (as — ) (—sen (a) t — cos (a) (cos (¢)n +sen (¢) b)) . (3.38)

Diferenciando a equagao (3.7) em relagdo a s e a u respectivamente, temos

p. = t+ud, (3.39)
p, = d. (3.40)

Substituindo (3.38) em ({3.39)), obtemos

p, =t —u(a; —FK)(sen(a)t — cos () (cos (¢p) n +sen (¢) b)) . (3.41)
e substituindo em , temos
P, = cos (a)t + sen () cos (¢) n + sen (a) sen (¢) b. (3.42)

Fazendo o produto vetorial entre os vetores p, e p,, encontramos

t n b

Py X Py = cos (@) sen () cos (@) sen (a) sen (¢)

1 —u(as—F)sen(a) u(as—FK)cos(a)cos(p) u(as—F)cos(a)sen (o)
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sen(2a) sen(2¢)
2 2

+ [sen () sen (@) (1 —u (s — &) sen ()

sen(2a) sen(2¢) ¢

b, =l ~u(ay -7

— wucos () (as — F) cos () sen (gb)] n

+ [u cos (a) (s — &) cos (o) cos (¢)
— sen (a)cos (@) (1 —u(as —&))sen (a)}b

Usando a distribuitividade, temos

p,x p, = (sen(a)sen(¢) - u(a, —F)sen’ (a) sen (¢)
— cos? (a) u (o, — &) sen (¢))n
+ ( 0s? (o) u (s — &) cos (¢) — sen () cos (¢)
+ sen® (a) cos (¢) u (s — li))b
(sen( )sen (¢) — u (s — K) sen () (sen2 (@) + cos? (a))) n
+ (u (as — &) cos (¢) (cos () + sen (a)) — sen (a) cos ((b)) b (3.43)

Utilizando em ((3.43) o fato de que sen? () + cos? () = 1, temos

pux P, = (sen(a)sen(6) - u(a, — F)sen (¢))n
+ (u(as —F)cos (¢) — sen (a) cos (¢)) b.

Portanto,

Py X Ps = (sen () —u(as —K)) (sen (¢)n — cos (¢) b) . (3.44)

A dependéncia linear é expressa por

sen (o) —u(as —&) = 0.

sen («

_ )
ug (s) = (5 — 7 () (3.45)

Portanto, a linha de estriccao pode ser expressa na representagdo paramétrica,

dada por
p(s) = r(s)+up(s)d(s). (3.46)

Além disso, do ponto de vista pratico o molde nao pode possuir singularidades,

entao exigimos que a linha de estricgao nao esteja sobre o molde. Isto leva-nos a condicao
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que up(s) < 0 ou as — K < 0. Seja ¢ = ¥(s) o angulo entre o vetor tangente t(s) a

curva BC' e a direcao positiva do eixo x. Logo, I —k e a condicao que evita qualquer
s
singularidade torna-se
d
as(s) —R(s) = T [a(s) +1(s)] < 0. (3.47)

Observe que « + 1 é o angulo entre a geratriz d(s) e a dire¢do positiva do eixo z. De
acordo com ({3.47), podemos notar que conforme « + ¢ diminui o pardmetro s aumenta
fazendo com que as geratrizes através de d(s) estdao divergindo, assim evitando as auto

intersecgoes.

3.4 Vetor Normal da superficie desenvolvivel

Nesta segdo calcularemos o vetor normal a superficie desenvolvivel (molde)
que ¢ definido por
Py X Ps
N(u, s) = ——=(u, ). (3.48)
P X py]
Para isso, é necessario calcular cada um dos termos da definigao ([3.48)).

Comecamos com o denominador da equacao (3.48)), obtendo

1

pux p.| = [(sen(a) = u(as = %))* (sen (¢) n — cos (¢) b)’]

= :(sen (o) —u(a; — 7)) (sen2 (¢) n* — sen(2¢)n - b + cos? (@) b2>}%

1

_ '(Sen (@) = u (o, —F) (sen” () + cos” (qb)))q }

= (sen(a) —u(as—R)) (3.49)

e substituindo (3.49)) em (3.48)) juntamente com (3.44]), temos
(sen () —u (s —R)) (sen (¢) n — cos (¢) b)

(sen (a) —u(as —R))

N:

Portanto, o vetor normal a superficie desenvolvivel p é dado por

N =sen (¢)n — cos (¢) b. (3.50)

3.5 Curvaturas Principais e o angulo 6

Nesta secao, calcularemos as curvaturas principais da superficie desenvolvivel e o

angulo € entre a superficie e o cilindro. Comecaremos pelas curvaturas principais.

Derivando a equacgao (3.50) em relagdo a s e u, obtemos

N, = cos(¢)psn+ sen (¢)n, + sen (¢) psb — cos (¢) by (3.51)
N, = 0. (3.52)
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Os coeficientes da segunda forma fundamental sao definidos como:

— —(N,,p,) (3.53)
f = —(Nup,) (3.54)
9 = —(Nu,pu)- (3.55)

E ficil notar que ao substituirmos a equacio 1) nas equagoes 1) e 1}

obtemos como resultados
f=g=0. (3.56)

Resta-nos calcular o coeficiente e. Para isso, usaremos as equagoes (A.17)) e (3.51) na
equagao (3.53)), porém, antes de substitui-las em ([3.53)), explicitaremos (|A.17) utilizando

as equagoes (3.2)) e (3.27)).

ps = t+u(—agsen(a)+ kcos(¢)sen(a))t
+ u(ascos (a) cos (¢) — kcos (a) — (¢s + 7)sen (a) sen (¢) )n
+ u(as cos (o) sen (@) + (¢s + 7)sen («) cos (¢))b. (3.57)
Substituindo na equacao as equagoes e , temos

p, = t+u(—agsen(«a)+ Ksen (a))t + u(ascos (a)cos(¢) — kcos (o) +
rsen? (¢) cos (a))n 4 u(a cos () sen (¢) — k cos (¢) sen (¢) cos (a))b

=K

p, = t+u(—agsen(«a)+ ksen (a))t + u(ascos () cos (¢) — kcos () +
ksen? (¢) cos (a))n + u(as cos (a) sen (¢) — & cos () sen (¢))b. (3.58)

Agora, substituimos as equagoes (3.51)) e (3.58) na equagao (3.53)), obtemos

e = —(cos(p)psn+sen (¢)n,+sen () psb — cos (¢) by, L

A B c D “
+u (—agsen () + Rsen (a)) t
+ u(a cos (a) cos (¢) — k cos (a) + ksen? (¢) cos (a))n
+ u(as cos (o) sen (@) — Ecocs () sen (¢))b). (3.59)

Primeiramente, calcularemos o produto escalar acima sem considerar o sinal ne-
gativo. Faremos as distribuitivas em etapas. Calculando o primeiro termo:
a(A+B+C+D) = ¢scos(¢)(n,t)+sen (o) (ns, t) +¢ssen (¢) (b, t)

T —— R,O_/
= K =
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Logo,
a(A+B+C+ D) = rksen(¢). (3.60)
Calculando o segundo termo:
b(A+ B+ C+ D) = usen(a)(F— as)(pscos (¢) ersen (¢) u
Fosen(@) (b ) ~cos(@) b t).
Logo, R R
b(A+B+C+D) = ussen (a)sen () (F— o). (3.61)

Calculando o terceiro termo:

c(A+B+C+D) = ucos(a)(ascos(¢) — k + rsen? (¢))(¢s cos (¢) (n, n)

+sen (¢) (n,, n) +p.sen (qﬁ)@— cos (¢) (bs,n))

c(A+B+C+D) = ucos(a)(ascos(¢) — k + rsen® (¢))(¢s cos (¢) + 7 cos (¢)).
Simplificando a equagao e utilizando a relagao trigonométrica fundamental, temos

c(A+B+C+ D) = wucos(a)cos(¢) (ascos(¢) — k(1 —sen? (¢)))(ds + 7)
c(A+B+C+D) = wucos(a)cos(¢) (ascos(¢) — kcos® (¢))(ds + 7). (3.62)

Logo,

c(A+B+C+D) = wucos(a)cos® (¢) (s —&)(ds + 7). (3.63)

Calculando o quarto termo:

d(A+ B+C+ D) = wucos(a)sen(¢) (as — F)(ds cos (gb)w—i-sen (¢) (ng, b)

—|—¢586I1 (¢) <b7 b> — COs (¢) <b57 b>)

—— ——
] =0
Logo,
d(A+B+C+ D) = wucos(a)sen® (¢) (s — &)(ps + 7). (3.64)

Somando-se as equagoes (3.60), (3.61), (3.63) e (3.64) e levando em conta o sinal de
negativo da equagao (3.59)), que haviamos deixado de fora, obtemos

e = —nsen (¢) — uksen (a)sen (@) (F — a) — ucos () cos® (@) (as — &) (¢s + 7)
—ucos (o) sen? (¢) (ag — &) (s + T7)

e = —rsen (@) — uksen (a)sen (¢) (K — ays) —ucos (a) (as — &) (¢ds + 7)
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Logo, substituindo a equagao (3.35)), na equagao acima, temos

cos (a))

e = —ksen (@) — uksen (a)sen (¢) (F — as) — ucos (a) (ag — R) <—msen (9)

cos? ()

e = —rsen (@) — uksen (a)sen (¢) (F — as) + uksen (o) —R). (3.65)

sen («)
Calculando o minimo multiplo comum na equagao (3.65)), encontramos

_uksen® (a) sen (¢) (R — a) + unsen (¢) cos® (@) (s — R)

e = —rsen (o) . (3.66)

sen ()
Colocando os termos em evidéncia e utilizando a relacao trigonométrica fundamental na
equagao ([3.66)), temos

e = —rsen(¢)+ ursen (@) (a, = E). (3.67)

sen (@)
De onde vem que

. _ _fsen (¢) (sen (a) — u(cvs — E)) (3.68)

sen ()

Com os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais ja calculados, po-
demos encontrar as curvaturas Gaussiana e média da superficie desenvolvivel. A curvatura
Gaussiana é definida por

2
eg—f

K —— .
EG — F?

(3.69)

Substituindo as equacoes (A.27)), (A.30]), (A.33), (3.56) e (3.68) na equagao (3.69),

temos

B e(0) —0
k= E(1) — cos? (o)’ (3.70)

Portanto,
K =0. (3.71)

A curvatura média é definida por
leG —2fF +gE

" 2 FEG-F?

(3.72)

Substituindo as equagoes (A.27)), (A.30)), (A.33)), (3.56) e (3.68) na equacao (3.72)),

temos

_ ksen (¢) (sen (o) — u(as — &)

—2cos (a) (0) + (0)E

1 sen ()
"= 2 1+ 2usen (a) (F — as) + u?(F — as)? — cos? ()
=1-sen2(a)
0 - 1 ksen (¢) (sen () — u(as — R)) (373)

2sen (a) (1 + 2usen («) (R — ai) + u?(as — %)?) — 1 + sen? ()
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Simplificando alguns termos na equagao (3.73)), chegamos a

_ lksen (¢) (sen () — u(as — R))
H 2 sen (o) (sen () — u(as — R))? . (3.74)
Portanto,
I 1 ksen (¢) 1 )

2 sen () sen (o) — u(ay — )

Finalmente, podemos calcular as curvaturas principais. Elas sao definidas como
khk = H—VH?-K (3.76)
ky = H+VH?-K. (3.77)

Substituindo as equagoes (3.71)) e (3.75)) na equagao (3.76)), obtemos

by = H—VH>—0
ky = H-—H. (3.78)

Portanto,

Jey = 0. (3.79)

Substituindo as equagoes (3.71)) e (3.75)) na equagao (3.77)), obtemos
ky = H+VH?-0

ke = H+H
ky — 2H. (3.80)
Portanto,
1
by = 500 (9) . (3.81)
sen (a) sen () — u(as — )

Na equacao (3.50)), fazendo ¢ = ¢; e ¢ = ¢ e utilizando as notagdes IN; e Ny
para os vetores normais ao molde e ao cilindro respectivamente, temos que o vetor normal
ao molde IN; esta na direcao positiva do eixo z, enquanto o vetor normal ao cilindro N,

esta direcionado para dentro.

Um angulo de interesse a ser calculado é, 6, pois ele é que determina a inclinacao
entre os planos tangentes ao molde e ao cilindro. Para isso, tomaremos no ponto r(s) da

curva BC. Logo, 6 ¢é igual ao angulo entre os vetores normais IN; e —INy expresso por

cos(l) = (INy)-(—Ny). (3.82)
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Substituindo na equagao (3.82) as equacoes dos vetores normais dadas por (3.50)),

obtemos

cos(f) = (sen(¢1)n — cos(¢q)b) (—sen(¢2)n + cos(p2)b)
cos(f) = —sen(¢)sen(gpy) — cos(¢pr) cos(pa)
cos(f) = —cos(¢pr — ¢2) (3.83)

Utilizando em ([3.83)) o fato que ¢ = 2m — ¢;, temos

cos(f) = —cos(2¢; — 2m)
cos(f) = — (sen(2¢;)sen(27m) + cos(2¢;) cos(27))
cos(f) = —cos(2¢y). (3.84)

Substituindo cos(2¢1) = cos®(¢;) — sen?(¢1) na equagao ((3.84)), temos

cos() = —cos®(¢1) + sen®(¢py)
———
1—cos?(¢1)
cos(f) = 1—2cos*(¢). (3.85)

Substituindo a equacao (3.20) na equacao (3.85)), temos

cos(f) = 1 —2 (’i)z (3.86)

K

Note que esse angulo depende somente das curvaturas das curvas BC e BC.
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4 Geometria do Molde: BC' gréfico.

Nesta capitulo, apresentamos as coordenadas v, z e x, y, z respectivamente
no R? e R3, para o caso particular de uma parametrizacao de BC que é grafico de uma
fungao descrita por z = z(v) com v restrito a —7R < v < 7R, onde z(v) é uma funcao de

classe C3. Ao longo do trabalho para facilitar a notacdo, a derivada em relacdo a v seré

d
denotada como segue f(v) = 2.
v

Os pontos de BC' e BC sao representados respectivamente pelos vetores T = T(v)

er =r(v) com as seguintes componetes cartesianas:

r(v) = (v,z(v)) (4.1)
r(v) = (R cos (2) , Rsen (;) , 2 (v)) . (4.2)

Podemos relacionar o parametro v com o comprimento de arco s. Se T estd para-

metrizada pelo comprimento de arco, entao temos que
s = / ¥ (v) |dv. (4.3)
Derivando a equagao , obtemos
v (v)=(1,z,).
Substiuindo-a em (4.3) tem-se
ds = y/1+ 22dv (4.4)

e, portanto,

o1 (4.5)

ds \/14—23'
4.1 Curvatura e torcao da curva BC

A curvatura da curva BC' (ndo parametrizada por comprimento de arco) é definida

por

k(v) = O (4.6)

A partir da equagao (4.2)), calculamos os termos r'(v) e r”(v), respectivamente.

Antes de calcularmos, vale lembrar que nao explicitaremos a dependéncia em v afim de
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simplificar a notacao.

r'(v) = (—sen(y),cos(y),z,) onde ~= % (4.7)
r(v) = (—; cos (7), —;%sen (), zm,) : (4.8)

Calculando o numerador em (4.6))

1 1
() x ()] = |(=sen (7). cos (7)) x (= cos (7), —sen () 120 )| (49)
tem-se:
2 2
¥(0) x @) = (2w cos (1) + Fsen (7)) + (=5 cos (7) + zuusen (7)
R R
| . ;112
+ <Rsen2 (v) + = cos? (”y)) ] : (4.10)
Expandindo os produtos notaveis, chegamos a
52
It'(v) x v’ (v)| = |22, cos*(v) + R%Qsexf(’y) + 2292, cos(y)sen(7y)
) 1/2
z
+ 22 sen’(7) + ng cos?(Y) — 22ypz, cos(7y)sen(y) + o2
Organizando os termos e utilizando a relacao trigonométrica fundamental, temos
1/2
22 1
Iv'(v) x v (v)| = |:Zm)2 (sen2(’y) + cosz(fy)) + s (senz(’y) + cosz(’y)> +
=1 =1
z2 1
K0 x 0] = A
Portanto,
/ " =% 2 1/2
¥'(0) x x"(0)] = & (R?22,+22+1) . (4.11)
Agora, calculando o denominador em (4.6]), temos
Ir'(v)] = Jsen2(’y) + cos?(7y) +22.
=1

Assim,

It/ (v)] = /1 + 22, (4.12)
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Substituindo (4.11)) e (4.12)) em (4.6)), concluimos que a curvatura da curva BC' é dada

por

2.2 2 1/2
po Fntz+ )7 (4.13)
R (14 22)%?

A torgao da curva BC' é por definicao

_ () x1"(v)) - r"(v)
r(v) = PO X P OF (4.14)

O denominador ja foi calculado em (4.11)), entdao precisamos somente calcular o numerador.

((0) x ¥'(0) 1" (0) = (chosw)ﬁésen@),

_ v cos(y) + zyusen(vy),

R
Fsen’(7) + ;cos%)) ~ (};senm, — g os(1), )
(F/(v) x 2(0) - ¥(v) = H(sen(y) cos(7) = sen(y) cos(7)) + 5 (sen’(7) + cos’(7))
+ z”
(@) xx"(0) 2" (0) =
(' (0) x ¥'(0) - 1"(v) = é?)(zv—i—RQ,zm). (4.15)

Substituindo (4.11)) e (4.15) em (4.14), obtemos

R2
(R?222,+ 22+ 1)

T = ;3 (ZU + R2zm)

e, portanto,

(2o + R*2ypu0)
— . 4.16
TTRMR2, - 241 (4.16)

4.2 Curvatura da curva BC e relacdo entre K e K

A curvatura de BC é dada por

(4.17)

onde
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A partir da equagao (4.1]), calculamos os termos ¥'(v) e T’(v), respectivamente.

) = (1,2)
' (v) = (0,24)-

Substituindo (4.18)) e (4.19) em (4.17)), temos

_ (1 2) x (0, 20))|
k= 3
(1, 20)]
= | Zu|
= —
(1+22)
Portanto,
— Z’U’U
R=—

(14 22)%7

onde z,, < 0, pois a curva BC' é cOncava.

(4.20)

Em busca de uma relacao entre as curvaturas & e x afim de que possa simplificar

calculos futuros, procedemos da seguinte maneira. Elevando ao quadrado as equagdes

(4.13) e (4.20]), obtemos respectivamente:

(R?23, + 2 +1)

23 _
(1+2z))° = e
2
Z'U'l)
(1 + 212))3 = ?
Igualando as equagoes (4.21)) e (4.22)), temos
Zo _ (B, tz+ 1)
R R?k?
R?k%22, = RK'R?22, +R22+ K’
2= RzRZsz 5 2 1 K2
N R222, R222,  R222,
2 =2 2
kS = /€+R2z2 (ZU—|—1>.
Substituindo (4.20) no segundo termo de (4.23)), obtemos
2
2 —2 “ov 1 2
= 1
K K +(1—|—z§)3R22§v( +zv)
1
K* = R+

R2(1+ 212))2'

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Da equacdo (4.24) podemos notar que & < x, pois a curvatura aumenta quando BC é

enrolada em torno do cilindro.
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Substituindo as equagoes (4.13]) e (4.20]) em (3.20)), temos

B Zuw R(1+ 22)3/2
cos(d) = - (14 22)32 (R222 + 22 + 1)/

Portanto,

Rzyy
cos(¢) = — R 1)1/2. (4.25)

A partir da equagao (4.25)), é possivel encontrar dois valores para ¢. As solugoes sao
=¢re¢p=¢ycom0 < < T e ¢o = 2m — ¢1. Os valores correspondentes do sen(¢
6=1eo=0gcom0< <
sao obtidos usando a relacio fundamental trigonométrica, isto ¢, sen®(#) + cos?(f) = 1.
Calculando, temos
RQ 22
2 VU
sen = 1-
) (R, 22+ 1)
R%22 +22+1— R*2,
(R222, + 22+ 1)
1+ 22
2 v
sen =
O = W

P e (4.26)

(R2z2, + 22+ 1)'/2

/14 22

sen’(g) =

(R222 + 22 + 1)1/2 para (b = ¢1
sen(¢) = vy T2 +U22
- - para ¢ = ¢s.

(R222, 4 22 + 1)"/?
Diferenciando cos(¢) em relagao a s e com o auxilio das equagoes (4.5)) e (4.26]), tem-se

d cos(¢
_Sen<¢)¢s = dS( )
_d 2 2 2 —1/2
= %sz (R P 1)
_ d 2 2 2 —1/2
= —R (R?22, +22+1)
_ | 2,2 2 ~1/2 dzyy d 2 9 2 -1/2
= —R|(R%2, +22+1) o +zw£(Rzm,+zU+1) ]

— i 2.2 2 _1/2 dZU’U dv d 2 2 2 —1/2 dU
= —R|(R%2, +22+1) dv%—i—zyv%(]%zw—{—zv—i—l) o
_(RQZQQ)’U + Z12; + 1)_1/2 Zvvv Zoyv (RQZvamm + Zva;>
= R 14 22)1/2 B 2\1/2 (1222 2 3/2

( +Z'U> (1+Zv)/(szv+Zv+]‘)

—Rzyyy (R?20, + 22 + 1) 4+ Rzyy (R? 200 2000 + 20Z00)
3/2 :
(14 22)V/2 (R222, + 22 + 1)
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Dividindo por (—sen(¢)), temos

b, = (R?2%, + 22 + )Y [—Rzpwe (R%2%, 4+ 22+ 1) + Rzyy (R*200 2000 + Z0200)
s (1 + 22)1/2 (14 22)/2 (R222, + 22 + 1)*°
1
son(9)
6, = —R32yp022, — Rzyon (22 + 1) + R32y 2000 + R2,22
s (14 22)(R222, 4+ 22+ 1)
Portanto,

szvv(zg =+ 1) - RZU’ZSU
(1+22)(R222,+ 22+ 1)

Substituindo as equacoes (4.16) - - na equagcao - para

sen(¢) = sen(¢y), obtemos

§b5:

(4.27)

telon(s)) =~
B 51/2 (1 4oz )1/2 1
N _R(l +22)3/2 £1/2 Rzypo (22 + 1) — Rz,22, N R%2pp0 + 20

(1429)¢ R¢

onde { = R*22, + z2 + 1. Fazendo o minimo multiplo comum, temos

1 1
) = TR | R4 1) — Bouity) + (L4 ) (o + 20)
RE(1 + 22)

Organizando os termos e apos algumas simplificagoes, tem-se

1 R(l + zg)f
R(1+ 22) R(Rzyw(22 4+ 1) — Rzp22)) + (1 + 22) (R?2pp0 + 20)
§
(14 22) (2R?zypo + 20) — R22,22,

tg(ai(s)) = —

tg(an(s)) =

Explicitando £, obtemos

R?22 4+ 2241
o wt 2 | 4.2

te(a(s)) (14 22) (2R?2y00 + 20) — R22,22, -

Analogamente, para sen(¢) = sen(¢s), temos
K (s)sen(da(s))

" - _
) = =@+
tglan(s) = —= S (142" !
glaals - _R<1 + 212})3/2 - 51/2 . (szvv(zg + 1) - szzgv) + RZ’Z’U’U’U + 2y ‘

(14 29)¢ R¢
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Fazendo o minimo miltiplo comum, temos

1 1
#02l) = B2 | SR (Rewl2+ ) = Rl + (L5 22) (o + 2)
RE(1 + 22)

Organizando os termos e apos algumas simplificacoes, tem-se

1 R(1 + 27)¢

t
g(a2(s)) R(1+22) —R%zypp(22 + 1) + R?2,22, + (1 + 22) R?2ppp + (1 + 22) 2,
R*22 +22+1

taas(s)) = Rz,22 + 2z, + 22

Rz, + 22+ 1
tg(aa(s)) = 2 (R222 + 22+ 1)

Portanto,
1
tg(as(s)) = . (4.29)

Se considerarmos uma parametrizacao que é grafico, entao precisamos reescrever

a equacao para o angulo 6.

Substituindo as equagoes (4.13)) e (4.20]) na equagao (3.86]), temos
2 R2(] & »2)3
cos(f) = 1-—2 K< Zvo ) ( (1+2) )] : (4.30)

14 22)3 ) \ R?222, +22+1

Simplificando temos

R?*22 + 22 +1—2R?*22,
cos(f) = 2 211 (4.31)

Portanto,

2.2 2
Rz, — 2z —1

CR222 4+ 2241

cos(0) = (4.32)

Calcularemos o valor da tangente do angulo o + 1) com o auxilio da relagao trigo-

nométrica

tg(a) + tg(v)
1 — tg(a)tg(y)’

onde tg(y) = z, e tg(a) é dada pela equagao (4.28). Logo, temos

tg(a + ) (4.33)

R?z22 + 2241
Z —
v 2R% 2 + 20) (1 + 22) — R?2,22,
tgla+v¢) = ( (RQZl( npe l 1 (4.34)
1 + ZU VU v

2Rz + 20) (1 + 22) — R?2,22,
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Tomando o m.m.c no numerador e denominador e simplificando alguns termos,

temos
20(2R? 2y, + 2,) (1 + 22) — R?2222, — R?2%, — 22 — 1

U TUU

. 4.35
(2R?zypp + 20) (1 + 22) — R22,22, + 2, (R222, + 22 4+ 1) ( )

tg(a+v) =

Colocando alguns termos em evidéncia e apds algumas simplificagoes, obtemos
(1 + 23) [20(2R? 2000 + 20) — R?25, — 1]
(1+22) [2(R22000 + 20)]
20(2R?* 2y + 22,) — 22 — R222, — 1
2(R?zypy + 20)
20(2R* 20 + 22,)  R%22, + 22+ 1

2(R2 2y + 20) B 2(R%2yp0 + 20)

tg(a+1) =

tg(a+1) =

tg(a+1v) = (4.36)

Portanto,

Rz + 2241

_ ) 4.37
2(R?zypu0 + 20) ( )

tg(a +1) = 2,

De modo andlogo a condigao (3.47)), exigimos que

d d
%tg(a + 1) = sec*(a + W%(Oﬁ +1) <0.

Entao diferenciando a equacao 1) e definindo § = d%tg(oz + 1), temos

(2R%2p0 2000 + 220200) (2R 2400 + 22,) — (R*22, 4+ 22 + 1) (2R* 20000 + 2200)
(2R? 2y + 22,)?

0 = Zyy—

0 = 4sz(R2,zm,v + zv)2 - 4sz(R2zW, + ZU)Q + (Rzzgv + zﬁ + 1)(2Rzszv + 22,,) < 0(4.38)

d
%tg(a +) = (R?22, + 22+ 1)(2R*2pp00 + 224) <0 (4.39)

>0

Portanto, encontramos uma condigao especifica que a func¢ao z(v) deve satisfazer

para que o molde seja livre de singularidades.

2R oo + 2250 < 0 (4.40)

4.3 Triedro de Frenet para a curva BC

Introduzimos a base ortonormal no ponto r(v) de BC' com as seguintes compo-

nentes cartesianas:

e;(v) = (cos(v),sen(v),0) (4.41)
ex(v) = (—sen(vy),cos(v),0) (4.42)
es(v) = (0,0,1), lembrando que ~ = 2 (4.43)

R
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Diferenciando (4.41)), (4.42)) e (4.43) em relacao a v, onde representaremos a deri-

vada por uma linha ’. Assim, temos

1 1 1
e = <—Rsen (), 7 008 (7) ,O) = R (4.44)
1 1 1
e, = <_R cos (), —gsen () ,O) = R& (4.45)
e; = 0. (4.46)

O vetor r(v) dado pela equagao (4.2)) pode ser reescrito em termos da base orto-

normal {e;, ey, €3} como segue

r(v) = Rei(v)+ z(v)es(v). (4.47)

Diferenciando (4.47)) em relagao a s, temos

Rde1 @ dz dv des dv

o~ ple dzav - desadv 4.48
' dv ds+dvdse3jL dv ds (4.48)
Substituindo as equagoes (4.5)), (4.44)), (4.45) e (4.46) em (4.48)), obtemos
1 —-1/2 —1/2
r, = Rﬁeg (1 + 23) + 2z, (1 + z,f) €3
~1/2 ~1/2
r, = e (1+22) Y (1+22) ” . (4.49)

Calculando a segunda derivada de r(v). Tomando a equagao (4.49), tem-se

—-1/2 1

ree = (7Y% vseq + 07 2ehu, + 2pvsn V2es + 2,(7 V) vges + 2, (07 ?) e,

onde n = (1+ 22). Calculando as derivadas e utilizando as equagoes (4.44), (4.45) e
(4.46)), chegamos a

1
rss = _577_3/22211211117]_1/262 + 77_1/2(—3)_19177_1/2 + Zvvn_1/2n_1/2e3
2

1
- 2 57]_3/2221,,%,”6377_1/ .

Efetuando algumas simplifica¢des, temos
1

- _ -2 P | —2 2 2
rys — ZpZupT] €2 Rn e + 2un (1 + z; zv) e;3
1
Ty = ——10 ‘€1 — Z2p2p0) €2+ Zyl €3
R
1 -1 -2 )
Iss = _E <1 + Zg) €1 — Zvlw (1 + 23) €2 + Zyy (1 + Zg) €3. (450)

Com as equagcoes (4.49) e (4.50), podemos calcular o triedro de Frenet da curva
BC cujas equacoes sao dadas por
t = rg (4.51)
n = —-= (4.52)
b = txn. (4.53)
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Para calcular o vetor tangente unitario, basta substituir a equacao (4.49) em (4.51)),
logo

t = (1 + 23)71/2 € + 2, (1 + 23)71/2 e;

6 = (1+22) " (er+ zen). (4.54)

O vetor normal é calculado substituindo a equacao (4.50) em (4.53)), obtendo-se

0 = r (g ) e (1) T (1452) o)
_ (1+ 23)72 2
n o= ot ((1+22) e1+ 2020, Rey — 2 Res) (4.55)

Substituindo as equagoes (4.54)) e (4.55) em (4.53)), obtemos o vetor binormal

€1 €2 €3
b=txn=| 0 /2 ER
Nt zZel) 0 2wl
Rk K K
efetuando o produto vetorial temos
_ L e o 2, . —1/2, —2 nz, U
b = — (77 N "Zpw + 220N TN >e1 + e @2 | TR )es
~5/2 14 2 —3/2 —3/2
bo— <77 Zuw ( +Zv)>el+ <77 Zv>62_ <n )e3
K Rk rK
n=3/2
b = Tn (—Rzye1 + z,e2 — €3)
1 2\—3/2
b = H;j (—Rzpper + 202 — €3). (4.56)

4.4 Vetor normal da superficie desenvolvivel

Nesta secao determinanos o vetor normal a superficie desenvolvivel no caso parti-

cular em que a curva BC' é grafico. Temos a equagao

N = sen(¢)n — cos(¢)b. (4.57)

Substituindo as equagoes (4.13)), (4.25)), (4.26)), (4.55)) e (4.56|) na equagao acima, temos

771/2 77_1’31 + szvvn_2e2 i Zvvn_QeS szv 77_3/2
€12\ Rk K K Y2 Rk

1/2 R 3/2 -1
Ui yi n e . B
Rz, { Rn®/? —3/2
* 51/2 ( 5717/2 ! R (—RZWGH + z,€9 — e3)

1 —1
— ; [iRnQ (77 Rel + ZpZpol) 2ey — ZUvT]Zeg) + Rzyy (—Rzyppe1 + z,€0 —€3)] .

N = =+

(_szvel + zp€2 — 63)




Capitulo 4. Geometria do Molde: BC grdfico. 46

Somando os termos componente a componente, temos

N = 2 |:<_R2212w + (1 + z?,)) e + (Rzyzy £ Rzyzy) €2 — (R2yy = Rzyy) 93} (4.58)

4.5 Determinacao da geratriz d

Da equagao temos d = cos () t + sen () t x N. Efetuando primeiramente o

produto vetorial t x IN, temos

e €9 €3
tx N — 0 sen () /2 z,sen (o) n~1/?
1 1 1
—(—R?22,+ 1) = (Rzpzee + R2y20y) —= (Rzyy + R2yy)
§ § §
1 1
tx N = [—sen () 77’1/25 (Rzyy £ Rzyy) — sen («) 7]’1/2%5 (Rzyzyy £ szzvv)] e
1 1
+ [Sen () 77_1/22@5 (—RQng + n)] e+ [—Sen () n_l/zg (Rszw + n)] es.

Calculando d, temos

~1/2
d = _Sen(ag)n [Rzyy £ Rzyy + 2y (Rzy20p = R2y2u0)] €1
~1/2
~1/2
+ [cos () zym Y2 — sen(ag)n (—RQZSU + n)] es. (4.59)
Agrupando os termos temos
~1/2 2.2
d = —MR Zyy £ Zuw) N€1 + n’1/2 cos (o) — mzvsen )| e;
3 §
R2 2
+ 2 [zv cos (o) + Z”g:Fnsen (a)] es. (4.60)

Explicitando n e £ temos a equacao para o gerador d.

/2
(Rzyy &+ Rzyy) (14 22)"
d = - R222,+ 22+ 1 sen (@) e

+ (1) lcos () —

R*22 F (1+ 22)
R222, 4+ 22+ 1
R*22 F (1+ 22)
R222, + 22+ 1

ZySen (04)] (S

en (a)] es. (4.61)

+ (1 + 23)71/2 lzv cos (o) +
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Se tomarmos o sinal superior na equacao (4.61)) e colocando o = «; obtemos a

equagao da geratriz d;. Primeiramente, dividimos a equagao (4.61]) por sen(c;) obtendo
d, (Rzoo + Rz) (14 20)"
1

sen(ay) R222 4+ 22+1
~1/2 [cos(ay)  R*2%, — (1 + 22)
1 2 - VU v ;
* ( * z”> [sen(al) R222 + 2241 ol €2

~12 [ cos(ay)  R%22% — (1+ 22)
1+ 22 . Cl v . 4.62
* ( N Z”) [Z sen(a) * R222, + 2241 ©s (462)

Reescrevendo a equacao (4.28)), temos

cos(aq) = (2R?*2p00 + 2,) (1 + 22) + R?2,22,
sen(a) R222 + 22+ 1 ‘

Substituindo a equacao (4.63) na equacao (4.62), obtemos
d; 2Rz, (1+ 23)1/2

sen(ay) Rz, +224+1 cL
e (2R%zyp0 + 20) (1 + 22) + R?2,22, — R?22,2, + 2, + 23
( + Z”) R222 + 2241

>—1/2 [— (2R?*zpp020 + 22) (1 + 22) + R?2222, + R?22, — (1 + zﬁ)]

(4.63)

+ €9

v TUU

R222 4+ 22+1

+ (1—1—25 es.

Fazendo as distribuitivas e simplificando os termos simétricos, temos

di 2Rz, (14227
sen(a;)  R222 +22+1 ©1
2R 2y (1 + 22)1/
RP2 4 224 1
2(1+22)"
RP22 4 224 1

€2

1
(—Rszsz + 3 (R?ziv — zg - 1)) es. (4.64)

Portanto, a direcao da geratriz d; ¢ dada por:

§

S g, =
2n'/2sen (o)

1
—Rzpper — R2 2y — R 20 Zpm0€3 + 3 (R2zgv — 22— 1) eg,] , (4.65)

lembrando que §{ = R?22 4+ 22+ 1en=1+ 22

Agora tomamos o sinal inferior na equacao (4.61)) e colocamos o = o, assim

obtendo a equacao para a direcao da geratriz d,.

d, = (1 + zf)_l/Q [(cos(az) — zysen(ag)) €s + (2, cos(az) + sen(az)) es]. (4.66)

Reescrevendo a equacao (4.29), temos

tg(ae) = zl
., = oslaz) (4.67)
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Substituindo a equacao (4.67) na equacao (4.66)), temos

_ COSQ(OQ)_W[(COSC“ _Sen(2a2)>e <COSQ(O‘2) sen(ar )e]
d, = <1+Sen2(a2)> (02) = Seenta ) Lsentag) *2on(e2) ) es)

Simplificando, obtemos

4 - (Sen2(oz2) + cos2(a2)>1/2 <COS2(a2) + sen2<a2)> o

B sen?(ay) sen(ap)
1 12
d, = . 4.68
? (senQ(a2)> sen(as) (4.68)
Portanto,
d2 = es. (469)

A partir das equagoes (4.65)) e (4.69) podemos ver que a diregdo da geratriz d,
descrita pelo par (g, ¢1) estd contido no molde, enquanto dy descrita pelo par (ag, ¢o)

estéd no cilindro circular.
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Mostraremos como construir o molde a partir de uma parabola cuja equacgao é

dada pela funcao

(L—h) ,
Z(U) = T_RQU +h

e sua parametrizacao é
x = Rcos(v/R),
y = Rsen(v/R),
(1—h)

_ 2
z = (WR)QU + h,

onde v € [0, 27].

Calculando as derivadas primeira e segunda da equagao (5.1)), temos

1—~h
B = 2<7TR>

Relembrando a equagao (4.25))

cos(¢) = — ftzu,

(R222, + 22+ 1)

(5.1)

(5.7)

Calculando o denominador da equagao (4.25)), onde substituimos as equacoes ([5.6))

e (5.5)), temos

2.2 2 1/2 (1—h)* 4(1—h)*v?
(Rl +ale1) = \/R24 TiR! Yo Ta

v e [HOWPR AR R
(R Zv”u + ZU + 1) - \/ 7-(-4R4 7T4R4 7'(‘4R4

2,2 4,24 1)"? 4(1—h)*R?+4(1 — h)’v2 + w R
(R oo T2 1) - \/ T4 R4

2
(R222 —|—22+1>1/2 = Vi(t—n) (B2 +v?) + iR
v T2 R2

Substituindo as equagoes (5.6 e (5.8]) na equagao (4.25)), obtemos
1—nh
—2R <7r2R2 ) (m*R?)
VA(L = 1)? (R? 4 v2) + 7R
—2R(1—h)
VA1 = h)?(R? +v2) + TR

cos (¢) =

cos (¢) =

(5.8)
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Para calcularmos o valor de seno utilizamos a equagao (4.26) juntamente com as

equagoes (|5.5)) e ([5.6]), obtendo

\/1+4(1—h)2v2

sen (¢) = - niR! ™R
\/4 (1 —=h)"(R?+2?) + 4R

VIR 44 (1 — ) 02
VAL = n)? (R2 +0?) + ot B!

B TR 4+ 4 (1 — h)* 02
sen (@) = J 4(1—h)* (R? +v?) + mRY (5.10)

sen (¢) =

Em seguida, calculamos o valor da tangente através da equagao (4.28). Substi-
tuindo as equagoes (5.5)) e (5.6 na equagao (4.28)), temos
(4(1 = n)* (R +0?) + 7' RY)
o AR4
tg(a) = T
B() 4(1—h)*v?\ [(2(1 = h)v L (2(1 =R [4(1 = h)?
L+ TiRA w2 R? — R T2 R? T4 R4
— (4(1 = h)*(R* + v*) + m*R*) m*R?

() = R A = A)2eD) (21 = o) — 2RE(1 — hyo(d(l = 1))
ta(a) — (41 — h)*(R%* +v?) + n*R*) w2 R?
o
& 27 R (1 — h)o + 8(1 — h)*u(1? — R?)
_ CB\2(P2 g2 4pay 22
ta(a) (4(1 = h)*(R*+v°) + m*R*) m*R . (5.11)
2(1 — h)v (m*R* + 4(1 — h)%(v? — R?))
Para calcular o valor de cos («), utilizamos a relagao
1
o) = ——5—. 5.12
cos”(a) T+ te?(a) (5.12)
Substituindo a equagao (5.11]) na equagao (5.12), temos
cos® (o) = !
N h)2(R2 + v?) + 7*RY)* 74 R*
4(1 — h)20? (T4 R4 + 4(1 — h)2(v? — R?))?
o 1\2,,2 (-4 4 1 — h)2(v2 — R? 2
cos? (a) = 4(1 — h)*v* (r*R* 4+ 4(1 — h)*(v* — R?))
€
_ 4 4 — hW)2(v? — R2?
cos(a) = j:2(1 h)v(m*R* + 4(1 — h)*(v* — R?)) (5.13)

/2 ’
onde € = 4(1 — h)202 (T*R* + 4(1 — h)2(v2 — R2))* + (4(1 — h)2(v? + R?) + niRY)2r* R

Para calcular o sen («) , utilizamos a relagao trigonométrica fundamental. Substi-
tuindo ([5.13)na relacdo trigonométrica fundamental, temos

sen (a) = % _ A= P2 (TR 4 41— h)2(0? - R?)”

€

(5.14)
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Agora calcularemos os vetores tangente, normal e binormal a curva. Comecgaremos

pelo vetor tangente, para isso, utilizamos a equagao (4.54) que é dada por:

1

t = —— (ea+ 2,€3). (5.15)
1+ 22
Substituindo na equagao (4.54) as equagoes (4.42) e (4.43)), temos
1
t = ——— (—sen(y),cos(7), z,) - (5.16)
1+ 22
O vetor normal é dado pela equacao abaixa:
1
n = ————- {(1 + 2%)e; + Rzyzppey — Rzypes (5.17)

KR(1+ 22)

Calculando separadamente cada componente do vetor normal com o auxilio das
equagoes (4.41)), (4.42) e (4.43), temos

n = W{(1+z3)cos(7)—szzwsen(y)}, (5.18)

ny = M {(1 + 22)sen(7) + Rzyzu, cos(v)} , (5.19)

—Zwv

= —. 5.20
" k(14 22)2 (5.20)

Portanto, o vetor normal é dado por:
n = (ny,ng,ng). (5.21)

Analogamente, calculamos o vetor binormal que é dado por:

1
Calculando separadamente cada componente do vetor binormal com o auxilio das
equagoes (4.41)), (4.42) e (4.43), temos

1
Rl + 22372 |

by = — Rz cos(y) — zysen(7)] , (5.23)

1
b2 = ey CHEesen(y) + 20 cos(h)] (5.24)
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1
by = —————. 2
3 Rrk(1 + 22)3/2 (5.25)

Portanto, o vetor binormal é dado por:

b = (by,bs,bs). (5.26)

Com todos os vetores e as fungoes trigonométricas calculados podemos construir

o molde. Utilizando o Geogebra, geramos o seguinte modelo:

Figura 4 — Molde
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6 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma proposta para a construcao do molde de uma
maquina de empacotamento automéatico utilizando uma superficie desenvolvivel. Percebe-
mos que a utilizacao de superficies desenvolviveis na projecao de equipamentos industriais
para a confeccdo de embalagens apresenta vantagens em relacao a outros tipos de super-
ficies, ja que podem ser desenroladas ou enroladas em um plano de forma isométrica sem
que hajam rasgos ou rugas no material. Além disso, por apresentarem singularidades ao
longo da linha de estriccao ¢é possivel antecipar qualquer auto-interseccao de modo a nao

intervir no processo de fabricagdo da embalagem.

Outras curvas sao possiveis para iniciar o processo, contanto que satisfacam as con-
di¢bes descritas ao longo do trabalho, entretanto, o grau de dificuldade podera aumentar

consideravelmente mesmo que a curva parametrizada escolhida seja grafico.

O estudo feito neste trabalho proporcionou-me a possibilidade de compreender
melhor os conceitos de Geometria Diferencial envolvidos, bem como o instinto investiga-
tivo de diferentes abordagens como: analisar se a embalagem estudada é de fato a que
apresenta a melhor forma, se durante a producao existe uma maneira de otimizar o pro-
cesso e consequentemente minimizar os custos de produgao visando o maior lucro entre
outras possibilidades do ponto de vista econémico. Concluimos que o uso da Geometria
Diferencial na industria é de grande importancia, pois através dela podemos determinar

maneiras mais eficazes de projetar equipamentos.
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A Apéndice

A.1 Curvas BC e BC

Nesta apéndice, mostraremos que a parte do plano acima de BC' e o molde con-
tendo B(C' sao isométricos, ou seja, os coeficientes da primeira forma quadratica sao iguais.

Alguns destes resultados serao usados na segao (3.6)

A.1.1 Coeficientes da primeira forma quadratica da superficie acima de BC

Primeiramente, calcularemos os coeficientes da para a parte do plano acima

da curva BC. Os coeficientes sao definidos como:

E(s,u) = (p,,p,)(s,u) (A1)
F(s,u) = (p,,p,)(s,u) (A.2)
G(s,u) = (P, Pu)(s,u). (A.3)

Derivando a equagao (3.6) em relacdo a s e u, temos

Pu(s,u) = E(s)+ud,(s) (A4)
puls,u) = dls). (A.5)

Substituindo a equacdo (A.4) na equagao (A.1)), temos

E = (%, +ud,,T,+ud,)

E = (%,,T,) +2u(r,,d,) +u*(d,,d,). (A.6)
Substituindo as equagoes (3.1)), (3.18]) e (3.22)) em (A.6)), obtemos
E = (&%) +2usen(a) (F — a,) + u? (R — o). (A.7)

Lembrando que a curva esta parametrizada por comprimento de arco, entao
(t,t) = 1.

Usando este fato na equagao (A.7)), temos

E =1+ 2usen (a) (F — a,) + u? (R — a,)”. (A.8)
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Segundo coeficiente da curva BC'. Substituindo as equacoes (A.4) e (A.5) na equa-
cao (A.2), temos

oo
o
[SIRCTINC)
al ol +
I
=

Substituindo a equacao (3.1) na equagao (A.9)), temos

F = (t,d). (A.10)

Substituindo a equacao (3.4) na (A.10]), encontramos

F = (t,cos(a)t+sen(a)n)

F = cos(a)(t,t)+sen (o) (t,n)
—— ——
=1 =0
Portanto,
F = cos (). (A.11)

Terceiro coeficiente da curva BC'. Substituindo a equacdo (A.5) na (A.3), temos

G = (d4d). (A.12)

Substituindo a equacao (3.4) na (A.12)), obtemos

G = <<cos (@)t + sen () ﬁ) : (cos (@)t + sen (a) ﬁ)>

cos” (a) + sen” (@) .

Q
I

Portanto,

G=1. (A.13)

A.1.2 Coeficientes da primeira forma quadratica do molde
Os coeficientes sdo definidos como:
E(s,u) = (p,, ps)(s,u) (A.14)

F(s,u) = (pspu) (s u) (A.15)
G(s,u) = (py, pu)(s;u). (A.16)
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Derivando a equagao (3.7) em relagdo a s e u, encontramos

ps(s,u) = ry+ud (A.17)
pu(s,u) = d. (A.18)

Primeiro coeficiente. Substituindo a equagao (A.17) na (A.14)), temos

E = (rs+udg,rs+ udy)
E = (r,r,) +2ut,d,) +u*(d,,d,). (A.19)

Substituindo as equacoes (3.2)), (3.19) e (3.27) na equagao (A.19)), temos

E = (t,t) +2u(—assen (a) + xsen (a) cos (¢)) + u?(sen? (a) cos? (¢) K? + cos® (a) K2
— 20,k c08 () + a2 + sen? (a) (@5 + 7)° + sen(2a)sen (¢) k (¢s + 7). (A.20)

Lembrando que a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco, entao
(t,t) = 1.

Usando este fato na equagao (A.20]), temos

E = 1+ 2u(—assen () + ssen (a)cos (¢)) + u?(sen? (o) cos? (¢) k* + cos® (a) K

— 2a,kc08 (@) + a? + sen® (@) (¢s + 7)° 4 sen(2a)sen (¢) k& (¢ + 7). (A.21)

Fazendo as distribuitivas na equacao (A.21]), obtemos

E = 1+ 2urcos(¢)sen (a) — 2ua,sen (o) + u’sen® (a) cos® (¢) k* + u® cos” (a) K*

— 2ulagkcos (@) + ua? + usen? (a) (¢ + 7')2

4+ 2u?cos (o) sen (o) sen (¢) k (¢s + 7). (A.22)

Substituindo as equacoes (3.30)) e (3.35)) na equagao (A.22)), temos

E = 1+ 2ufsen (o) — 2ua,sen (o) + u’&*sen? (o) + u?k? cos? (o) —
2
2ua, R + ula? 4+ u’k?sen? (a) sen? (@) cos” (a)
sen? (a)
2u? cos (@) sen (a) sen (¢) K <—/~4;sen (9) S;Sl EZ;) : (A.23)
Simplificando alguns termos, obtemos
E = 1+ 2ufsen (a) — 2ua,sen (o) + u’R’sen? (o) + u’k? cos?® (o) —

2uaR + ua? + u’k’sen® (¢) cos® (o) — 2u”k?sen” (¢) cos® (o). (A.24)
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Agrupando os termos, encontramos

E = 1+ 2ufsen (o) — 2ua,sen (o) + u’R’sen? (o) +
u?k? cos? () (1 — sen? (gb)) —2ula R + uPa?
—cos2(9)
E = 1+ 2ufsen (a) — 2ua,sen (o) + u’R’sen? (o) +
u? cos? (a) K2 cos? (@) —2u’a,R + u’a’. (A.25)
2

=K

Apos algumas simplificagoes e utilizando a relagao trigonométrica fundamental, temos
E = 1+ 2ufsen (a) — 2uassen (a) + u?*&* — 2u’a,k + u’a?. (A.26)

Portanto,

E =14 2usen (o) ( — o) + u° (F — ). (A.27)

Segundo coeficiente da curva BC. Substituindo as equagoes (A.17) e (A.18) na
equagao (|A.15)), temos

F = (r;+ud,,d)

(rg,d) + u(ds, d)

F = (rs,d)+u(dsd)
——

=0

F = (r,d). (A.28)

T
|

Substituindo a equacao (3.2) na equagao (A.28]), temos

F o= (td). (A.29)

Substituindo a equagao (3.5 na (A.29)), encontramos

F = (t,cos(a)t+sen(a)(cos(¢)n+sen(¢)b))

F = cos (a)@—l—sen (a) cos (qb)w%—sen (a) sen (qﬁ)w

Portanto,

F =cos (a). (A.30)

Terceiro coeficiente da curva BC'. Substituindo a equagao ({A.18)) na equagao ((A.16)),

temos

G = (d,d). (A.31)
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Substituindo a equacao (3.5)) na equagao (|A.31]), obtemos

G = (cos(a)t+sen(a) (cos(¢)n+sen(¢)b),
cos () t + sen (a) (cos (¢) n + sen (¢) b)).

Termos cruzados resultam em zero, logo

G = cos?(a) +sen? () cos® (¢) + sen? (o) sen? ()
G = cos?(a) +sen? (o) ((3052 (¢) + sen® (éb))

=1

G = cos®(a) +sen®(a). (A.32)

Portanto,
G=1. (A.33)

Apés todos os coeficientes determinados, notamos que de fato, eles sao iguais para ambas

as curvas, ou seja,

E=E, F=F e G=G.

Portanto as superficies sdo isométricas.
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