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Resumo

Ao longo deste trabalho sera desenvolvido um modelo que descreve uma forma
de atribuir um valor justo a uma classe de contratos financeiros, cuja principal finalidade
é reduzir a incerteza sobre investimentos de alto risco no mercado de capitais. Nosso tema
dissertard sobre o mercado de derivativos financeiros em opg¢oes de compra e venda do tipo
Européias. Para a modelagem, suporemos que as agoes seguem um processo estocastico
(continuo), enquanto daremos atengao substancial a estrutura binomial (discreta) do pro-
cesso. A esséncia da precificacao justa de opgoes nessa estrutura probabilistica é verificar
a existéncia e a unicidade de uma medida de probabilidade martingale que seja equi-
valente a medida de probabilidade frequencial proposta pelo processo binomial. Esta
caracteristica é basicamente o que constitui o modelo em tempo-discreto de precificacao
de opgoes aqui adotado, conhecido como modelo de Cox-Ross-Rubinstein (CRR). Por
fim, estudaremos o comportamento assintotico dos parametros livres do modelo CRR que
expressam a tendéncia a subida e descida das acoes. Provaremos que, para uma esco-
lha apropriada dos parametros em questao e sobre certas hipoteses economicas o modelo
CRR converge, em probabilidade, para a famosa férmula de Black-Scholes. O principal
argumento na convergencia é garantir que, no limite em termos de probabilidade, a distri-
buigao binomial converge para a distribuicao normal. Como consequéncia, o modelo CRR
pode ser usado como uma aproximacao calculdvel (discreta) do modelo de Black-Scholes.
Concluimos este trabalho apresentado algumas simulagoes numéricas que comprovam a

convergencia do modelo CRR para a féormula de Black-Scholes.

Palavras-chaves: modelo CRR, processo binomial, martingale, precificacao de opgoes
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Introducao

A atmosfera do mercado financeiro é marcada pelo risco e a incerteza do
retorno de investimentos. Com finalidade de proteger investidores imersos neste cenario
instavel, ao longo dos anos aprimorou-se a ideia de um instrumento financeiro que hoje é

conhecido como derivativo.

Uma opcao é um derivativo que confere ao detentor, o direito, mas nao a
obrigagao de comprar ou vender uma quantidade predeterminada de um ativo-objeto.
As opgoes podem ser do tipo Americana ou Européia (as mais tradicionais e utilizadas
no Brasil), a primeira pode ser exercida até a data do vencimento da opgao (data de
exercicio), a segunda apenas na data de exercicio da opgao. A negociagao desse tipo de
contrato financeiro motiva o desenvolvimento extensivo de diversas pesquisas de aplicacao

da matematica.

Em 1973 com a criacao da Chicago Board Options Exchange (CBOE), comegara
a se popularizar negociagoes com opgoes sobre agoes. Desde entao o seu crescimento tem
sido satisfatoriamente animador. A revista Risk (12/97) estimou que o arrecadamento
bruto do mercado de derivativos global foi de $35 trilhdes em 1996. Como contraste, a
revista Financial Times de 7 de Outubro de 2002 informou que o volume arrecadado com

taxas de juros e derivativos foi de $83 trilhoes [13].

Nesta monografia, nossa contribuicao esta pautada na analise e desenvolvi-
mento do modelo de Cox-Ross-Rubinstein de precificagao de opgoes que foi precursor de
uma familia de modelos em tempo-discreto quando ainda surgia a conceituada area de
financas quantitativas. O trabalho esta divido em um capitulo preliminar, cinco capitulos

de desenvolvimento e para concluir dois apéndices, dispostos da seguinte forma:

O capitulo preliminar auxiliard no rigor teérico e na compreensao do modelo
de estudo, para isso sera explorado conceitos da teoria da probabilidade com énfase em
elementos da teoria da medida. Para a contextualizacao e o uso de argumentos economicos

durante o trabalho, apresentamos uma secao dedicada a tépicos selecionados de financas.

No capitulo 2, o leitor ¢ incentivado a conhecer o surgimento e a evolugao de
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modelos de precificacao de opgoes, a sua importancia em cada momento da histéria assim

como os seus principais contribuidores.

No capitulo 3, é apresentado um recurso de grande valor para a area de proba-
bilidade e do calculo estocastico. Os martingales sao processos estocasticos com proprie-
dades essenciais para a precificacao justa de opcoes. Ainda é explorado um caso especial
de martingale que faz a conexao entre o célculo estocastico discreto (andlogo as diferengas

finitas) e o cdlculo estocéstico continuo, as transformadas martingale.

No capitulo 4, é reservado para a construcao de um modelo binomial assim
como a sua respectiva estrutura probabilistica. Em seguida a partir dos trabalhos de
John C. Cox, Stephen Ross e Mark Rubinstein, utilizamos uma condi¢ao de mudanca
de medidas, da medida frequencial do modelo binomial para uma medida martingale,
verificando dessa forma que o modelo CRR é neutro ao risco na precificacao de opgoes

(dentro das hipdteses do contexto em questao).

No capitulo 5, é apresentado a aproximacgao de uma sequéncia de modelos em
tempo-discreto para um modelo em tempo-continuo de precificacdo de opgdes (com as
devidas adaptagoes). As propriedades assintéticas dos parametros livres do modelo CRR
nos levam a uma conceituada formula de precificagao de opgoes, conhecida como férmula
de Black-Scholes. Em especial, teremos a convergéncia da distribuicao binomial para a

distribuicao normal.

No capitulo 6, é apresentado uma verificagao pratica e visual da aproximacao

binomial abordada no Capitulo 5.

Nas conclusoes sao destacadas a importancia das hipoteses adotadas, suas
limitacoes do ponto de vista pratico (em um breve comentério) e a possibilidade de outras
convergéncias de distribuicoes a partir de escolhas especificas dos parametros livres do
modelo CRR. O capitulo é concluido com propostas de extensao deste trabalho com o uso

selecionado da analise numérica aplicado a contratos mais complexos de opgoes.

O apéndice A é uma complementagao das demonstragoes desenvolvidas no
Capitulo 5 com a demonstracao do teorema central do limite de Lindeberg e uma aplicagao

para convergencia da distribuicao binomial para distribui¢ao normal.

O apéndice B ¢é voltado para a implementacao algoritmica do resultados do

Capitulo 6 através do uso de recursos computacionais residentes do software MATLAB.



1 Preliminares

Neste capitulo reuniremos as principais caracteristicas de um contrato de
opcoes, as classes de participantes que atuam no mercado de capitais e a descrigao das
hipéteses estudadas no modelo do Capitulo 5. Destacaremos, em particular, a importancia
economica dos conceitos de arbitragem. Do ponto de vista da teoria de probabilidade
vamos assumir que o leitor esteja familiarizado com o contetido de um curso introdutério

de probabilidade e estatistica, e assim omitiremos algumas provas.

1.1 Consideracoes da teoria de probabilidade

O tratamento que daremos a seguir sobre probabilidade seguird dos conceitos
fundamentais da teoria da medida. Embora nao faca parte dos nossos objetivos aprofundar
nossos estudos sobre a teoria da medida, alguns de seus resultados serao imprescindiveis
para a precificagao neutra ao risco e, consequentemente, para atribuir o preco justo de
uma opcao. Além disso, acreditamos que esta seja uma forma mais elegante de apresentar

a teoria de probabilidade num sentido mais generalizado.

Definicao 1.1.1. Uma colegao Aj de subconjuntos de um conjunto €2 é chamado de uma

algebra em () se:

(i) Qe A,
(ii) Ac Ag= A°=Q — A € Ay,

(iii) A,B € Ag = AUB € A,.

Usando a Definicao 1.1.1 e indugao matemaética, é possivel provar que uma
algebra em () é finitamente fechada na complementagao e uniao de uma familia de sub-

conjuntos de 2. Para mais detalhes veja [11].

Definicao 1.1.2. Uma &lgebra A de subconjuntos de um conjunto €2 é chamado (-4lgebral

INa literatura, a notacdo mais usual para esse termo é g-algebra, porém, faremos essa troca para nao

entrarmos em conflito de definigdo com o parametro do mercado, a volatilidade o.
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em ) se para qualquer sequéncia A, € A, (n € N), satisfaca
J A, eA (1.1)
n=1

O par (2, A) é chamado espago mensuravel.

Observagao 1.1.1. Em algumas situagoes vamos utilizar a (-algebra gerada por intervalos
da reta, ou seja, a menor (-algebra que contém todos os intervalos que é conhecida na

literatura por (-dlgebra de Borel (B) ou ((X) (chamada (-dlgebra gerada por X) [11].

Definicao 1.1.3. Chamamos de semi-anel em {2 a uma cole¢cao & de subconjuntos de 2

quando:

(i) 0 es,
(ii) se Sy e Sy € § entao S1N Sy € 8,

(iii) se Sy C S esta em 8 entdo existem S; € § disjuntos tais que S — Sy = >, Sj, m <

+00.

Chamamos de medida finitamente aditiva a qualquer fungao v definida num

semi-anel 8, tal que v()) =0 e

v(S) :ZV(Sj) quandoS:ZSj; S;, S €8, m< +o0.

m
i=1 j=1

<

De forma semelhante, v é (-aditiva quando:

v (S,) sempre que S = ZS”; Sp, S €8.

1 n=1

K

v(S) =

n

Definigao 1.1.4. Seja (€2, A) um espago mensuravel e uma medida (-aditiva
v:A—[0,00).
O trio (£2,A,v) é chamado espago de medida.

Defini¢ao 1.1.5. Uma medida P em um espago mensuravel (2, A) é chamada medida de
probabilidade se
P(Q)=1.

O trio (2, A,P) é chamado de espaco de probabilidade, o conjunto € é conhecido como

espago amostral e VA € A os seguintes axiomas sao verificados:
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(i) P(0) =0,P(Q) =1,

(ii) P(A) > 0 para todo A,

(iii) Se A, A,, ..., A, sdo disjuntos em , P(U! 4;) = > P(4;) (aditividade finita),
(iii*) Se A, As, ... sdo disjuntos, P(U2 A4;) = >"° P(4;) (aditividade enumerdvel),
(iv) Se BC AeP(A) =0, entao P(B) = 0.

Definigao 1.1.6. Seja (2,A) um espago mensuravel e f :  — R uma funcao. Para

A CR defina f71(A4) :={w € Q: f(w) € A}. Chamamos f (A)-mensurdvel se
f~1(B) € A para todo B € B.

Defini¢ao 1.1.7. Seja (Q,F,P) um espago de probabilidade. Uma varidvel aleatéria X
¢ uma fungao X : Q — R (neste espago de probabilidade em especial, (F)-mensuravel),

tal que X 1(B) = {w € Q: X(w) € B} € F para todo boreliano B € B(R).

Uma representacao naturalmente conhecida de uma variavel aleatéria X é a

sua funcao de distribuicao, definida por:
Fx(z)=P{w: X (w) <z}), r €R.

Definigao 1.1.8. (i) A varidvel aleatéria X é discreta se toma um nimero finito ou enu-
meravel de valores, isto é, se existe {z1, 2, ...} C Rtal que X (w) € {z1,2,...}Vw €

) e satisfaz

Fx(@)=Y P(X=x)= Y pla),

ix; <x i <x

onde p(x;) é chamada funcao de probabilidade (ou de massa) de X.

(ii) A varidvel aleatéria X é continua se existe uma fungao f > 0 tal que

FX(:L'):/ f(t)dt, Vx € R.
Neste caso, dizemos que f é funcao de densidade de X.

Definicao 1.1.9. Variaveis aleatorias X, Xs,... sao ditas independentes sempre que

para A; € Bcomi=1,...,n tivermos

n

P(Mi{Xi € Ai}) = HP ({Xi € Ai}).

=1
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Definigao 1.1.10. A esperanga E de uma varidvel aleatéria X em (Q,F,P) é definida

v E(X) ::/QXdIP’ ou /QX('w) dP (w) .

Como consequéncia imediata da esperanca temos a variancia,
Var (X) :=E ((X - E(X))*) =E (X?) — (E(X))*.

Definicao 1.1.11. Se E(X) é finita, ou seja E|X| < oo, dizemos que a varidvel aleatéria

X é integravel.

Proposicao 1.1.1. Se X1, Xs, ..., X, sao independentes e E|X;| < 00,7 =1,...,n, entdo

E (ﬁx) = ﬁE(Xi).

Demonstracao. Disponivel em [11, pagina 130, Proposicao 3.5]. O

Definigao 1.1.12. Uma medida P em subconjuntos de Borel da reta real (podemos ainda
generalizar para borelianos de espagos euclidianos de ordem mais elevada, R* R3 ...) ¢
absolutamente continua em rela¢ao a uma medida de Lebesgue Q (veja mais informagoes
sobre medida de Lebesgue em [7]) se para todo conjunto mensurével A, Q(A) = 0 implica
que P(A) = 0. Usaremos a notagao Q < P para dizer que P é absolutamente continua em

relacao a Q. Ainda, se P < Q e Q < P, nés chamamos P e Q de medidas equivalentes.

Teorema 1.1.1. (Radon-Nikodym). Dado um espa¢o mensurdvel (Q2,F), se uma medida
C-aditiva Q em (2, F) é absolutamente continua em rela¢ao a uma outra medida (-aditiva
P em (2,5), entao existe uma func¢ao (F)-mensuravel f : X — [0,00) tal que, para

qualquer subconjunto mensurdvel A C X temos:

Q(4) = /A fdP.

dQ

A fungao mensurdvel f € chamada derivada de Radon-Nikodym e € denotada por % .

Demonstracdo. A demonstracao do Teorema de Radon-Nikodym foge do escopo deste

trabalho. O leitor poderad encontrar os detalhes em [7, pagina 265, Teorema 14.10]. [

Para ilustramos um pouco da importancia do Teorema de Radon-Nikodym,

se Q escolhido é uma medida de probabilidade nos borelianos da reta (R), suponhamos

2
com uma distribuigdo normal padronizada Q[X < z] = ffoo \/szﬂe_t? e P os proéprios
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comprimentos da reta (R), dai a derivada de Radon-Nikodym é expressa pela seguinte

fungao densidade de probabilidade:

dQ 1 a2

_ 2 .

dP \ 2T

Um segundo exemplo interessante de destacarmos, agora em equivaléncia de medidas, é
a mudanca de varidveis do célculo. O seguinte teorema pode ser visto em

[7, pagina 205, Teorema 11.25]:

Se f:R? = (—o00,00) é (F)-mensurdvel e f > 0, ou se f é integrdvel relativamente a F,
entao para quase todo r > 0 a funcdo 6 — f(rcosf,rsenf) é (F)-mensuravel em (—m, ),

respectivamente, é integravel, e vale

“+00 ™
dr = 0 0)do | d
Rgf(x) x /0 r(/ﬁf(rcos ,rsend) ) r

(Substituigoes simbdlicas: x = (rcosf, rsend), dx = rdfdr), que é a mudanga em coorde-

nadas polares no R2.

Definigao 1.1.13. Sejam X e Y variaveis aleatérias em (Q, F,P). A esperanca condi-
cional de X dado que Y = y, é a esperanca da distribuicao condicional de X dado que

Y =y, se esta esperanca existir. Ou seja,
E(X[Y = y) = /:z:dFX 2]y = ).

A seguir serao apresentadas algumas propriedades tteis da esperanca condici-

onal, cujas provas estao disponiveis em [11, pagina 115, Propriedades 3.3].
Proposicao 1.1.2. 1. Propriedade basica. E(E(X|Y)) = E(X).
2. Se X = ¢, para alguma constante ¢, entao E(X|Y) = c.
3. Se Xy < Xy entao E(X1]Y) < E(X,]Y).
4. Linearidade. E(aX; + bX35|Y) = aE(X4|Y) + bE(X3|Y).
5. Desigualdade de Jensen. Seja ¢ uma fun¢do convexa. Entdo p{E(X|Y)} < E(p{X}|Y).

6. Teorema da Convergéncia Mondtona. Se X, > 0 e (X,)n>1 cresce para X (X, T X),
entao

E(X,|Y) T E(X|Y).
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7. Teorema da Convergéncia Dominada. Se X,, — X e se existe X integravel tal que
| X,| < Xo, entdo
lim E (X,|Y)=E(X|Y).

n—oo

Proposicao 1.1.3. Se X ¢é uma varidvel aleatoria integrdvel em (Q, F,P) e G é uma (-

dlgebra em ) tal que § C F, entdo existe uma varidvel aleatoria integrdvel (G)-mensurdvel

m (Q,F,P), E(X|9), tal que
/E(X|9) .dIP:/Xd[P
A A

para todo A € G. Além do mais, se Y ¢é qualquer varidvel aleatéria integrdvel (G)-

/YdIP’ /Xd]P’

para todo A € G, entio Y = E(X|9) quase certamente em (€2, G, P).

mensurdvel satisfazendo

Demonstragao. Disponivel em [9, pagina 187, Proposic¢ao 8.7]. O

Definicao 1.1.14. Sejam X1,..., X, X varidveis aleatorias, nés dizemos que X,, con-

verge para X em probabilidade se para todo € > 0,
P(|X, — X| >¢€) — 0, quando n — 0.
Notagao: X, 5 x.

Definicao 1.1.15. Sejam X7,..., X, X varidveis aleatorias, nés dizemos que X,, con-
verge para X quase certamente se P(X,, — X quando n — oo) = 1, isto é, se o evento
Ay = {w : X,(w) - X(w)} é de probabilidade 1. Podemos notar que a convergéncia

quase certa é uma convergencia pontual.

Observagao 1.1.2. Se uma propriedade é mantida em toda parte de uma determinada
algebra exceto em um conjunto de medida de Lebesgue nula, entao nés dizemos que esta
propriedade se mantém em quase toda parte (ponto de vista da teoria da medida). Se
uma propriedade é mantida em toda parte de uma determinada algebra exceto em um
conjunto de probabilidade zero, entao nés dizemos que esta propriedade se mantém quase
certamente (ou com probabilidade 1, ponto de vista da teoria da probabilidade). Veja
mais informacgoes sobre medida de Lebesgue e propriedades quase toda parte e quase

certamente em [11, 7].
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Definicao 1.1.16. Sejam X,..., X, X varidveis aleatérias com, respectivas fungoes de
distribuicao, Fi,...,F,, F. X, converge em distribuicao para X, quando n — oo, se

F,(x) — F(z) para todo x ponto de continuidade de F'. Notacao: X, BXouF, B F

Definicao 1.1.17. Se X ¢é uma variavel aleatoria com fungao de distribuicao F', sua

fungao caracteristica ¢ (ou ¢y caso seja necessario enfatizar X) é

[e.9]

¢ (t):=E (e") :/ e dF (z), t € R.

—00

A seguir serao apresentadas algumas propriedades tteis de funcao caracteristica,

cujas provas estao disponiveis em [11, pagina 224].
Proposicao 1.1.4. 1. A func¢ao caracteristica é limitada por 1: |px(t)| <1, Vt € R.
2. A funcgao caracteristica assume o valor 1 no ponto 0: px(0) = 1.
3. ox(t) = px(—t), onde @ é o complexo conjugado de ¢ (se c = x+1y, o seu complezo
conjugado € ¢ = x — iy).
4. px € uniformemente continua na reta.
5. Se X eY sdo independentes, entao oxiy(t) = ox(t) - oy (t), Vt € R.
6. Se Y =aX +b, entio py(t) = epx(at).
7. Se E|X|" < 00, entdo px possuin deriwadas continuas e

o) (1) = /(z‘x)’“e”XdFX (@), k=1,2,...,n.

Teorema 1.1.2. (Teorema da continuidade de Paul Lévy) Sejam Fi, Fs, ... funcgoes de
distribuicdo e @1, @, ..., respectivamente, suas fungoes caracteristicas. Se @, converge

pontualmente para um limite © e se ¢ € continua no ponto zero, entao

(a) eziste uma funcdo de distribuicio F' tal que F,, converge fracamente para F' e

(b) ¢ € a fungao caracteristica de F.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado foge aos objetivos deste trabalho. O

leitor interessado pode consultar [11, pagina 237, Teorema 6.2]. ]

. A o . D
Observagao 1.1.3. Se uma sequéncia de variaveis converge em distribuicao, X,, = X,

dizemos que as respectivas funcoes de distribuicao, Fl, , convergem fracamente para F.
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O proximo resultado desempenha um papel fundamental em nosso trabalho,
assim apresentaremos a demonstracao do mesmo, que foi retirada de [11, pagina 234,

Teorema 6.1].

Teorema 1.1.3. (Teorema de Helly-Bray) Sejam F, F\, F;, ... fun¢oes de distribui¢do.

Se F,, converge fracamente para F', entdo

n—oo

/ g(2)dF, () — [ g(x)dF (z)

para toda fun¢ao g continua e limitada (g : R — R).

Demonstracao. Para —oo < a < b < o0,

b b b

‘/ngn—/nglgl/ngn—/ngn /ngn—/ng‘—i-
ab a a

/ng—/ng

Seja ¢ = sup |g(x)| < oo (por hipdtese), e seja € > 0. Como

zeR
[I[:’/ ng+/ ng‘
—00 b

§/ ch+/ cdF
—00 b

=c(F(a)+1—F (b)),

+

def

+ =I1+11+1I1.

podemos escolher a e b pontos de continuidade de F' tais que
I <c¢(F(a)+1—-F(b)) <e,

pois F'(a)+1— F(b) = 0 quando a — —o0 e b — +00, e basta escolher a suficientemente
pequeno e b suficientemente grande (os pontos de continuidade sdo densos [10]). Para
esses valores de a e b, temos
[g/ Can+/ cdF, =c(F,(a)+1—=F,(b) —c(F(a)+1—-F (b)),
b

oo n—00

logo I + III < 2¢ para n suficientemente grande. Ao verificarmos I vemos que g é
uniformemente continua em [a, b] pois é continua em um compacto, logo podemos escolher
2o, T1, ..., oy tais que (i) a = g < 21 < -+ < xy = b, (ii) os x; sejam pontos de

continuidade de F, e (iii) |g(z) — g(z;)| < € para todo = € [z;,x;44], 1 =0,1,...,N — 1.
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Entao:
s (g (22) — ) {Fn (2101) — Fo (1)} < / g ar, @) <
< (9 () + ) {Fu (wi0) = F (20)} M,
me ™ (g m) = O (F (@) = F)} < [ g(@)dF (@) <
< (g(x:) + ) {F (2ip1) — F (z)} & M,
Portanto,

Tit1 Ti41
Myp; — M; < / gdF, — / gdF < My, —my,

parat=0,1,2,..., N — 1. Somando, temos

b b N-1
a a =0

Quando n — oo, temos m,; — m; e M,; — M;, porque os x; sao pontos de continuidade

=2

-1

Il
=)

%

de F' e I, converge fracamente a F. Logo,

Z = M) 22 ~ (m = M) = =26 (F () — F () > 2,
) (M —mi) — OOZ (M; — m;) = 2¢ (F (b) — F (a)) < 2e.

Portanto, para todo n suficientemente grande,

b b
—36</ ngn—/ gdF < 3e.

Logo, |fngn — fng| < be para todo n suficientemente grande, para todo e, isto é,
[ gdF, — [ gdF. O]

Observacgao 1.1.4. Se X, B x , entao decorre do teorema acima que para toda g continua

e limitada: Eg(X,,) — Eg(X).

Corolério 1.1.1. (a) Sejam Xy, X, ... varidveis aleatorias. Se ¢x, (t) — p(t) Vt € R,
e se @ € continua no ponto zero, entao ¢ € funcao caracteristica de alguma varidvel

aleatoria, digamos ¢ = px, e X, RS X,

(b) Segpxn()—>62 vVt € R, entao X, —>N(O 1).
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Demonstracao. (a) De fato estamos reescrevendo aqui o teorema da continuidade de Paul
Lévy pois dado as variaveis aleatérias X, X, ..., X,, com suas respectivas funcoes
de distribuigao, Fi, Fy, ..., F,. Se ¢x, (t) — ¢x(t) Vt € R e px(t) é continua no
ponto zero, entao existe uma F' tal que F,, — F fracamente (o que é equivalente a

. D , ~ .
dizer que X,, = X) e ¢x é a fungao caracteristica de F.

(b) Como ¢y, (t) converge para a funcao caracteristica ¢(t) = e2 para todo t € R
continua em t = 0, pelo item (a) tudo o que precisamos fazer é provar que a fungao
2
caracteristica da distribui¢do normal padrao é dada por p(t) = ez

Seja X ~ N(0,1). Entao

px ()= [ s ()

1 o0 t 5
— ite—x? /2
= e dz
V2T /_oo

= (completando o quadrado) =

1 N2
—12/2 / —(z—it)*/2 4 —t2/2
=€ y— (& r =€ >
\ 2

onde verificamos a ultima equagao da seguinte maneira:

0 n n—it
/ e~ @=*/2qy = lim e =it/ 2y — (fazendo z = x — it) = lim e 724z
oo n—oo [_ n—oo |

n—it
Podemos agora definir os seguintes intervalos de integracao (para n fixo e t > 0):
L = [-n—it,n—it], Iy = [n —it,n], Iy = [-n,n], Iy = [-n —it,—n]. Como a

—22/2

fungao f(z) =e é analitica no plano complexo C, o Teorema de Cauchy [1] diz

que a integral de f sobre qualquer curva fechada da zero. Logo para t > 0,

/ e 2dz + / e 2dz — / e 2dz — / e Mz =0,
I I I3 14

isto é,
n—it ) ) n ) )
/ e ? /Zdz:—/ e ? /2d2+/ e ? /2d2+/ e * %4z
—n—it I -n Iy
Como
" 2 &0 2
/ e U 2dt —s e 124t = 2,
—n n—oo J_ o
basta que

/622/20326 / e 2
I Iy

tendam a zero quando n — oco. Para t < 0, o método é analogo, a unica diferencga

é que os sentidos de Iy e I, se invertem. Alids, é suficiente notar que X simétrica
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= ¢x(t) = px(—t). Para t = 0 temos o caso trivial.

Provaremos que
)
/ e *2dz — 0;
I

para o intervalo I, a prova é andloga. Como o comprimento do intervalo Iy é ¢,

basta provarmos que

2
max e * /% =0

z€Iy

quando n — oo.

Para z =n —is, onde 0 < s < ¢, temos

2 2

. _ .2 2_,2 2 .
22 =n?—5s%—2nsi, e 22 _ o(s7-n?) /2 nsi.

Como |e’| = 1 Vt, temos |e~*"/2| = e(*=7*)/2_ Portanto,

max 6_32/2‘ = ()2 g,
z€I> n—oo
[l
Teorema 1.1.4 (Teorema Central do Limite de Lindeberg). Sejam X1, X, ... varidveis
aleatérias independentes tais que B(X,) = p, e Var(X,) = o2, onde 02 < oo e pelo

menos um o2 > 0. Sejam F, = F¥,,

sn =+/Var(S,) =+/o?+ -+ 02.

Entao para que
Sn —E(Sy)

AN (0,1) quando n — oo,
Sn,

¢ suficiente que a sequinte condi¢cao, chamada condicao de Lindeberg, seja satisfeita:
1 n

Ve >0, lim — Z/ (x — pp)* dFy (z) = 0.

n p—1 Jlz—pr|>esn

Em outras palavras, se a condicdo de Lindeberg € satisfeita, vale a convergéncia normal.

Convidamos ainda o leitor a ver a demonstragao do Teorema Central do Limite

de Lindeberg no Apéndice A, pois esse resultado sera essencial para capitulo 5.

Para concluir a se¢ao observamos que o tratamento aqui expresso por variaveis
aleatérias poderia ser generalizado (de maneira nao tao intuitiva, diga-se de passagem)

por vetores aleatdrios, aos interessados ver [11, 13].
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1.2 Consideracoes de economia e financas

Definicao 1.2.1. Um derivativo é um contrato financeiro cujo valor na data de expiracao
T é determinado exatamente pelo pre¢co de um ativo-objeto (também conhecido como

subjacente) no tempo T (dentro de um intervalo de tempo [0, 77).

Neste trabalho, nos deteremos aos derivativos que sao opcoes e eventualmente
adotaremos agoes como ativo-objeto. Interessados em modelos dos demais derivativos
podem consultar em [6, 14].

Uma opgao é um instrumento financeiro que confere ao investidor o direito
mas nao a obrigacao de fazer a transacao de uma quantidade a um preco especifico de
um determinado ativo-objeto. Esse direito pode ser de compra (Call) ou venda (Put).

Existem diversos estilos de opgoes, dentre eles:

e Opcao Européia - uma opgao que pode somente ser exercida na data de expiracao.

e Opcao Americana - uma opc¢ao que pode ser exercida em qualquer momento da

negociacao, antes ou na data de expiracao.

e Opcao Bermuda - uma opcao que pode ser exercida somente em datas especificas

durante o periodo de contrato.

e Opcao Asiatica - uma opcao cujo o pagamento é determinado pela média do preco

do subjacente durante algum periodo de tempo preestabelecido.

e Opcao Barreira - qualquer opc¢ao que tenha como principal caracteristica que o preco
do subjacente deve passar uma certa “barreira”(limite) antes que o instrumento

possa ser exercido.

e Opcao Binaria - uma opg¢ao “tudo ou nada” que paga a quantia total se o subjacente
satisfaz uma condigao previamente definida na expiragao ou, caso o contrario, expira

sem valor.

e Opcao Exotica - qualquer opgao dentre uma ampla categoria de opgdes que pode

incluir estruturas financeiras complexas.

e Opcao Vanilla - qualquer opgao que nao é exética.
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Nos préximos capitulos dedicaremos nossa atencao a opcoes Européias do tipo

Vanilla.

Definigao 1.2.2. Uma opc¢ao de compra (Call) C' (S(t),t) do tipo européia sobre um ativo
S(t) é um documento que dé o direito, mas nao a obrigagao, ao seu detentor de comprar
uma unidade do ativo-objeto pelo preco de strike (ou exercicio) K na data de vencimento
T que é o tempo de expiracao da opcao. A opcao de compra da ao seu detentor um
beneficio,

max (S(T) — K, 0) (1.2)

Definigao 1.2.3. Uma opgao de venda (Put) P (S(t),t) do tipo européia sobre um ativo
S(t) é um documento que d4 o direito, mas nao a obrigagao, ao seu detentor de vender uma
unidade do ativo-objeto pelo preco de strike (ou exercicio) K na data de vencimento T'

que € o tempo de expiracao da opcao. A opcao de venda da ao seu detentor um beneficio,
max (K — S(T),0) (1.3)

Observagao 1.2.1. Na bolsa de valores brasileira as opgoes de compra de ac¢oes tém o estilo

americano, e as opcoes de venda sao negociadas no estilo europeu.

O comprador (titular) de um ativo-objeto tem uma posi¢ao de compra no
contrato ou long position e o vendedor (lan¢ador) tem uma posicdo de venda ou short
position. O investidor que opera um determinado ativo-objeto no modo long position
tem a esperanca de que o preco do ativo tenha uma alta, pois ele possui o ativo, e com
isso espera que valorize. Por outro lado, quem opera no modo short position espera
que o mercado tenha uma queda, pois ele tem a obrigagao de devolver o ativo-objeto ao
titular, caso ele escolha exercer o seu direito de compra. A seguir, estao representadas
graficamente as expectativas do titular do contrato, long call (compra de uma op¢ao de
compra) e long put (compra de uma opgao de venda), e as expectativas do langador do
contrato, short call (venda de uma opgao de compra) e short put (venda de uma opgao de
venda), a partir do lucro das opgoes em fungao do prego do ativo-objeto na maturidade

do contrato:
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Share Price at Maturity i
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Figura 1.1: Comportamento de uma opcao de compra - payoff

(beneficio ou retorno) C=max(S(7) — K, 0)

=]

Profit

(=]

Profit

Share Price at Mamuity

Sprr'ﬂr Short Put
L 3

Figura 1.2: Comportamento de uma opcao de venda - payoff

(beneficio ou retorno) P=max(K — S(7),0)
Podemos classificar os negociantes de derivativos em trés classes distintas:

e Hedgers - eles usam o mercado para se protegerem contra as oscilacoes dos precos dos
ativos, cambio, taxa de juros etc. Hedging é uma tentativa de reduzir a exposicao

ao risco que uma companhia ja enfrenta.

e Especuladores - eles sao atraidos aos mercados pelos investidores ou hedgers que nao
desejam carregar custos e preferem transferir riscos, criando assim condigoes mais
atraentes de precos. A sua principal preocupacao é aumentar capital, nao receita
de dividendos. Tanto pode comprar e vender no mesmo dia, como especular com
empreendimentos de curto prazo. Estes agentes tém um papel fundamental para o

funcionamento do mecanismo destes mercados, pois lhes confere liquidez.
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e Arbitradores - eles procuram tirar proveito de variacoes na diferenca de preco entre
dois ativos ou entre dois mercados, ou das expectativas futuras de mudancas nessas

diferencgas.

Ao discutirmos a precificacao de opgoes para um caso idealizado, certas hipoteses
devem ser feitas sobre o mercado financeiro. De um modo geral, nosso modelo é regido

da seguinte forma:

e Nao ha custos ou taxas de transacoes.
e Nao ha restrigoes para vendas a descoberto.

e Nao ha diferenca entre o preco de oferta de um ativo para o preco de demanda do

mesmo, bid-ask spread.

e As transacoes de compra e venda realizadas pelos investidores nao tem nenhum

efeito sobre o mercado, price taker.

Observagao 1.2.2. E importante frisarmos que as preferéncias e gostos individuais dos par-
ticipantes do mercado nao sao levadas em consideracao, tudo que assumimos é a hipotese
fraca da qual estes participantes optam por escolhas de maior retorno, lucratividade, e

com isso um crescimento no consumo sem acréscimos de custos sempre sera aceito.

A esséncia do sentido técnico da arbitragem é a possibilidade de garantir um
lucro sem exposicao ao risco. Caso contrario, oportunidades de obtencao de lucro a
baixo risco conduziriam o mercado a desordem, consequentemente teriamos um modelo

desordenado. Para ilustrarmos o assunto acima:

Exemplo 1.2.1. Considere um investidor que atua no mercado de modo que trés ativos
financeiros sao negociados: titulos B (como poupanga, ativos de baixo risco), agoes S
e opgoes de compra (Call) do tipo europeu C' com prego de exercicio K = 1 sobre a
acao. O investidor pode investir hoje, tempo ¢ = 0, nos trés ativos financeiros e deixar
seu investimento aplicado até o tempo ¢ = T para com isso obter o retorno desejado.

Assumiremos que os precos (R$) correntes dos ativos financeiros sao dados por,
B(0) = 1,5(0) = 1,¢(0) = 0,2
e que em ¢t = T podem haver dois cendrios: uma alta com pregos (R$)

B(T,u) =1,25,5(T,u) = 1,75,C(T,u) = 0,75,
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e uma queda com pregos (RS$)
B(T,d) = 1,25, S(T,d) = 0,75,C(T, d) = 0.

Nosso investidor tem um capital inicial de R$25,00, e se divide conforme a

tabela 1.1 abaixo:

Ativo financeiro | Quantidade Valor total em R$
Titulo 10 10,00
Acao 10 10,00
Call 25 5,00

Tabela 1.1: Portfélio original

No tempo t =T o portfélio original apresentard um retorno:

Cenario | Titulo Acao Call Total

Alta 12,50 17,50 18,75 48,75
Queda | 12,50 7,50 0 20,00

Tabela 1.2: Retorno do portfélio original

Agora vamos considerar o seguinte portfélio reestruturado:

Ativo financeiro | Quantidade Valor total em R$
Titulo 11,8 11,80
Acgao 7 7,00
Call 29 5,80

Tabela 1.3: Portfdlio reestruturado

Este novo portfélio exige um investimento de apenas R$24, 60, nos poupando

R$0,40 em relagao ao portfélio original com o mesmo retorno conforme a tabela 1.4.

Logo a situacao de mercado acima caracteriza uma possibilidade de arbitragem.
Podemos observar ainda que o arbitrador pode realizar essa operacao em uma escala tao

grande quanto o possivel. Desta forma o mercado nao pode alcancar um equilibrio.
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Cenério | Titulo Agao Call Total

Alta | 14,75 12,25 21,75 48,75
Queda | 14,75 5,25 0 20,00

Tabela 1.4: Retorno do portfélio reestruturado

Outra relacao importante para nossos propésitos é a paridade call-put, uma

relagdo entre o ativo-objeto e as respectivas opgoes de compra C' (call) e venda P (put):

Proposicao 1.2.1. A paridade entre os precos do subjacente S e as opgoes de compra e

venda do tipo européia sobre determinadas agoes que nao pagam dividendos é dada por:
S+ P(S,t)—C(S,t)=Ke ™ (1.4)

Demonstracao. Consideremos um portfélio que consiste de uma ag¢ao, um short position

em uma opgao de compra (call); descrevemos o valor deste portfélio por V' (t). Entao:
V(t)=St)+P(t)—C(t)

para todo t € [0,T]. Na expiragao, temos:

Onde,
(S(T) — K)” :=max{K — S(T),0} e (S(T) — K)* := max {S(T) — K,0}.

Este portfdlio desta forma garante um pagamento K no tempo de exercicio 7.
Para assegurarmos que nao havera oportunidades de arbitragem, o valor do portfélio em
qualquer tempo t deve corresponder ao valor do pagamento K descontado de uma taxa

de juros r livre de risco em T, isto é, V (T') = Ke (T, O
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2 Mercado de Opcoes: um passeio pela
historia

Neste capitulo apresentaremos um pouco da importancia e evolugao dos mode-
los de precificagao de opgoes que conhecemos hoje. Para entendermos melhor como cada
hipotese foi sendo incorporada ao longo da historia, dando origem a diferentes modelos,
vamos acompanhar os principais acontecimentos no mercado financeiro sobre contratos
de investimentos futuros, desde o seu possivel criador, Tales de Mileto, até nomes que
impulsionaram buscas por fundamentos mais tedricos tais como: Bachelier, Samuelson,
Fischer Black, Robert C. Merton, John C. Cox entre outros expoentes da area de Financas

Quantitativas.

2.1 A origem dos primeiros contratos de opcoes

A primeira mencao a conceitos robustos de opc¢oes pode ser encontrado no livro
de Aristételes, A politica, publicado em 332 a.C. Inconformado com as criticas atribuidas
ao seu colega filésofo Tales de Mileto, Aristoteles destacou em sua obra a engenhosi-
dade de Tales que utilizou sua habilidade como astronomo para prever certas condigoes

meteoroldgicas, afim de predizer o acontecimento de uma grande colheita de oliva.

Na época Tales nao tinha dinheiro suficiente para comprar prensas de extracao
de azeite, entao ele investiu todo seu dinheiro em um acordo na forma de um contrato que
lhe garantia o uso de todas as prensas da regiao na préxima temporada. Quando chegou
a periodo de colheita de oliva a demanda por prensas subiu a niveis jamais vistos. Assim,
Tales foi capaz de vender o seu direito de uso das prensas por um 6timo negocio, ainda
melhor do que se ele tivesse comprado as prensas. Talvez sem saber Tales havia criado o

primeiro contrato de opcao.

As opgoes voltaram a aparecer durante um grande evento no mercado finan-
ceiro que ficou conhecido como Tulipa Mania em 1636. As tulipas foram importadas da

Turquia para a Europa em 1500. No inicio do século 17, as tulipas tornaram-se destaque
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internacional por sua beleza e forma e como a demanda por bulbos alcancou altos niveis,
produtores e negociantes comecaram a trabalhar com contratos de bulbos de tulipas. O
comprador de um contrato de tulipas era legalmente obrigado a comprar os bulbos em
um prazo predefinido. Hoje em dia este fato é conhecido em financas como contratos de
futuros [14]. Em 24 de fevereiro de 1637 o parlamento holandés anunciou que todos os
contratos de futuros escritos depois do dia 30 de novembro seriam interpretados como
opcoes, ou seja, caso o prego atual do mercado de bulbos caisse os compradores poderiam
optar por pagar uma multa e renunciar o seu recebimento, em vez de pagar o prego total
do contrato. Diversas pessoas especularam que o preco dos bulbos continuariam a cres-
cer, inclusive muitas delas hipotecaram suas casas e seus negdcios afim de alavancar seus

lucros.

Pouco tempo depois a bolha estourou abatendo principalmente a economia
holandesa, e mediante a esse desastre financeiro muitos culparam as opcoes por suas

perdas.

2.2 Surgem novas ideias em financas quantitativas

O inicio do século 20 trouxe diversos nomes inspiradores para a teoria de fi-
nancas, em especial para o seu aspecto quantitativo que ainda estava dando seus primeiros
passos. Louis Bachelier, hoje também conhecido como o pai dos métodos mateméaticos em
finangas afirmou em sua tese de doutorado, Théorie de la Speculation [21], que a evolugao
das flutuacoes nos precos das acoes negociadas na bolsa de Paris tratava-se na verdade

de um processo aleatério dado pela solugao da equacgao diferencial estocastica [12],

onde p € a tendéncia (drift) de S;, anualizada, e o é o termo que representa a volatilidade
da agdo. O termo {W(t,w),t > 0}, ou {W,;,t > 0}, representa um processo estocastico
que satisfaz a condi¢ao de média zero e variancia A, (tal que A; pode ser visto como a
variagao do prego da agao entre os instantes t e t+A;). Ao revisar os estudos de Bachelier,
o economista Paul Samuelson encontrou um equivoco econoémico notavel. A hipdtese que
sugere que a evolucao das agoes segue um Movimento Browniano Aritmético (2.1), implica

que o preco das acoes podem ser negativos ferindo o seguinte principio:

Defini¢ao 2.2.1. (Principio de Responsabilidade Limitada) O acionista pode perder no
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maximo o montante que investiu inicialmente S(t = 0) = Sy > 0.

Com isso Samuelson propos que o preco das acoes deveriam seguir um Mowi-

mento Browniano Geométrico (2.2), que é solugdo da equacao diferencial estocéstica,

dS; = 11 (t) Sdt + o () S,dW;, S(t=0) =S, > 0. (2.2)

O ano de 1973 foi o divisor de dguas as financas quantitativas. O primeiro des-
taque foi a criagao do Chicago Board of Options Exchange, contribuindo definitivamente
para a padronizacao dos contratos de opcao de compra e, pela primeira vez na historia, as
opcoes se tornaram acessiveis a populagao de uma maneira geral. Com o estabelecimento
da Options Clearing Corporation (OCC) como regulador dos contratos negociados, uma
estrutura eficiente foi posta em pratica restando apenas um obstdculo para uma aceitacao
generalizada de op¢ao: um modelo de precificacao bem definido de op¢oes, pois ainda nao

havia métodos aceitos, tornando a precificagao arbitraria.

O segundo destaque, ainda em 1973, deve-se aos economistas Fischer Black
e Myron Scholes com a publicacao do artigo The Pricing of Options and Corporate Li-
abilities [18] e ao economista Robert C. Merton com a publicacdo do artigo Theory of
Rational Option Pricing [19], proporcionando uma andlise tedrica de contratos de opgao
pelos quais os autores receberam o prémio Nobel de Economia de 1997, [14]. O Modelo
de Black-Scholes (as vezes apresentado como Black-Scholes-Merton) calcula o valor justo
de mercado de uma opcao do tipo européia para um determinado ativo-objeto, sobre a

hipétese de que exista um mercado perfeito com as seguintes caracteristicas:

O preco de uma agao segue um Movimento Browniano Geométrico com tendéncia

(drift) p e volatilidade o constante.

e Nao ha custos ou taxas nas transagoes. Todos os titulos sao perfeitamente divisiveis.

Nao ha pagamento de dividendos durante a vida do derivativo.

Nao ha oportunidades de arbitragem sem risco.
e O comércio de titulos é dada de forma continua.

e Nao hé restricoes para a venda a descoberto.

A taxa de juros livre de risco r é constante e igual para todos os vencimentos.
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Sob as hipoteses acima, Black e Scholes provaram que o preco justo de uma

opcao deveria seguir a dinamica dada pela equacao diferencial parcial

aC (t, S) oC (t,8) 1 , ,0°C(t,S)
T +7rS 5w T30 S 552 =rC(t,9), (2.3)

onde t pertence ao periodo de negociacao [0,T], C' é o preco de uma opgao de compra do
tipo européia, S é o titulo de renda varidavel de alto risco (acdo), o é a volatilidade do
titulo (ac@o) e r é a taxa de juros livre de risco. Usando a rica teoria de EDP’s, Black e

Scholes mostraram que a solu¢ao da EDP (2.3) é dada por

C(t,8)= SN (dy) —e " TYVKN (dy), (2.4)
_log (S/K) + (r + 0?/2) (T —t)

dy = T (2.5)

d2:log(S/K)+(r—02/2) (T —t) (2.6)

oVvT —t

onde K é o preco de strike da opgao, S > 0 e t € [0,T]. Detalhes desta dedugao podem

ser vistos em [16]

Neste trabalho, nos ateremos a uma abordagem ligeiramente diferente, onde o
mercado nao segue um modelo continuo, mas sim um modelo discreto. Provaremos que,
a abordagem discreta converge fracamente para a férmula de Black e Scholes no Capitulo

D.

2.3 As contribuicoes de Cox-Ross-Rubinstein

A férmula de Black e Scholes fez muito sucesso no mercado financeiro, bem
como, foi extensivamente estudada. Este estima o valor de uma opg¢ao sobre o tempo
de forma continua. De algumas notas de aula de John C. Cox, Stephen Ross e Mark
Rubinstein, surgiu o modelo CRR que ao contrario do modelo de Black-Scholes, estima o
valor de uma opgao sobre o tempo de forma discreta, seguindo a estrutura de uma arvore
binomial. O modelo CRR foi publicado no artigo Option Pricing: A simplified approach
[17].

Embora os modelos binomiais sejam computacionalmente mais lentos que a
formula de Black-Scholes, estes modelos sao particularmente mais precisos para opcoes
de longo prazo sobre subjacentes com pagamento de dividendos. Por estes motivos,
varias versoes do modelo binomial sao amplamente usadas por profissionais do mercado

de opgoes.
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2.4 Resultados modernos e tendéncias para pesquisas

em opcoes

O ano de 1997 foi o ano da consagracao maxima para a bela férmula de Black-
Scholes, proporcionando aos seus criadores o prémio Nobel de Economia. Esta foi uma
época que todas as negociagoes financeiras se resumiam a uma unica formula fechada
e simples, mas poucos se questionaram sobre quais circunstancias a férmula de Black-
Scholes continuava vélida. A verdade é que esta féormula é uma aproximacao 1util mas

possui algumas limitagoes, tais como:

e Superestimar movimentos extremos do ativo-objeto.

e A hipdtese do instante, tal que a negociacao a baixo custo produz risco de liquidez,

o que torna dificil a operacao de hedge.

Apoés a crise financeira ocorrida 1987 conhecida como Black Monday, analis-
tas encontraram um certo padrao no mercado financeiro que explicava o carater irre-
alista da féormula de Black-Scholes. Ao contrario do que se acreditava, a volatilidade
atrelada as oscilagoes dos ativos que fora considerada como constante na equagao de
Black-Scholes possuia uma dinamica. Para explicar tal dinamica, diversos modelos sur-
giram. Alguns exemplos sao os modelos que consideram a volatilidade como uma fungao
do prego do ativo-objeto e do tempo (Modelos de Volatilidade local), Modelos de Volatili-
dade FEstocadstica e Modelos de Volatilidade Smile. As principais linhas de pesquisa em Fi-
nancas Quantitativas trabalham com modelos similares, com focos especificos em conexao
com diversas areas da matematica como Otimizacao, Teoria do Controle e Programacao
Dinamica, Problemas Inversos, Equagoes Diferenciais Estocdsticas, entre outras. Para

maiores detalhes, veja [22].
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3 Processos estocasticos em tempo-discreto

Neste capitulo trabalharemos com a ideia de fair game, definiremos o que sao
martingales e como podemos explorar a suas caracteristicas em um modelo justo de preci-
ficacao de opgoes. O capitulo é concluido com a adaptagao dos martingales que pertence

a uma abordagem probabilistica que é analoga ao caso discreto do calculo estocastico.

3.1 Informacao e Filtracoes

O conhecimento de determinadas informagoes afetam diretamente nossas es-
colhas no dia-a-dia. No ambiente corporativo e financeiro nao é diferente. A tomada de
decisoes ¢ extremamente sensivel ao menor sinal de mudanca do mercado. Logo, o uso e a
manipulacao de informagdes (disponiveis de forma legal) é um alvo constante de analistas

e demais agentes economicos.

Neste trabalho nos restringiremos a situagao mais simples, tal que com o passar
do tempo novas informacoes se tornam disponiveis a todos os agentes, atualizando suas
informagoes continuamente. Podemos expressar em linguagem matematica este fluxo de
informagoes com um conceito conhecido como filtracao. Um exemplo natural da modela-
gem do fluxo de informagoes pode ser representada pelas (-algebras; logo uma sequéncia

de (-dlgebras F = {F,, : n=0,1,2,...}, que é crescente:
gjncgjn+17 (n:0,1,2,...),

indica a informacao disponivel no mercado, por &,, no tempo n. Daqui em diante, Fy
representard a informagao inicial (se nao houver nenhuma, tomaremos Fo = {0, Q}, a

(-dlgebra trivial). Além disso,

Foo := lim F, = ¢ (U&z) ,
representard todas as informagdes que noés ainda iremos ter acesso (a “(-algebra do
apocalipse”). Eventualmente utilizaremos a notagao F ao invés de F,,. Uma familia
F:={F,:n=0,1,2,...} é chamada de filtra¢do; um espago de probabilidade que inclui

uma filtragao, (€, F, F,P), é chamado de base estocdstica ou espago filtrado.
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3.2 Uma visao geral sobre Martingales

O espago de probabilidade (2, F,P) e a esperanca condicional E(X|B), nos
dao o instrumental necessario para lidar com situacoes estaticas envolvendo aleatorie-
dade. Contudo, em situagoes dinamicas, tais como a evoluc¢ao no tempo, é importante

redefinirmos essa estrutura.

Um processo estocastico X = {X,, : n € I} é uma familia de varidveis
aleatérias, definidas em um espago de probabilidade comum, indexado pelo conjunto
I. Para o nossos propdsitos, I representard o tempo tal que I = {0,1,2,...,T} serd
0 nosso horizonte finito de negociagoes e I = {0, 1,2,...} serd o nosso horizonte “infinito
hipotético” de negociagdo. O processo estocastico X = (X,,)0, é adaptado a filtragdo
F= ()2, se X, é (F,)-mensurdvel Vn. Entao se X é adaptado, nds teremos conheci-

mento do valor de X,, no tempo n. Se
Fn=C(Xo, Xq,...,X,)

dizemos que (F,,) é a filtragao natural de X. Na notacao que utilizamos para uma variavel
aleatéria X sobre (Q,F,P), X (w) é o valor que X assume para o evento w € 2. Para
o processo estocastico X = (X,,), X, (w) torna-se o valor que X assume para o evento

w € Q no tempo n, também denotado por X (n,w).

Agora facamos uma breve pausa para discutirmos o que sao fair games? Como
o proprio nome sugere, tratam-se de jogos que oferecem as mesmas condigdes para cada
um de seus participantes. Embora a ideia seja subjetiva (podemos encontrar diferentes

definigbes do termo justo), vamos apresentar a seguir um bom exemplo de um fair game.

Considere um jogo de azar realizado entre dois jogadores, Antonio e Carlos.
Se o0 jogo é favoravel ao Antonio, entdo a soma das suas vitérias, E(V},), serd no minimo
tanto quanto a de Carlos; isto é, E(V4) > E(V¢). Por vitérias ndés queremos dizer ganhos
liquidos, e assim noés subtraimos qualquer perda e tratamos uma perda como uma vitoria
de quantidade negativa. Se o jogo é favoravel ao Carlos, entao E(Vi) > E(Vy4). Parece
razoavel dizer que o jogo ¢é justo se é favoravel a ambos os jogadores. Por essa linha de

raciocinio podemos concluir que
E(Vy) =E(Ve).

Se as apostas feitas por Antonio e Carlos sao S4 e S¢, respectivamente, entao a receita

total (Rt) do jogo serd S4 + Sc. Se a saida total (St), que é a soma de todos os ganhos



3.2 Uma visao geral sobre Martingales 33

liquidos dos jogadores é também S4 4 S¢, nés dizemos que o jogo é um jogo de soma zero.
Com isso,

E(V.) + E(Ve) = Rt — St = 0.

Logo
E(V4) =E(Ve) = 0.

A reciproca é verdadeira. Podemos resumir os fatos acima da seguinte forma:

Proposicao 3.2.1. Um jogo de soma zero é um fair game se e somente se o ganho

esperado de cada jogador € zero.

A essa altura estamos prontos para estudar um dos principais tipos de processos
estocdsticos: os martingales. Estes processos se caracterizam por modelar fair games em
apostas - situacoes onde hd muita aleatoriedade, mas ha uma tendéncia de estabilidade,

na qual as possiveis influéncias tendem a se cancelar em média.

Definicao 3.2.1. Um processo X = (X,,) é chamado martingale relativo a ({F,},P) se

(i) X é adaptado a {F,},
(ii) E|X,| < oo para todo n,

(iii) E(X,|Fn-1) = Xs_1, P — quase certamente (n > 1).

Ainda, X é um supermartingale se no lugar de (ii7)

E(X,|Fn-1) < X,—1, P — quase certamente (n > 1).
X é um submartingale se no lugar de (ii7)

E(X,|Fno1) > X1, P — quase certamente (n > 1).

Exemplo 3.2.1. Suponha que (X,,) seja uma quantia acumulada por um apostador apds
n lancamentos de uma moeda nao-viciada, onde o apostador ganha um R$1,00 se a moeda
sai cara e perde R$1,00 se a moeda sai coroa. A quantia condicional esperada do apostador
depois do proximo teste, dado a historia, é igual a quantia presente. Esta sequéncia é um

martingale.
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Exemplo 3.2.2 (Martingale de De Moivre). Agora suponha que o jogo com uma moeda
viciada, com probabilidade p de apresentar cara e probabilidade ¢ = 1 — p de apresentar
coroa. Seja

Xn+1 :Xn:l:]_

W

com “4” no caso de cara e no caso de coroa. Seja

Y, = (q/p)*".

Entao (Y;,)5%, é um martingale com relacao a (X,)5,. Pois,

E(YnJrl‘Xl, . 7Xn) =p (q/p)X"Jrl +q (q/p>Xn71
=p(q/p) (¢/p)*" +a(p/q) (a/p)™*"

=q(q/p)*" +p(a/p)*" = (¢/p)*" = Yn.

Proposicao 3.2.2. Se (X,,)%2, € um martingale em (0, F, F,P), entdo

n=0

para todo n e m.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.1.2,

E<Xn) = /K;XndIP): /QE(Xn+1|3:n> = /ﬂXn-‘rldP:E(Xn—&-l)-

Porisso E(X,,) = E(X,+1) = E(X,42) = - - = E(X,,,) para todo m e n. O mesmo poderia

ser feito para valores de m menores que n. O

A importancia dos martingales para a precificacao de opcoes fica evidente
quando o comparamos com um processo que nao é martingale. Mesmo que o valor deste

processo (X,,) qualquer satisfaga a condicao
E(X,) = E(X,11).

O conhecimento do resultado a priori pode ser capaz de reduzir a incerteza dos resultados
futuros. Assim, o valor esperado do préximo resultado da conhecimento do resultado
presente e todos os resultados a priori podem ser maiores que o resultado atual se uma
estratégia vitoriosa é usada. Martingales excluem a possibilidade de uma estratégia vito-

riosa baseada na histéria dos jogos (eventos, ou informagoes de um modo geral).
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3.3 Transformada Martingale

Imagine agora uma série de investimentos especulativos em tempo discreto.
Nao ha nenhuma a¢ao no tempo n = 0; ha diversas agoes ou tomadas de decisao no tempo
n=1223,...,¢€
AX, =X,— X,
representam os nossos ganhos liquidos por aplicagao no tempo n.

Chamamos um processo C' = (C,,)22; de preditivo se C,, é (F,,—1)-mensuravel
para todo n > 1. Pense em C,, como a aplicagdo do investimento no tempo n (podemos
ver que Cy nao é definido, pois nao hé aplicagdo no tempo 0). A preditividade diz que
vocé deve decidir quanto aplicar no tempo n baseado na histéria (informagao disponivel)

anterior a n. Os retornos no tempo n sao C,AX,, = C,(X,, — X,,_1). Assim o total dos

retornos é dado por

Yo=Y CAXy=> Cp(Xp—Xp1).
k=1 k=1

Também usaremos as notagoes
Y=CeX, AY, =C,AX,

((C'® X)y =0 pois S»_, é vazio), e chamamos C e X de transformada martingale de X

por C.

Teorema 3.3.1. (i) Se C' é um processo preditivo nao-negativo limitado e X é um su-

permartingale, entao C' e X € um supermartingale nulo em zero.

(ii) Se C € limitado e preditivo e X € um martingale, entao C ® X é martingale nulo em

ZEero.

Demonstracao. Y = C e X é integravel, pois C' é limitado e X ¢é integravel. Portanto,

E (Yn - Yn—1|?n—1> =E (Cn (Xn - Xn—l) ’?n—l)
= Cn]E ((Xn - anl) |9:n71)

<0
no caso (i), pois C' > 0 e X é um supermartingale,

=0

no caso (ii), pelo fato de X ser um martingale. ]
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Lema 3.3.1. Uma sequéncia adaptada de varidveis aleatdrias reais integrdveis (X,,) € um

martingale se e somente se para alguma sequéncia preditiva limitada (C),),

E(ZCkAXk> =0 (n=1,2,...).
k=1

Demonstragao. Se (X,) é um martingale, Y definido por Yy = 0,

k=1
¢ a transformada martingale C' ® X, logo é um martingale. Agora E(Y;) = E(CiE(X; —

Xo)) = 0 e nés podemos ver que por indugao que
E (Yn—i-l) =E (On—H (Xn—i—l - Xn)) +E (Yn) =0.

Reciprocamente, se a condicao do lema ¢ satisfeita, escolha um j fixo, e para qualquer
conjunto A (F;)-mensurdvel defina C,, = 0 paran # j+1 e C;4; = 14. Entao (C),) é
preditivo e como por hipdtese E(> 7, CyAXy) =0,

E (14 (Xj31 — X;)) = 0.

Desde que isto seja verdade para todo conjunto A € J;, a definicao de esperanca condi-
cional implica que

E(Xjnl%;) = X;.

Desde que isto seja verdade para todo j, (X,,) é um martingale. O

Embora nao faga parte dos nossos objetivos discutir mais detalhes sobre trans-
formadas martingales, é importante que o leitor tenha em mente a imagem desse topico
como um analogo discreto do célculo estocastico. As transformadas martingales dominam
a teoria matematica de financas em tempo-discreto, tal como as integrais estocésticas do-
minam a teoria matematica de financas em tempo-continuo. Dessa forma temos aqui o
caso do céalculo das diferencas finitas e a passagem do caso discreto para o caso continuo

é escrita como

AY, = C,AX, — dY, = CidX,,

onde os termos do lado direito dY, dX sao os diferenciais estocasticos. Para mais detalhes

sobre o calculo estocéstico, veja [12].
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4 O modelo proposto por
Cox-Ross-Rubinstein

Comecamos o capitulo caracterizando um modelo de probabilidade para um
portfélio formado por um titulo de renda fixa e uma acao que descreve um processo bi-
nomial. Com isso veremos que a estrutura de um modelo CRR nos leva a uma medida
martingale equivalente a medida frequencial do processo binomial, o que consequente-

mente resultara em um modelo de precificacao livre de arbitragem.

4.1 A construcao do modelo

A partir de agora vamos trabalhar com um modelo do mercado financeiro
cujo periodo de negociacao é dado por t = 0,1,...,7T e que consiste de dois subjacentes
bésicos. O primeiro trata-se de um ativo de baixo risco, um titulo de renda fixa B que
produz uma taxa de juros livre de risco r > 0 em cada intervalo de tempo [t,¢ + 1], isto
¢,

B(t+1)=(1+rB(t), B(0)=1.
Como este titulo estd nitidamente em uma progressao geométrica com razao (1+ r), temos

que a contribuicdo para o processo de precificacdo é B (t) = (1 +7r)",t=0,1,...,T.

O segundo trata-se de um ativo de maior risco agregado ao investimento, uma

acao S cuja a contribuicao para o processo de precificacao é,

1+u)S(t babilidade p,
S(t+1) = (1+u)5() com probabilidade  p com —1<d<u,Sy)€eR].

(14d)S(t) com probabilidade 1 —p,

onde u representa o indice de tendéncia a subida (upper) e d representa o indice de

tendéncia a decida (down).
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S(1) = (14 ©)S(0)
5(0)

S(1) = (1 + d)S(0)

Figura 4.1: Diagrama de um processo binomial de um periodo de negociagao

Definimos os retornos esperados da agao como,

S(t+1)

Z({t+1):= S

~1,¢t=0,1,...,T —1.

Estamos interessados em estabelecer um modelo probabilistico considerando o

processo de retornos Z(t), t = 1,...,T como varidveis aleatérias definidas nos espagos de
probabilidade (€, F,, ]f”t) com
Q = Q = {d,u},
= P(Q) = {0, {a}, {u}, O},
P, = PecomP({u})=p, P({d}) =1—p, pe(0,1).
Nestes espacos de probabilidade podemos definir

Z({tu)=ueZ(t,d) =d, ondet=1,2,...,T.

Observagao 4.1.1. A escolha que adotamos para o processo de retornos Z(t) segue das
ideias de Samuelson (Capitulo 2). Ele percebeu que ao invés de olharmos para a dinamica
do prego absoluto de S(t), seria mais interessante focarmos na variagao relativa dos pregos,

AS(t)/S(t) (onde AS(t) := S(t+ 1) — S(t)), que traz mais informagao.

Para exemplificarmos isso, considere uma variacao de R$1,00 sobre um titulo
de R$20,00. Certamente que a mesma variacao de R$1,00 sobre um titulo de R$200, 00

¢ muito menos significativo.

Desde que sejamos capazes de escrever o preco da agao como

S(t):S(O)ﬁ(lJrZ(T)), t=1,2,.. .1,

=1
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as defini¢coes anteriores sugerem que usemos como modelo probabilistico do subjacente
referente ao mercado financeiro o espaco produto (2, F,P) [8] , isto é,

Q=0 x---xQp =0T = {d,u}7,
com cada w € € representando os sucessivos valores de Z(t). Assim cada w € § é uma
T-upla w = (W, ...,0r) e W € Q = {d,u}. Para a (-dlgebra nés usamos F = P(Q) e a

medida de probabilidade é dada por
P({w}) =P ({un}) x - x Pr ({wr}) = P ({wi}) x - x P({wr}).

Agora ja podemos redefinir (com um certo abuso de notagdo) as varidveis

aleatérias Z(t),t =1,...,T em (Q, F,P) por
Z (t,w) = Z (t,wy) .

A definigao acima por espaco produto expressa a realizacao de t ensaios independentes de
um experimento bésico, caracterizando um experimento composto. Logo podemos notar
que as fungoes mensuraveis Z(t), t = 1,...,T tem a mesma distribuigao para cada t, pois
trata-se de uma sequéncia de repetigoes do mesmo experimento. Como as Z(t) dependem

de ensaios independentes, elas sao independentes com
P(Z(t)=u)=p=1-P(Z(t)=4d).
Para modelar o fluxo de informacao do mercado nds usamos as filtracoes bésicas
Fo ={0,0Q} (¢ — algebra trivial)
Fo=C(Z),....Z()=C(S(1),...,S(t),
Fr=F =P (Q) (classe de todos os subconjuntos de ().

Observagao 4.1.2. Esta construcao enfatiza que processos binomiais de multiplos periodos
de negociacao podem ser vistos como uma sequéncia de processos binomiais de um tnico
periodo de negociacao, em outras palavras podemos relacionar o espaco produto com

processos estocasticos.

4.2 Precificacao neutra ao risco em um modelo CRR

Agora vamos apresentar o modelo de mercado CRR, assim como as devidas
garantias para um processo de precificagao de opgoes, ou seja, mostraremos que o modelo

CRR ¢é completo e livre de arbitragem.
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Definigao 4.2.1. Um numéraire é um processo de precificagao (X (t))L,, que é estrita-

mente positivo para todo t € {0,1,...,T}.

Os resultados apresentados a seguir sao de grande importancia para a validacao
do nosso modelo, destacando a existéncia e unicidade de uma medida martingale em
relacao a estrutura probabilistica previamente apresentada. As respectivas demonstracoes
seguem argumentos economicos robustos e extensos. Embora fundamentais, fogem do

escopo deste trabalho.

Teorema 4.2.1. O mercado M € livre de arbitragem se e somente se existe uma medida
de probabilidade P* equivalente a P (medida frequencial da estrutura probabilistica do
mercado), tal que o processo de precifica¢ao descontado S (preco da agao vezes um fator

de desconto predefinido) é um (P*)-martingale.

Teorema 4.2.2. O processo de precificacao de qualquer derivativo X cujos retornos podem,
ser replicados por um portfélio de ativos financeiros é dado pela Formula de Precificacdo

Neutra ao Risco
mx () =) E (X -B(T)|F,) Vt=0,1,...,T, (4.1)
onde B* € o operador esperanca com relagio a uma medida (P*)-martingale equivalente.

Teorema 4.2.3. Um mercado M livre de arbitragem € completo se e somente se hd
uma unica medida de probabilidade (P*) equivalente a (P) tal que os pregos dos ativos

financeiros descontados sao martingales.

Como consequéncia dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.3,

Teorema 4.2.4 (Teorema Fundamental da Precificacao de Ativos). Em um mercado M

completo e livre de arbitragem, hd uma iunica medida (P*)-martingale equivalente.

Essencialmente, um modelo CRR é um processo que depende de um portfélio
(B, S) semelhante ao desenvolvido na se¢ao anterior porém com fatores de alta e queda
do mercado apropriados (definidos na Proposigao 5.2.1). O Teorema Fundamental da
Precificacao de Ativos 4.2.4 indica que devemos entender a estrutura de uma medida
martingale equivalente no modelo CRR. Portanto de agora em diante usaremos a contri-

buigao do processo de precificacdo B(t) como um numéraire. Nossa primeira tarefa serd
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encontrar uma medida martingale equivalente Q tal que Z(1),..., Z(T) permanecam in-
dependentes e identicamente distribuidas, isto é, uma medida de probabilidade QQ definida

na medida produto por uma medida Q em (€, F) tal que Q({u}) = ¢ e Q({d}) =1 —q.

Proposicao 4.2.1. 1. Uma medida martingale Q para o preco da acdao descontada S

exriste se e somente se

d<r<u. (4.2)

2. Se a equagao (4.2) € vdlida, entao hd uma inica medida caracterizada por

(4.3)

Demonstragdo. Desde que S(t) = S(t)B(t) = S(t)(1+7)", nés temos Z(t+1) =

Sg(;l) —-1= (%) (1+7)—1. Entao, o preco descontado <5’ (t)) serd um Q-martingale

se e somente se parat=0,1,...,7 —1
. - S(t+1
EQ [5(t+1) |33] — 5 (t) & E2 (%) 5| =1 ER[Z(t+1) |5 =
Mas como vimos na segao anterior Z(1),...,Z(T) sao independentes entre si e por isso

Z(t+1) é independente de F; = ((Z(1),...,Z(T)). Logo
r=EQ[Z(t+1)|F)=E2Z(t+1)]=uQ(Z({t+1)=u)+dQ(Z(t+1)=d) =ug+d(1—q)

que é a média ponderada de u e d; a relacao de igualdade acima é satisfeita se e somente se
r € [d,u]. Como Q é equivalente a P (medida frequencial do processo) e IP é estritamente
positiva, r = d, u sao descartados. Para provar a unicidade e encontrar o valor de ¢ basta
observarmos que sobre (4.2)

ug+d(l—q)=r

tem solugao unica, o que conclui a demonstragao. O

Corolario 4.2.1. O modelo Coz-Ross-Rubinstein é completo e livre de arbitragem.

Demonstragao. Por (5.2.1) existe uma medida martingale equivalente. Agora, do Teorema

4.2.1 segue que o modelo ¢ livre de arbitragem.

Pelo Teorema 4.2.3 e da unicidade da Formula de Precificagao Neutra ao Risco

(4.1) sobre (4.2), obtemos que o modelo CRR é completo. O
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Proposicao 4.2.2. O processo de precificacao neutro ao risco de um derivativo X em

um modelo CRR € dado por

mx (t) = B (t) E? ((%) |33) vt=0,1,...,T,

onde EQ € o operador esperanca com relagdo a medida martingale equivalente tinica Q

(r=d)
(u=d)’

caracterizada por q =

Demonstragao. Segue diretamente da Férmula de Precificagao Neutra ao Risco (4.1), pois

o modelo CRR é completo e livre de arbitragem. O

Para simplificar nossas operacoes apresentamos um formato compactado para
precificagao de uma opgao do tipo européia X = f(Sr) para todas as fungoes limitadas
f:R—=R,

T

Fap) =" |ra-p 7 (s0+uy(0+a77)

=0 \ J
Podemos observar que j,7 — j é o numero de vezes que Z(i) toma os dois
possiveis valores d,u, e é valido notarmos que F,(x,p) é uma estimativa adequada ao

processo de precificagao binomial. Veja mais detalhes do desenvolvimento binomial em

17].

Corolario 4.2.2. Considere uma op¢ao do tipo européia com data de expiracao T dado
por X = f(St). O processo de precificagao livre de arbitragem mx(t),t = 0,1,...,T da

op¢ao € dada por (assuma T =T —t, também conhecido como tempo ao vencimento)

mx () = (1L+7) 7 F (Siq). (4.4)

Demonstrag¢ao. Lembre que
t
S =sO[[a+2z(m) t=12...T

e pela Proposicao (5.2.2) o prego mx(t) da opgao X = f(Sr) no tempo t é

mx (t) = (L+7) T VEL £ (S(T))|9]

f (s 0 ] a+ Z(z‘))) |7,

i=t+1

f (S(t) 11 (1+Z(i))>

i=t+1

=(1+r)"FE(5(t),q).

= (1+r) TYEL

= (147) T IEQ
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]

No6s usamos a regra da propriedade de independéncia de esperangas condi-
cionais na penultima igualdade acima. Ela é aplicavel pois S(t) é (F;)-mensurdvel e
Z(t+1),...,Z(T) sao independentes de F;. Uma consequéncia imediata é o processo
de precificagdo para opgao de compra do tipo européia, isto é, X = f(Sr) com f(z) =

(x — K)*.

Corolario 4.2.3. Considere uma opgao de compra do tipo européia com data de expiracao
T e com prego de exercicio K sobre uma a¢ao S. O processo de precificagao livre de
arbitragem wo(t),t = 0,1,...,T da op¢ao € dada por (novamente assuma T =T —t, o

tempo ao vencimento)

)

e =0+ T -0 (SO 0+ - )
j=0 \ J

Para obtermos a opc¢ao de venda do tipo européia, usamos o mesmo argumento

ou a relacao de Paridade Call-Put (1.4).
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5 A férmula de Black-Scholes como
aproximacao do modelo binomial

O grande destaque deste capitulo esta na convergéncia em distribui¢oes de
probabilidade. Para isso vamos adaptar um modelo de precificagao em tempo-continuo
para o nosso modelo CRR em tempo-discreto, e em seguida verificar o resultado assintético

dos parametros adotados.

5.1 A extensao do modelo CRR para miultiplos periodos

de negociacao

Ja sabemos as caracteristicas probabilisticas de um processo binomial de um
modelo de precificacao de derivativos em tempo-discreto. Agora vamos analisar novamente
um ativo de baixo risco, um titulo de renda fixa B e um ativo de alto risco, uma acao S
porém observando-os em um intervalo continuo de tempo [0,T]. Para transferirmos uma
estrutura de tempo-continuo para dentro de uma estrutura binomial faremos os seguintes

ajustes:

Primeiro, para cada termo n-ésimo de uma sequéncia de modelos CRR obser-
vamos que hd um nimero predeterminado k,, de datas de negociagao. Vamos definir A,, :=
T

. e dividir [0,7] em k, subintervalos de comprimento A, I; = [jA,, (j + 1)A,],j =

0,...,k,—1. Fixaremos r, como as taxas de juros de baixo risco sobre cada intervalo I;,
e por isso a contribuicao do titulo de renda fixa para o processo de precificacao é dado
por

B(tn,j)=04r), j=0,... kn.

Em tempo-continuo a contribuicao do titulo de renda fixa para o processo de precificacao

Tt

dado uma taxa a vista r > 0 é B(t) = ™. Afim de fazermos uma aproximacdo em

tempo-discreto, vamos escolher r,, tal que

147, =™ (5.1)
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Em seguida modelamos os retornos S(t, j+1)/S(t,,;) da agdo por uma familia de varidveis

aleatérias Z,,;; 1 =1,...,k,; n=1,2,... tomando os valores {d,, u,} com

para algum p,, € (0, 1), que relaciona a tendéncia p (drift) e a volatilidade o > 0 da agao.

Desta forma a contribuicao da acao para o processo de precificacao é

J
Sn(tn7]) :Sn(O)H(1+Zn,z)> jzoalaakn

i=1

Chamamos uma sequéncia finita Z,, = (Zm)f;l de drvore ou malha. E impor-
tante destacarmos que para cada n nds conseguimos diferentes contribuicoes da acao para
os processos de precificagdo discreto S, (t) e que em geral estes processos nao coincidem
em uma unidade de tempo comum. Por fim, como é do nosso interesse modelos do mer-
cado financeiro livres de arbitragem e que possuam probabilidades neutras ao risco, pela

Proposigao (5.2.1) sao satisfeitas as relagoes abaixo
o d, <r, < uy,
o p, = (rn—dpn)/ (up —dy).

Portanto os tnicos parametros que podem ser escolhidos livremente no modelo sao os

fatores u,, e d,.

5.2 Parametros de modelos binomiais e suas propri-

edades assintoticas

Assumindo a taxa de juros livre de risco r dada, por (6.1), os graus de liberdade

restantes sao obtidos a partir das escolhas de u,, e d,,. Usaremos as seguintes escolhas:
14u, =eV2 1+d,= (1+u,) ' = e~Vhn,

Logo as probabilidades neutras ao risco sao dadas por
A _ —oVA,
o= Tp—d, €e°r—e™?
n un _ dn eo'\/An _ e*O’\/An )

(5.2)

Agora podemos precificar as opgoes em cada modelo CRR usando o operador

esperanca com relacao a medida martingale equivalente caracterizada pelas probabilidades
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p:. Em particular vamos calcular o prego mo(t) no tempo ¢t de uma opgao de compra do
tipo européia sobre uma acao S com preco de strike K e data de expiracao T pela férmula

do Corolério (5.2.3). Definindo
a, = min{j € No|S (0) (1 +u,)’ (1 +d,))" 7 > K7}, (5.3)

podemos reescrever a férmula do Corolédrio (5.2.3) para ¢ = 0 no n-ésimo modelo CRR

Ccomo
k
n |k, , » . »
me(0)=(L+r) S | e (1 ph) (5 (0) (14w (1 4 dy) — K)
Jj=an ]
k j kn—j
~ [ P Ph (L4un)\? (1 =p;) (L4d) "
=so 30 7 ) () ()
= j 1+7r, 1+r,
IR Ry S -
Jj=an ]

Denotando a fungao de distribui¢ao cumulativa binomial com parametros (n, p) por B™?(.),

vemos que a expressao do segundo parénteses €
Bkn»pn (an) — 1 _ Bknypn (an> .

Lema 5.2.1. Sejam p; medidas de probabilidade. Se o fator u, = Vi _1er, =

eAn —1, n=12,..., entdo
o pn(ltuy)
" 147,

também sao medidas de probabilidade.

Demonstracao. Vamos explorar as propriedades de p,, e verificar que de fato tratam-se de

medidas de probabilidade. Primeiro note que pela definicdo An = =, no limite n — oo

Eu
os comprimentos An tendem a zero.
oV An rAn _ ,—oVAn
o p: (1 4 un) B e (6 e > B eax/An-i-rAn -1 B
Pn = 1+, o eoAn (eo\/An _ e—U\/An) o eoVAn+rAn _ orAn—ovAn o

/éfa\/ﬂ <€U An <_1 + ea\/ﬂJrrAn)) e’ An—rAn (_1 + eaerrAn)

/é—o An (erAn (_1 + 620\/A7n)) o -1+ 620&

(tomando o limite n — oo, conseqiientemente An — 0, temos uma indeterminagao do
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tipo %, entao aplicamos a regra de L’Hospital)

d(eo An (_1+60\/E+TA77,)>

— dAn _
d(e’“An (714’620\/@))
dAn

5"

U By G 20e20VAn _ geoVAn—rAn 4 9020V Bny [N 1 g1
An—0 2 \an=0  ge20Vhn — p\/An + rv/Ane2oVin 2 4

[]

Usando a notacao que nés temos do n-ésimo modelo CRR para precificagao de

uma opc¢ao de compra do tipo europeu no tempo t = 0:
7 (0) = S, (0) B (a,) — K (1+ 1) 7" BEPi (a,,) . (5.4)

E bom ressaltarmos que os subjacentes S, (t) sdo dependentes de n, mas S,(0) = S(0)

para todo n.

Proposicao 5.2.1. A relacdo limite abaizo € satisfeita:

lim 7 (0) = 725 (0)

n—oo

com 785 (0) dado pela férmula de Black-Scholes (onde S=S(0))
759 (0) = SN (dy (S,T)) — Ke "' N (dy (S, T)). (5.5)

As fungoes dy (s,t) e dy (s,1) sao,

log (s/K) + <7’+ %z)t

oVt ’

log (s/K) + (7’ — %)t
oVt

e N(.) € a fun¢ao de distribui¢ao cumulativa normal padrao.

dl (S, t) =

dg (S,t) = d1 (S,t) —O'\/Z:

Demonstragao. Desde que S, (0) = S, basta mostrarmos que

i lim B (a,) = N (dy (S, T)),

n—oo
ii lim B* " (a,) = N (dy (S, T)).

n—o0

Para mostrar (i) podemos interpretar

BFnbn (an) =P(a, <Y, <k,)
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com (Y,,) uma sequéncia de varidveis aleatérias com distribuigao binomial com parametros

(kn,Dn). A ideia agora é normalizarmos Yy,

? — Yn —E (Yn) _ Yn - knﬁn _ 2521 (Bj,n - ﬁn)
VVar (V) kb U=pn)  Enpn (1= pn)

onde Bj,,j =1,...,k,;;n = 1,2,... sao variaveis aleatérias independentes de Bernoulli

com parametro p,. Agora usando o teorema central do limite (Corolario A.0.1 do Apéndice
A - Teorema Central do Limite) nds sabemos que para «,, — v e 3, — :

lim P (0, < ¥, < B,) = N (8) = N ().

n—oo

Por definicao

a, — k: p/\n k/'n I J— p/\

knﬁn (1 - ﬁn) ! V knﬁn (1 - ﬁn) .

Pelo o que vimos no Lema 6.2.1

lim p, = =
n—oo

lim &, (1 —2pn) VA, = T (Z n E)

n—oo

Definindo a,,, dado (5.3), como

. log (K/S) + knovA,
" 20V A,

log(K/S)+knovVAn

knpn
lim o, = lim 20@ =

— lim log (K/S) + ok,vA, (1 —2p,)
n—oo 20—\/knAnﬁn (1 - ﬁn)
log (K/S) — (7“ + ”—22) T

- — = —d, (S,T).

Podemos ainda ver que,

e
dan B = Jiam, Vo (1= ) = +o0.

Entao N (5,) — 1,N(a,) — N(=dl) = 1 — N (dl), o que completa a prova de (i).

Para provar (ii) podemos fazer uma argumentagao andloga e chegarmos a
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parametros o e (3 com p, substituido por p}. Usando as relacoes de limite de ma-

neira analoga a anterior,

lim pflzl ILm kn(1—2pfl)\/An:T<%—£>.

n—o00 2’

Dai é facil ver que

. . ' log(K/S)—i—Ukn\/An (1—2}?2)
lim o) = lim

log(K/8)~ (r-5)T (ST,

ovT
e -1
lim 8 = lim \/k’n (pr) (1 —pf) = +o0.
n—oo

n—oo

Desta forma concluimos a prova de (ii). O

Podemos dizer informalmente que a adaptacao do modelo CRR para uma
estrutura em tempo-continuo nada mais é que um modelo de Black-Scholes discreto. Fa-
zendo uma breve mengao ao modelo de Black-Scholes continuo, a contribuicao do processo
de precificagao da ac¢do S(t) nesse caso tem caréter estocastico e é modelado por um movi-
mento browniano geométrico [12]. Os caminhos amostrais deste processo estocdstico sao
quase todos continuos e a lei de probabilidade de S(¢) em qualquer tempo t é lognormal.
Em particular, no tempo T a distribuigao de log{S(T)/S(0)} é N(Tu,Tc?), onde pu é a
tendéncia (drift) e o é a volatilidade da ac¢@o. Pela forma que construimos nossa sequéncia

de modelos CRR,

kn
log %((g;) = Z log (14 Z,,),

=1

onde log(Z,, ;) representa varidveis aleatdrias de Bernoulli com

P <log (1+ Zns) = a\/A_n> —p=1-P <log (1+ Zn) = —0\/A_n.>

Pelo teorema central do limite, log S"(((;‘g) devidamente normalizada converge em distri-

buigao para variaveis aleatérias com distribuicao normal padrao. Usando raciocinios si-

milares podemos ver que

lim log SST’L ((g;) ~ N (T (T — 02/2) ,TO'2) ,

Sn(T)
5(0)

isto é, log é no limite normalmente distribuida. Pela nomenclatura de convergéncia
fraca de medidas, dizemos que as medidas de probabilidade P induzidas pelas distri-
buigoes de log S, (T)/S (0) convergem para a medida de probabilidade Q induzida por

N(T (r —o?/2),Tdo?).
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Proposigao 5.2.2. Seja X um derivativo da forma X = h(S(T)) com h uma fungdo
real uniformemente continua limitada. Denotando por m'y e mx os precos de X no tempo
t = 0 do n-ésimo modelo de Black-Scholes discreto e do modelo de Black-Scholes continuo,
respectivamente. Entao

lim 7% = 7x.
n—o0

Demonstragao. Se reescrevermos a féormula de precificagao de derivativo de opgoes usando

o operador esperanca em relacao a medidas de probabilidade neutras ao risco, temos
v =E" (h (S, (T))) = /th”, respectivamente
mx =E2(h(5(1) = [ haQ

(desde que a (-dlgebra seja a trivial em ¢ = 0, podemos usar a esperanga ao invés da
esperanga condicional). O resultado agora se resume ao Teorema de Helly-Bray (Teorema

1.1.4) sobre as fungoes de distribuigao correspondentes as medidas P" e Q. O
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6 Simulacao computacional da aproximacao
binomial

Neste capitulo veremos a representagao grafica da convergéncia do modelo
CRR desenvolvida no Capitulo 5. A seguir, considere como caso 1 a negociagdo de uma
opcao de compra do tipo européia com preco de exercicio igual a R$30,00. Na figura 6.1,
o prego corrente da a¢ao no inicio do contrato é R$25,00 (OTM!) com volatilidade de
25%. Na figura 6.2, o preco corrente da a¢ao no inicio do contrato é R$30,00 (ATM?) com
volatilidade de 25%.

Convergéncia do Modelo CRR para a solugio da formula de Black-Scholes {OTM)
Prego de Exercicio = 30, Pre¢o da Agéo = 25
0.66 T T T T

—CRR
BL:

0.64 - =

06+ "MM]‘[MMI‘H\AMMM S TTIETTIIT) \
ruw \lwv L{LA (AL i e » u

Preco da Opcéo

0.54 | | \ \ \
0 50 100 180 200 250 300

Mimera de Passos

Figura 6.1: aproximacao binomial para uma acao OTM

YUma opgao Out of The Money pode ser uma opgao de compra cujo prego de exercicio (strike) encontra-
se acima da cotacdo do ativo-objeto ou uma op¢ao de venda cujo preco de exercicio (strike) encontra-se

abaixo do valor da cotagao do ativo-objeto
2Uma opgao (compra ou venda) é At The Money quando o preco de exercicio (strike) encontra-se

muito préximo do valor da cotacao do ativo-objeto
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Convergéncia do Modelo CRR para a solugédo da formula de Black-Scholes {ATM]
Precgo de Exercicio = 30, Prego da Agao = 30
27 T T T T

265

26 =

285 nMMMMMMMMMMMMMMMMAMMm.r. m
TR

25— —

Preco da Opgéo

2451 =

| | | | |
o a0 100 160 200 250 300

Mimero de Passos

Figura 6.2: aproximagao binomial para uma agao ATM

Como caso 2, considere a negociacao de uma opcao de compra do tipo européia
com preco de exercicio igual a R$30,00. Na figura 6.3, o preco corrente da acao no inicio
do contrato é R$25,00 (OTM) com volatilidade de 75%. Na figura 6.4, o prego corrente
da agao no inicio do contrato é R$30,00 (ATM) com volatilidade de 75%.

Convergéncia do Modelo CRR para a solugio da formula de Black-Scholes (OTM)
Prego de Exercicio = 30, Prego da Agédo = 25
T T T T
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Figura 6.3: aproximacao binomial para uma acao OTM
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Convergéncia do Modelo CRR para a solugédo da formula de Black-Scholes {ATM]
Precgo de Exercicio = 30, Prego da Agao = 30
T T T T
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Figura 6.4: aproximacao binomial para uma acao ATM

Na situacao OTM é perceptivel a diferenga causada por mudancas bruscas
do mercado, enquanto que a situacao ATM parece ter boa absorcao das variacoes de
volatilidade. E valido notar também que a situacao OTM tem como caracteristica padroes
periédicos, enquanto que a situacdo ATM parece ser reversivel a média. Estes fatos
despertam interesse do ponto de vista da andlise numérica e areas afins, o que motiva

uma extensao futura para este trabalho.
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7 Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido uma base tedrica de probabilidade fortemente
influenciada pelos fundamentos da teoria da medida, com a finalidade de assegurar a
boa definigdo de uma estrutura probabilistica dinamica, processos estocésticos (ao me-
nos no sentido discreto, assim como o seu respectivo espago filtrado), e as relagdes entre
medidas em um espaco mensuravel de forma a evidenciar a diferenca entre um modelo
binomial genérico e o modelo CRR na precificacao justa de derivativos. Por fim, embora
implicito, foram apresentados casos particulares de convergéncia de medida (em especial
a convergéncia de fungoes de distribuigao de probabilidade).

A principio foram exploradas as nogoes bésicas sobre processos estocasticos,
com um destaque aos martingales. Com a caracteristica de nao preditibilidade (as in-
formacoes a priori “carregadas” pelas filtracoes do processo estocastico nao reduzem a
incerteza sobre eventos futuros), os martingales fazem parte do elemento principal da
precificacao justa de derivativos, a aversao ao risco.

A existéncia e unicidade de medidas martingales equivalentes nem sempre po-
dem ser verificadas, pois ha certas limitagoes no uso da hipdtese do mercado ser completo
(de fato, em mercados regidos por modelos de tempo-continuo nao é possivel replicar todo
o conjunto de derivativos).

O modelo de precificacao almejado pela proposta do trabalho, modelo CRR,
segue diretamente dos resultados anteriores aplicados a uma estrutura probabilistica for-
mada por um ativo de alto risco (agdo) e um de baixo risco (titulo de renda fixa). Ainda,
a condi¢ao do modelo CRR nos ensina como fazer a equivaléncia de medidas.

A aproximagao binomial para a féormula de Black-Scholes tem varias inter-
pretacoes interessantes. A férmula de Black-Scholes em sua demonstracao original foi
obtida através da solugao de uma equacao diferencial parcial (meio deterministico) e nés
vimos que é possivel chegar na mesma férmula através de um modelo probabilistico (meio
nao-deterministico), unindo duas das principais caracteristicas da matematica. Outro
ponto importante é que temos nessa situacao uma aplicacao real do teorema central do

limite com a convergeéncia fraca da distribuicao binomial para a distribuicao normal.
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7.1 Consideracoes finais

No decorrer deste trabalho vimos a importancia entre uma medida martin-
gale e uma medida frequencial na precificacao de opgoes por condigcoes de equivaléncia.
As propriedades dos martingales representam um processo justo de precificacao binomial
em um modelo CRR. Transformadas martingales nés dizem como passar do caso discreto
para o caso continuo no calculo estocéstico.

Finalmente, nés podemos observar que, dado a hipdétese do mercado ser com-
pleto (todo derivativo pode ser replicado por um portfélio), diferentes escolhas dos fatores
de subida e descida do mercado conduzem a novas convergéncias (no sentido fraco) em
distribuicao. Por isso é razoavel dizer que outras formas de precificacao de opgoes po-
dem ser encontradas, por exemplo, Processos de Precificagio de Opgoes com Saltos [13]

(distribuicao de Poisson).

7.2 Trabalhos futuros

Devido as propriedades computacionais dos modelos em tempo-discreto de
precificacao de opcoes, muitas pesquisas relativas a andlise numérica estao presentes nos
mais diversos segmentos financeiros do mercado de capitais. Isso nos motiva a darmos

continuidade a este trabalho da seguinte forma:

e Estudo aprofundado em métodos computacionais como Simula¢ao de Monte Carlo e
M¢étodos das Diferencas Finitas direcionados a financas quantitativas, implementacao
computacional de modelos binomiais (assim como as suas varia¢oes em modelos em
tempo-discreto) e andlise dos resultados obtidos sobre dados reais do mercados fi-

nanceiro.

e Compreensao da estrutura de mercados incompletos e aplicacoes a cenédrios comple-

xo0s de precificacao de opgoes.

e Pesquisa direcionada a modelos de precificagao de opgoes com volatilidade dinamica.
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A Teorema Central do Limite

No Capitulo 2 enunciamos importantes resultados da teoria de probabilidade
deixando em aberto um importante resultado da matematica nao-deterministica. Neste
apendice apresentaremos uma demonstragao do teorema central do limite proposto por

Jarl Waldemar Lindeberg, que generaliza a validade da convergéncia normal.

Outras demonstragoes do teorema central do limite, assim como a sua extensao

para o caso multivariado (vetores aleatérios) podem ser encontradas em [11].

Teorema A.0.1 (Teorema Central do Limite de Lindeberg). Sejam X1, Xs, ... varidveis

2

aleatorias independentes tais que E(X,) = p, e Var(X,) = o2, onde o2

2 < 0o e pelo

menos um o2 > 0. Sejam F, = F¥,,

sn=+/Var(S,) =+/ol+ -+ 02.

Entao para que
S, —E(S,
—( ) 2 N (0,1) quando n — oo,
Sn

¢ suficiente que a sequinte condi¢cao, chamada condicdo de Lindeberg, seja satisfeita:

1 n
Ve >0, lim — Z/ (z — i) dF}, (x) = 0.

n g1 Jlr—pr|>esn

Em outras palavras, se a condicao de Lindeberg € satisfeita, vale a convergéncia normal.

Observacao A.0.1. A notacao f| significa que a integragao é feita em {x : |[x—py| >

T— | >€sn
€Snt = (—00, g — €5,) U (g + €5, +00). Se X, for discreta, com fungao de probabilidade

pr(x;), entao

/I— |> (= pdk)Q dF (z) = Z (i — #kz)QPk (w4) .

G|z —pg|>esn

Se Xy, tiver densidade fi(z), entao

“+o00

/Iﬂc—uk|>esn (x — /Lk)2 dFy (z) = /“kes" (x — /Mg)Q fr (z) dx + / (v — /%)2 i () da.

—o0 K +E€Sn



A Teorema Central do Limite 57

Notemos também que

= fe-wiaR@= [ eewlR@s [ @R,

com isso a condicao de Lindeberg pode ser reformulada, usando o fato de que s? =

0? + -+ 02 e tomando o limite em ambos os lados da igualdade acima:

n

1
Ve >0, lim — Z/ (z — i) dFy (z) — 1 quando n — .
|lz—pr|<esn
Um fato decorrente da condicdo de Lindeberg é que as parcelas 2:=£& da soma %n(s")
sao uniformemente pequenas para n grande. Dai a condigao de Lmdeberg implica,

2

o
max — — 0 quando n — oo.
1<k<n s2

Observe que para todo k,

op 1 2
- == (x — pp)* dFy (z (x — )" dFy, (2)
Sn Sn J|o—pg|<esn |x—pr|>esn
1
S - QdFk —2 / $—[Lj)2dFj (ZC)
Sn \ac—,uk|§esn Sn 5 |z—pg|>e€sn

< —/ s dF, (x / — ;) dFj ().
|z— uk|>esn

Integrando a primeira a direita da desigualdade temos

n

02 1 9
Th <24 — — ) dF
1rgka<xn 82 6 * 5% ;\/r W |>esn <x Iuk) g <x) ’

que converge para €2, pela condigao de Lindeberg. Como vale para todo € > 0, max(o?/s%) —
0. Intuitivamente, a situacao que estamos lidando pode ser expressa como: a soma de um
grande nimero de pequenas quantidades independentes e de média zero tem aproxima-

damente a distribui¢ao normal.

Demonstracao. Pelo Corolério 1.1.1, basta mostrarmos que as fungoes caracteristicas das
somas parciais padronizadas convergem para a fungao caracteristica de N(0,1). Portanto,
vVt e R

D(Sn—E(Sn))/sn () =
(por independéncia)

= ﬁE (eit(xk_#k/sn)) st e—t?/2. (A1)
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Agora, vamos fixar t € R. Expandindo duas versoes férmula de Taylor (uma com a ordem

do erro mais elevada) aplicada a fungao g(e®):

t2z?
e =1+ itx + 6, (:U)T, onde |6y (x)| <1,
2,2 £33
et =1+itr — T$ + 65 (2) Tx, onde |02 ()] < 1.

Seja € > 0. Usando a primeira férmula para |z| > € e a segunda para |z| < €, podemos

escrever €™ da seguinte forma geral:

21.2
6m:1+@'tx—7+re(x),

146 @, se |x| > €
onde r.(x) = { 05 o Portanto,
05 () t—x, se |z| <e.

(s () fnfo ()i
() () o (52 o

= (por linearidade) =

_ 2 _ 2
1L iE <M) PR (M) N
Sy, 2 S,
t? T — [k r— e\’
+—= 1+6, dFy (x)
2 |z —pg|>e€sn Sn Sn
t° - (=’
+— 0, dFy (z).
6 |x_.ufk‘S€5n Sn Sn

Como E (X;) = i, e Var (Xi) = of, temos

_ 252
Eexp < it T —l—ﬂ—kenk,
Sn, 252

onde o resto e,y satisfaz (lembrando que |6;(x)] <1 e |62(x)] < 1)

2
1“_
‘en’k‘§t2/| | ( suk> (o) +
T— R |>€ESn n

2
t —

_|_u € <m Mk) dFk (J?) S
6 Jia—pupl<esn Sn

12 et
< (& — ) dFy; () =

| —p|>€sn

+

(& — p)* dFy, ().

o0

Temos, entao

- #2 elt)?
D lenkl < 5 Z/ (& — )" dF (ﬂ7)+%-

k=1 ’I’L k=1 $ }Lk|>68n
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Pela condicao de Lindeberg, a primeira parcela do termo a direita tende a zero quando

n — 00. Logo, para n suficientemente grande,

L
‘en,k“ S
k=1 3
1

Vamos, entao, escolher uma sequéncia de €’s que converge para zero. Para € = —-,

existe

n., tal que para n > n,,,

n 3
3 € [¢]
|€n,k| S )
3m
k=1
onde os restos e, ; sao os determinados pela férmula baseada em € = % Portanto, existe

uma sequéncia n; < ny < ng < ... de inteiros positivos tal que
n 3
E Enk|l >
3m’
k=1
1

para n,, < n < N1, onde para estes valores de n os restos e, sao baseados em € = -

com uma dependéncia implicita do indice m. Temos, entao,

n

Z lenk| = 0 quando n — oo. (A.2)
k=1

Substituindo em (A.1), vemos que

@ (S —E(Sn)) /s (t :ﬁ( 232+;k)’

k=1
. . . _ 42
com os e, satisfazendo (A.2). Para provar que o termo a direita converge para e’ /2

usaremos o seguinte lema sobre nimeros complexos.

Lema A.0.1. Sejam c, ) nimeros complexos tais que Y ,_ Cnx — ¢ quando n — 0o. Se

max |cnk| — 0 quando n — oo
1<k

n
Z lenk] <M < oo,
k=1

onde M € uma constante que nao depende de n, entao
n
H (14 cpr) — € quando n — oo.
k=1
Demonstragao. Por maxj<g<p |cn x| — 0, existe um ng tal que se n > ng, entao |, x| < %

para todo k, de modo que 1+ ¢, # 0. Nos consideraremos, a seguir, somente grandes
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valores de n e denotaremos por log(1+ ¢, ) a representagao do logaritmo com um angulo
entre (—, m|. Assim

log (14 cpp) = cop + A ’ka‘z ,

onde A é um nimero complexo dependendo de varias vidveis mas limitada por um mesmo

valor absoluto (constante) com nenhuma dependéncia. Dai segue que

= (=™ — lcns”
llog (1 4 cp ) — ol = ";—m Cpke| < mz;—m
|Cn,k|2 00 1 m—2 )
S 2 Z 5 - ’Cn,k| S 17
m=2

de modo que o valor absoluto mencionado anteriormente pode ser 1. Por isso

Z log (14 ¢pp) = Z Cng + A Z |Cn,k|2
k=1 k=1 k=1

(observe que A agora nao é o mesmo de antes, mas ainda assim é limitado por 1). Segue

das hipoteses que

n
D lensl* < max el Z [en il < M mmax Jen ] = 0;
= 1=h<a k=1

e consequentemente,
n
Zlog (14 i) — c,
k=1

que ¢é o equivalente ao resultado

n
H 1+ cpi) — € quando n — oo.
k=1

]

. - _ 2 2 2 _
Em particular, o nosso caso é visto como ¢, = —{t*0;/(2s;)} + enr € ¢ =

—t2/2. Por (A.2),

n

> lenil < & Z

k=1

2

Uk

+Z|enk|<—

logo > 7, |cnk| é uniformemente limitado. Para aplicar o lema, resta verificarmos a

condicao sobre o maximo:

t2 2
< —<
X lensl < max lens] + max 55 <
t2
< 5 max Z
7 max 7 + ekl

com o segundo termo tendendo a zero por (A.2). Como ja foi visto que a condigao de

Lindeberg implica que maxj<g<,(0z/s2) — 0, concluimos a prova. O
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Corolario A.0.1. Sejam Y1,Ys, ... varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao
binomial de parametros (ky,pn), tais que E(Y,) = k.pn € Var(Y,) = knpn(l — pn) < 00
onde k; > 0 para todo i = 1,2,... e existe pelo menos um p; > 0. Sejam s = Var(S,) =

eipr (1 —p)] + -+ [knpn(1 — p)]. Entdo

n—oo S

1 n
Ve >0, lim — E /| - (y — kip:)” dF, (y) = 0 quando n — oo (A.3)
Yy— ’Lpz >€Sn

onde Fi(y) sao as respectivas distribui¢oes binomiais de parametros (k;, p;) para todo i =

1,2,...

Demonstragao. Desde que p,(1—p,,) /4 0; dado Y, = k,pp+> iy Xnionde X1, ..., Xpn

)

sao variaveis aleatorias identicamente distribuidas com

Dalf temos que Y,, binomial com parametros (ky, p,), E(X,;) = 0e Var(X,,;) = p.(1—0,).

Defina
1: s€ |Xn,z| 2 € knpAn (1 _pAn>

I =

0, caso contrario,
Ve > 0. Entao podemos redefinir a Condigao A.3 a partir da regiao de integragao I (tal
que 1 indica que é integravel na regiao e 0 indica que ¢é nulo fora dela) da seguinte forma:

ZE( X2 {1 X0i] > e/l (1= p)}) — 0. (A.4)

knpn 1 - pn

Observe que | X, ;| < 1, e o lado esquerdo da expressao (A.4) serd identicamente nulo
quando e\/m > 1. Logo, basta atribuirmos uma escolha apropriada para €' na
regiao complementar que teremos k,p, (1 — p,) — oo e consequentemente a relagao (A.4)
serd satisfeita. Com isso esta demonstrado que uma sequéncia de variaveis aleatorias com
distribuicao binomial satisfazem a condicao de Lindeberg e por isso convergem normal-

mente o

1 1
Tome kn > a6t
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B Implementacao algoritmica da simulacao

computacional

Neste capitulo veremos a representacao algoritmica da expressao gréafica de-

senvolvida no Capitulo 6.

O exemplo a seguir é uma variacao da ilustracao da Financial Instruments

Toolbox™ do software MATLAB R2009a [23].

Comecamos definindo o nosso instrumento financeiro para o caso 1: uma opcao
de compra do tipo européia com o preco de exercicio é R$30,00 no dia primeiro de Janeiro
de 2010. O contrato de opcao expira no dia primeiro de Setembro de 2010. Vamos as-
sumir que nao pagamento de dividendos nesse periodo. A acao é negociada por R$25,00
(OTM) e por R$30,00 (ATM) com uma volatilidade de 25% anual. A taxa de juros livre
de risco é cotada em 1,11% anual. A implementacao desses dados pelas funcoes residentes

do MATLAB segue:

% Opcao
Settle = ‘Jan-01-2010’;
Maturity = ‘Sep-01-20107;
Strike = 30;
OptSpec = ‘call’;

% Acao
AssetPrice = 25;

Sigma = .25;

Estrutura do termo da taxa de juros:
StartDates = ‘01 Jan 2010,
EndDates = ‘01 Jan 2013’;
Rates = 0.0111;



B Implementacao algoritmica da simulagao computacional 63

ValuationDate = ‘01 Jan 2010;

Compounding = -1;

RateSpec = intenvset(‘Compounding’, Compounding, ‘StartDates’, StartDates,...
‘EndDates’, EndDates, ‘Rates’, Rates, ValuationDate’, ValuationDate);

AssetPriceATM = 30;
StockSpec = stockspec(Sigma, AssetPrice);
StockSpecATM = stockspec(Sigma, AssetPriceATM);

Prego de opgoes usando a férmula fechada de Black-Scholes (célculo para

opgoes de compra do tipo européia):

% Preco da opcao com a acao cotada em R$25,00
PriceBLS = optstockbybls(RateSpec, StockSpec, Settle, Maturity, OptSpec, Strike);

% Preco da opcao com a acao cotada em R$30,00
PriceBLSATM = optstockbybls(RateSpec, StockSpecATM, Settle, Maturity, OptSpec,
Strike);

A construgao da arvore do modelo CRR:

% Cria a especificacao temporal da arvore
NumPeriods = 15;
CRRTimeSpec = crrtimespec(ValuationDate, Maturity, NumPeriods);

% Construcao da 4rvore
CRRTree = crrtree(StockSpec, RateSpec, CRRTimeSpec);
CRRTreeATM = crrtree(StockSpecATM, RateSpec, CRRTimeSpec);

Preco de opgoes usando o modelo CRR:

PriceCRR = optstockbycrr(CRRTree, OptSpec, Strike, Settle, Maturity);
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PriccCRRATM = optstockbycrr(CRRTreeATM, OptSpec, Strike, Settle, Maturity);

Comparagao do resultado da férmula de Black-Scholes com o modelo CRR
sobre um periodo de negociagao:
sprintf("PriceBLS: \t%f\nPriceCRR: \t%f\n’, PriceBLS, PriceCRR)
sprintf("\t== ATM ==\nPriceBLS ATM: \t%f\nPriccCRR ATM:
\t%f\n’, PriceBLSATM, PriccCRRATM)

% OTM
ans=
PriceBLS: 0.598557
PriceCRR: 0.599460

% ATM
ans=
PriceBLS ATM: 2.534698
PriceCRR ATM: 2.575029

Analise do efeito causado na precificacao de opcoes com aumento do niimero
de periodos de negociagao:

NPoints = 300;

% Cox-Ross-Rubinstein
NumPeriodCRR = 5 : 1 : NPoints;
NbStepCRR = length(NumPeriodCRR);
PriceCRR = nan(NbStepCRR, 1);
PricecCRRATM = PriceCRR;

fori =1 : NbStepCRR
CRRTimeSpec = crrtimespec(ValuationDate, Maturity, NumPeriod CRR(i));
CRRT = crrtree(StockSpec, RateSpec, CRRTimeSpec);
PriceCRR(i) = optstockbycrr(CRRT, OptSpec, Strike,ValuationDate, Maturity);
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CRRTATM = crrtree(StockSpecATM, RateSpec, CRRTimeSpec);
PricecCRRATM(i) = optstockbycrr(CRRTATM, OptSpec, Strike,ValuationDate, Matu-
rity);

end;

Para o caso da opcao de compra cuja acao é OTM:

% Cox-Ross-Rubinstein
plot(NumPeriodCRR, PriceCRR);
hold on;
plot(NumPeriodCRR, PriceBLS*ones(NbStepCRR,1),‘Color’,[0 0.9 0], ‘linewidth’, 1.5);

% Plot
titleString = sprintf(’\nConvergéncia do Modelo CRR para a soluc¢ao da férmula de Black-
Scholes (OTM)\nPreco de Exercicio = %d, Preco da A¢ao = %d’, Strike , AssetPrice);
title(titleString)
ylabel(‘Prego da Opg¢ao’)
xlabel(‘Nimero de Passos’)

legend(‘CRR’, ‘BLS’, ‘Location’, ‘NorthEast’)

Para o caso da opcao de compra cuja acao é ATM:

% Cox-Ross-Rubinstein
figure;
plot(NumPeriodCRR, PriccCRRATM);
hold on;
plot(NumPeriodCRR, PriceBLSATM*ones(NbStepCRR,1),’Color’,[0 0.9 0], 'linewidth’,
1.5);

% Plot
titleString = sprintf(’\nConvergéncia do Modelo CRR para a solucao da férmula de Black-
Scholes (ATM)\nPreco de Exercicio = %d, Prego da Ac¢ao = %d’, Strike, AssetPrice-
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ATM);

title(titleString)
ylabel(‘Prego da Opg¢ao’)
xlabel(‘Ntmero de Passos’)

legend(‘CRR’, ‘BLS’, ‘Location’, ‘NorthEast’)

Temos a mesma definicao e caracteristicas para o caso 2, porém a uma unica
diferenca esta na volatilidade: uma opcao de compra do tipo européia com o preco de
exercicio ¢ R$30,00 no dia primeiro de Janeiro de 2010. O contrato de opcao expira no
dia primeiro de Setembro de 2010. Vamos assumir que nao pagamento de dividendos
nesse periodo. A agdo é negociada por R$25,00 (ATM) e por R$30,00 (OTM) com uma
volatilidade de 75% anual. A taxa de juros livre de risco é cotada em 1,11% anual. A
implementacao desses dados pelas funcoes residentes do MATLAB apenas sofre uma al-

teracao:

% Acao
Sigma = .75;
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