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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre func¢oes de variavel complexa com o objetivo
de aplicar ao problema de dispersao de poluentes em meio aquatico. O interesse da
teoria de variavel complexa ¢ a utilizacao de transformagoes conformes para representar
a geometria de uma regiao complicada em uma regido retangular. Além disso, é feito
um mapeamento sobre a equacao diferencial que descreve um problema bidimensional
difusivo de dispersao de poluentes. Dessa maneira, é utilizado um método hibrido para
a obtencao da solucao da equacao diferencial, sendo o software wxMaxima utilizado para
simular uma situagao real do problema. Para a aplicacao da metodologia, considera-se
uma regiao da praia do Lami no lago Guaiba-Poa/RS, onde é feita a simulagdo e os

resultados sao comparados com os dados coletados disponiveis na literatura.

Palavras-chaves: Variavel Complexa, Dispersao de Poluentes, wxMaxima, Transforma-

¢oes Conformes.



Abstract

In this work a complex study of variable is presented in order to be applied to the problem
pollutant dispersion in aquatic environment. The importance of complex variable theory
is to use a conformal mapping in order to transform complicated geometry in a rectangular
region. Moreover, the differential equation describing a two-dimensional problem diffusive
dispersion of pollutants is mapped. Thus, a hybrid method is used to obtaining the
solution of the differential equation, and the software wxMaxima used to simulate a real
problem situation. For the application of the methodology, it is considered a region of the
Lami beach on Lake Guaiba-Brazil, where the simulation is made. Results are compared

with available data in the literature.

Key-words: Complex variable, Dispersion of Pollutants, wxMaxima, Conformal Map-

ping.
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1 Topicos Introdutérios as Variaveis Comple-

Xas

1.1 Contexto Histdrico

A teoria de Varidveis Complexas é uma importante parte da Matemadtica, e as
suas contribui¢coes podem estar tanto na Fisica, na Engenharia, na prépria Matematica,
quanto em outras ciéncias. O estudo de fungdes no corpo dos ntimeros complexos é uma
extensao do estudo de fungoes de variaveis reais, o que de certa forma traz peculiaridades
que devem ser analisadas de maneira diferente. Dentre as principais aplica¢oes de fungoes
de varidavel complexa estao os problemas de transferéncia de calor, mecanica dos fluidos,

aerodinamica, elasticidade, a teoria do potencial e a teoria eletromagnética.

Porém, até chegar a essas diversas aplicagoes que existem hoje, a teoria dos ni-
meros complexos teve um interessante desenvolvimento num contexto histérico. O estudo
dos nuimeros complexos originou-se de um problema comum de resolucao de equacgoes
algébricas: como se pode calcular o valor de uma raiz quadrada com o radicando nega-
tivo? Tratando-se dos niimeros reais, nao se encontra uma solug¢ao, pois nenhum nimero
real multiplicado por ele mesmo resulta em um nimero negativo. Niccolé Fontana (1499-
1557) estudou sobre as equagbes ctibicas e, investigou solugoes para a equagao do tipo:
23 + ar + b = 0 [Pickover, 2009]. Obtendo sucesso, Fontana decidiu revelar a Cardano
(1501-1576) qual era a sua maneira de solucionar esse tipo de problema. Em pouco tempo,
Cardano ja estava conseguindo resolver as equagoes, mas ele havia entao se deparado com
um problema no qual nao sabia como achar uma resposta convincente. Tratava-se de
raizes quadradas de nimeros negativos. Mas nao demorou muito para Cardano e seu
assistente Ferrari (1522-1565) descobrirem como resolver esse tipo de equagao e, com isso,
publicaram seu trabalho, contrariando a vontade de Fontana [Mosley, 2010]. Como Fon-
tana queria ter o mérito pelo seu trabalho, anos mais tarde foi participar de um debate
matematico com Ferrari, em que o tltimo saiu vencedor, pois este tinha realmente mais
conhecimento sobre o assunto [Bentley, 2009]. Com o passar do tempo a teoria sobre
nimeros complexos foi sendo aperfeigoada por parte de varios matemaéticos, Euler (1707-
1783) propds a notacio: i = v/—1, que facilitava na representacido. Wessel (1745-1818) foi
o primeiro a representar geometricamente os nimeros complexos, mas o ganhador de todo
o mérito foi Argand (1768-1822) que teve a ideia de criar o plano z com o eixo imagindrio
e o real, para o par (z,y), onde x é a parte real e y é a imaginaria. Carl Gauss (1777-1855)
contribuiu com sua tese de doutorado demonstrando o Teorema Fundamental da Algebra,
denominando os numeros imaginarios de nimeros complexos, e afirmando que o campo

desses nimeros era algebricamente fechado, ou seja, sempre existiam solugdes imaginérias,
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para equagoes polinomiais com coeficientes reais ou complexos [Bentley, 2009].

O avango significativo no estudo dos nimeros complexos, tornou mais facil resolver
alguns problemas relacionados a mecanica quantica, que envolvem um estudo detalhado
do movimento de particulas e ondas, a fim de saber a probabilidade real de essas par-
ticulas estarem em um lugar especifico ou terem outra propriedade especifica. Na area
de geometria, Mandelbrot (1924-2010) concentrou-se em estudar as formas geométricas
gerados por nimeros complexos (algo que lhe deu muito trabalho). Porém, depois de
muito estudo sobre essas tais formas, ele criou o chamado conjunto de Mandelbrot que

surge da equacao:

Zny1 = 22 + ¢, (1.1)

variando a constante complexa c.
Os resultados geram figuras de padrao fractal, ou seja, algo que repete-se inde-
finidamente com a variagao da escala de observagiao representado pela Figura [I Nao

demorou muito para Mandelbrot relacionar essa forma geométrica as formas existentes

na natureza e em nos mesimos, como por exemplo, oS NOSSOS vasos sanguineos.

Figura 1 — O conjunto de Mandelbrot, [Villate, 2006].

Dando continuidade ao seu estudo, Mandelbrot trabalhou ao lado de Lorenz (1917-
2008) para solucionar equagoes sem a ajuda do Célculo e da Andlise, apenas usando
computadores, o que diminuia o trabalho analitico e fornecia maior eficiéncia, visto que,
um computador pode resolver equagoes polinomiais em um tempo menor [Cajori, 2007].
Com essa nova matematica ja é possivel fazer estudos mais interessantes sobre areas
que envolvem problemas de sensibilidade a pequenas mudancas, como a teoria do caos.
Estudando problemas desse tipo, Lorenz criou um modelo cadtico chamado Atrator de
Lorenz, popularmente conhecido como o efeito borboleta, que ilustra os sistemas cadticos

com comportamento randomico.
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Nota-se que o avango de estudos na area de ntimeros complexos nos proporciona
ferramentas matematicas que antes nao existiam, o que traz beneficios para a solugao de
diversos problemas, como o problema que sera modelado e solucionado utilizando esta

teoria no capitulo 3.

1.2 Definicoes

O conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, contém o conjunto dos ni-
meros reais. Munido das operagoes de adicao e multiplicagao obtidas por extensao das

operacoes de mesma denominac¢do nos nimeros reais

C: {z+vyil(z,y) e R%i=+/—1}.
Seja o nimero complexo z = x + yi, sua parte real = é denotada por Re(z), e sua
parte imagindria, y , por Im(z). O conjugado do ntimero z é da forma z = = — yi.

Sejam z; = x1 + Y11 € 2o = x5 + yot. Define-se a adicao por:

21+ 29 :x1+azg+i(y1—l—y2). (1-2)

Além disso,

21+ (—20) =21 — 22 +i(y1 — Yo). (1.3)

Tratando-se do produto desses dois nimeros, utilizam-se as multiplicagoes distri-
butivas:
2122 = (w1 + y19) (2 + y21) = (2122 — Y1y2) + i(T1Y2 + y172). (1.4)

<1 . . . ,
Para calcular —, basta usar a definicao de conjugado, isto é,
<2

2 _ a7 (:xe + yye) +i(Yime — T1ys) (15)

— 2 2
2y 222 Ty + Y3

Se x e y sdo nimeros reais, entao o valor absoluto de z é:

2| = [z +yi| = a2 + 2. (1.6)

Sejam z e w dois nimeros complexos, valem as propriedades:

|Re(2)| < 2| (1.7)
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i r=x+y

Figura 2 — Representagdao Cartesiana

[Im(z)] < |2] (1.8)
|2 +w| < 2| + w] (1.9)
fw=z+w (1.10)
0 =wz (1.11)
T=2 (1.12)
Re(z) = = ;Z (1.13)
Im(z) = ==, (1.14)

1.3 Representacdo Cartesiana

Com o objetivo de representar geometricamente um nimero complexo, utiliza-se
o plano de Argand-Gauss, com dois eixos perpendiculares, um para representar a parte
real Re(z) e outro para a parte imaginaria I'm(z). Desse modo, representa-se o niimero

complexo z = x + yi como na Figura



Capitulo 1. Topicos Introdutérios as Varidveis Complexas 14

1.4 Representacao Polar

Em alguns casos torna-se conveniente a manipulacao de um ntmero complexo
escrito na forma polar, sendo assim troca-se o par (x,y) pelas novas coordenadas (r, ),
ou seja, em fungdo do raio e do angulo, respectivamente. Para fazer a mudanca de

coordenadas, toma-se o médulo de z, neste caso, |z| = r:

r=/x% 4y (1.15)

Z Y
Como cosf = — e senf = =, tem-se:
r r

z = r(cosf + isend) = rcis(6) (1.16)
Ou ainda, pode-se reescrever utilizando a chamada Férmula de Euler:

z = re" = r(cos(f) + isen(f)). (1.17)
Desse modo, escreve-se z na forma polar:

z=x+yi = z=rlcos(d) + isen(d)] = rcis(0). (1.18)

A representagao do nimero z em forma polar pode ser observada na Figura [3]

t

Figura 3 — Representacao Polar
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Figura 4 — Representagao Grafica das Raizes n-ésimas

1.5 Operacdo de Multiplicacao na Forma Polar

Assim como na forma cartesiana, na forma polar também é possivel multiplicar

numeros complexos. Neste caso, tem-se:

2129 = 1r11r3[cos(fy + 63) + i(sen(0; + 65))]. (1.19)

Mais geralmente, escreve-se:

21292y = T1T9...7p[cos(01 + 02 + ... + 6,,) + i(sen(0; + 05 + ... +6,,))], (1.20)

esta igualdade reduz-se a Formula de De Moivre, que ¢ dada por:

[cos(6) + isen(0)]" = cos(nd) + isen(nd). (1.21)

1.6 Raizes n-ésimas

Diz-se que z é a raiz n-ésima de um ntimero a € C, quando z = {/a. A partir da
férmula de De Moivre é possivel, por meio de manipulagiao algébrica de a = r[cos(0) +

isen(#)), determinar as raizes n-ésimas:

2= /r [cos <9+n2k7r> + isen (Wﬂ : (1.22)

n
onde k =0,1,2,....,n — 1.

Assim, é possivel representar as raizes em um circulo unitario, como na Figura

com k = 3.
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1.7 Exponenciais e Logaritmos

Pode-se escrever a exponencial e* a partir das séries de MacLaurin das fungoes

reais seno e cosseno. Considere a expansao:

2 3 4 2 4 6 3 5 7
4 oy Py vyt oy . vy oy
Yy — 7 77 Z — — < g _ <2 _ Z_ g _ <
S TR TR TI (1 21 41 6l ) ' (y 35T )

Assim, obtém-se as séries do seno e cosseno, respectivamente, para a funcio e,

podendo agora reescrever e* como:

e* = "W = e%eW = e%[cos(y) + isen(y)].
Além disso, tem-se as seguintes igualdades:

|| = efte) (1.23)

arg(e®) = {Im(z + 2kn) : k € Z}. (1.24)
Proposicao 1. Para quaisquer z,w € C, tem-se que:

e =e", (1.25)

se e somente se z = w + 2km para algum k € Z.

Uma diferenga crucial entre os logaritmos reais e os complexos é que no caso real
um nimero positivo possui apenas um logaritmo, enquanto no caso complexo, um ntimero

néo nulo pode ter infinitos logaritmos. E definido log z como:

log z = In|z| + i[arg(z) + 2km]. (1.26)

Quando k£ = 0, tém-se o ramo principal do logaritmo, lembrando, é claro, que
um nimero complexo pode ter infinitos logaritmos, por causa dos diferentes valores que

podem ser assumidos por k.

1.8 Funcoes Complexas

Uma func¢ao de variavel complexa associa elementos de um dado subconjunto A C

C em C, ou seja, f : A — C. Considere duas fungoes f(z) e g(z), entdo valem as
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propriedades:

(cf)(z) = cf(2) (1.27)

(f £9)(z) = f(2) £ g(2) (1.28)

(f9)(2) = f(2)g(2) (1.29)
Loy G

S =00 (1.30)

E possivel expressar uma funcdo em termos da parte real e da parte imaginaria.

Dessa forma, pode-se escrever f como:

f(2) = u(z,y) +iv(z,y).

Chama-se u de Re(f(z)) e v de Im(f(z2)).

A seguir serao apresentadas as defini¢oes das principais fungoes elementares da

variavel complexa z e suas propriedades.

1.8.1 Funcao Racional

As fungoes racionais sao definidas como quociente de polinémios da forma: w =

P(z)

f(Z):@

, isto é:

Cagtaz 4 aZ? + .+ ap2”

f(Z) N b[) -+ blz + b222 + ...+ bmzm’

onde a, # 0 e ag,ay,...,a, € by, by, ..b,, sdo constantes complexas, n e m sdo nimeros
inteiros positivos e Q(z) # 0 [Spiegel, 1977].

Sao fungoes racionais:

Funcao constante: f(z) = c.

Translacdo f(z) = z+a ou f(z) = z + ib.

Rotagdo: f(z) = az, a tem médulo 1 [Fernandez, 2008].

Homotetia: f(z) = az, se a > 0 é uma dilatac¢do, se 0 < a < 1 é uma contracao.

1
Inversao: f(z) = —.
z

Fungao n-ésima poténcia: f(z) = 2™,
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1.8.2 Funcao Exponencial

A funcio exponencial ¢ definida por f(z) = e* = "% = e”[cos(y) + isen(y)].

Sejam 27 e zo nimeros complexos, valem as propriedades:

e* # 0. (1.31)

e = et (1.32)

ZZ =172, (1.33)

e” = (e?). (1.34)

|e*| = eftel®), (1.35)

e =1 z=2knmi,k €. (1.36)

1.8.3 Funcao Logaritmica
Seja a funcao z = " pode-se deduzir:
Se z = e e depois z = €™ poderia simplesmente fazer:
z =re? pois (cos + isenf = ) e dai:
log z = logre? = Inr + Ine®,
logz =1Inr+ 16,
e como z = re'®t2F™) também, entdo:
log z = Inr +i(0 + 2km).

No caso da funcao logaritmica de variavel complexa é possivel, por exemplo, cal-

cular o logaritmo de um ntimero negativo.

In(—1) =In(1) +i(7m + 2km),k € Z (1.37)

In(—1) = +ir(1 4 2k), k € Z. (1.38)

Sejam A e B dois nimeros complexos, valem as propriedades:

In(A-B) =In(A) +In(B) + 2kn,k € Z (1.39)
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In(A/B) =In(A) — In(B) + 2km, k € Z (1.40)
In(A°) = ¢ In(A) + 2km,k € Z (1.41)
e = 2. (1.42)

1.8.4 Funcdes Trigonométricas

Definem-se as fungoes trigonométricas usando a féormula de Euler (1.17), como:

e = cos(y) + isen(y) (1.43)
e
e = cos(y) — isen(y) (1.44)
assim, tem-se:
e 1.45
sen(y) = 5 (1.45)
€ Y —iy
cos(y) = 64‘26 (1.46)
Defini-se: 4 ,
ez _ iz
e 1.47
sen(z) % (1.47)
€ iz —1iz
cos(z) = €+26 (1.48)

Em termos de seno e cosseno, definem-se:

sen(z) cos(z 1 1
8(2) cos(z)’co 8(2) Sen(z),sec(z) Cos(z),cosec( ) sen(z) (1.49)
1.8.5 Funcdes Hiperbdlicas
As fungoes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico sao definidas como:
senh(z) = ‘ _26 (1.50)
€ z —Zz
cosh(z) = e+26 (1.51)

Estas fungoes sao extensoes no conjunto dos complexos das fungoes hiperbolicas

nos reais. Outro fato interessante é a possibilidade de relacionar as fungoes hiperbodlicas
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com as fungoes trigonométricas pelas propriedades [Avila, 2000]:

sen(iz) = isenh(z) ;senh(iz) = isen(z) (1.52)
cos(iz) = cosh(z) ;cosh(iz) = cos(z) (1.53)
tg(iz) = itgh(z) ;tgh(iz) = itg(z). (1.54)

1.9 Limites e Continuidade

Definicao: Seja f uma funcdo definida em todos os pontos de uma vizinhanca
de um ponto zy, exceto, eventualmente, no proprio ponto zy. A afirmacao de que o limite
desta funcao, quando z tende para zy, é um niumero wy,

lim f(z) = wy, (1.55)

Z—Z0
significa que o valor f(z) da fungdo é arbitrariamente préximo do valor do wy para todos

os pontos z numa vizinhanga de 2y, exceto, eventualmente, para z = zy, quando essa

vizinhanga se torna suficientemente pequena.
Algumas propriedades operatorias dos limites sao:

Se f e g tém limites finitos com z tendendo a z, (considera-se, lim f(z) =
Z—20

F e lim g(2) = G), entao:
Z—20

lim [£(2) + 9(2)] = lim (=) + Jim g(2) = F +G. (1.56)
lim [/(2)g(2)] = Jim /() lim g(z) = F - G. (157

Se lim g(z) = G # 0, entao:

lim f(z)
lim L&) _ ==l T F (1.58)
=g(z)  limg(z) G

Utilizando essas propriedades pode-se calcular, por exemplo, o valor de:

. 2 _
Zgﬂl(z 5z + 10), (1.59)
isto é,
lim 2*+ lim (=52) + lim 10 =5 — 3i. (1.60)

z—1+1 z—1+1 z—1+1
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Defini¢ao: Uma funcio f(z), definida em uma regiao R, é continua num ponto
zo € R se, e somente se, satisfaz as condigoes:
19)f(z0) existe;

2)lim f(2) = f(z0).

Um exemplo de fungdo continua é f(z) = 2%. Em particular, toda func¢io polino-

mial é continua no plano complexo.

1.10 Funcoes Analiticas

O conceito de analiticidade requer existéncia da derivada em todos os pontos de um
conjunto aberto. Sem duvida, impoe fortes restrigoes a funcao f e tem como consequéncia

uma série de resultados importantes [Avila, 2000]

1.10.1 Derivacao Complexa

A derivagao de fungoes de variavel complexa é feita de maneira semelhante as

variaveis reais e, as regras de derivagao permanecem as mesmas.

Definicao: Uma funcao f é dita derivavel em um ponto zy se existe o limite:

o) — tim £ = TG0,

Z—20 z — ZO

Proposicao 2. Se f: A — C € diferencidvel em zy, entdo f é continua em z.

Proposicao 3. Considere duas funcoes f : A — C e g: A — C diferencidveis em zy,

valem as regras de derivacao:

o (cf)(z0) = cf'(z0)
e (f+9)(20) = f'(20) +g'(20)

* (f9)(20) = f'(20)9(20) + [(20)9'(20)

e Se g(z0) £ 0 entdo, (g‘) () = f’<zO>g<z()g>(Zio )J;(Zo)gl(zo)

e Se [ ¢ diferencidvel em zy e g € diferencidvel em f(zo), entio (g o f)(z0) =

9'(f(20)) f'(20)-



Capitulo 1. Topicos Introdutérios as Varidveis Complexas 22

1.10.2 Equacoes de Cauchy-Riemann

Seja f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y), diz-se que se f é diferencidvel em um ponto zy,

. . .. Ou Ou Ov Ov . . . _
entdo as derivadas parciais —, —, —, — existem nesse ponto e satisfazem as equagoes
Ox’ Jy Ox’ Jy
de Cauchy-Riemann:
0 0
. (1.61)
Jor 0Oy
0 0
g (1.62)
dy ox
Teorema 1. Supondo que uma funcao f = u+ v estd definida em um aberto A de C e
Ju Jv Ju v

que as derivadas parciais existem em todo ponto de A. Se cada uma dessas

%7@;@7%

derivadas parciais € continua em um ponto zy de A e se as equagoes de Cauchy-Riemann

sao satisfeitas por u e v em zy, entao f € diferencidvel em z.

Um exemplo de uma fungdo que nao respeita as condi¢oes de Cauchy-Riemann é

f(z) =z, em que u(z,y) =z e v(x,y) = —y. Assim:

ou v
_ = _1 = — .
Ge=1#-1=50 (1.63)

e isso ocorre para todo z € C. Desse modo, as equagdes de Cauchy-Riemann nao se

verificam. Logo f(z) = z nao é diferencidvel em ponto algum.

Como nos casos anteriores pode-se reescrever as equagoes de Cauchy-Riemann em
coordenadas polares, o que é mais util em algumas aplicagoes [Churchill, 1975]. Desse

modo, elas assumem a forma:

ou 10w
o r a0 (1.64)
ov 10u
o~ v (1.65)

1.10.3 Funcoes Analiticas

Definicao:f ¢ analitica em zy se for diferencidvel em zy e em todos os pontos de
alguma vizinhanga de zy. Se [ for analitica em cada ponto de uma regido, entdo f é dita

analitica na regidao.

Definicao: Uma funcgdio é dita inteira, reqular ou holomorfa, quando é analitica

em todo plano z.

Alguns exemplos de fungoes inteiras sao as fungoes polinomiais, trigonométricas,

assim como a fungao exponencial.
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1.11 Transformacdes no Plano

Em funcoes de varidvei complexa os graficos sdo subconjuntos de C?, que é identi-
ficado ao espaco 4-dimensional R*. Desse modo, j4 ndo é possivel desenhar esses gréaficos
em um plano cartesiano. Porém, pode-se melhorar a compreensao de uma certa funcao
f:A— C, ao analisar como f(z) = w transforma figuras geométricas como retas, circu-
los, discos, entre outras. A seguir, sdo ilustradas algumas transformagoes no plano obtidas

utilizando o software wxMaxima.

Desse modo, pode-se, por exemplo, obter a imagem da regiao R; : 0 <z < 1e

0 <y < 2 pela fungao:

w=2z+2. (1.66)

Substitui-se z por x + iy em ((1.66|) e obtém-se:

w =+ iy + 2. (1.67)

Podem-se ordenar os termos da equac¢ao com o proposito de reescrever w em fungao

de u(z,y) e v(z,y):

w =+ 2 +1y. (1.68)

Assim,

u=zc+2;v=y. (1.69)

Como0<zr<lelO<y<2entao,2<z+2<3,ouseja,2<u<3el<ov<2

4 4
2 2 i
o ] .ol ]
2 -2
4 4
-4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Planoz X Planow u

Figura 5 — Transformagao da regiao R; pela fungdo w = z + 2.

Conforme os intervalos acima, vé-se que a regiao compreendida entre 0 < z < 1

e 0 <y < 2 é transformada pela funcao na nova regiao no plano w com intervalos de
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0<v<2e2<u<3, como ilustra a Figura[f] Ou seja, nesse tipo de transformagao,

ocorre uma translacao da regidao R; em duas unidades no eixo real do plano z.

Outro caso interessante é o da funcao w = e* aplicada a retas verticais no plano z.
Como exemplo desta aplicacao, considera-se aqui o caso em que Ry : ©x = 2, no intervalo
de 0 <y < 2.

w = e’ (1.70)

Substitui-se z por x + yi em (|1.70)) e obtém-se:
w =", (1.71)
Usa-se a propriedade (|1.32)):
w = e"e". (1.72)
Pode-se reescrever e utilizando a férmula de Euler, assim:
w = €e”[cos(y) + isen(y)]. (1.73)

Como a funcao é aplicada em = = 2, substitui-se este valor em (|1.73):

w = e*[cos(y) + isen(y)]. (1.74)

Em seguida, a fungdo w é separada em termos das suas partes real e imaginaria:

u = e cos(y) = cos(y) = e%’ (1.75)
v = e’sen(y) = sen(y) = %. (1.76)

Elevando-se ao quadrado ambos os lados das equagoes ((1.75) e (1.76)), logo em

seguida somando os termos, tem-se:

w?  v?

—+— =1L (1.77)
et el
A equagio ([1.77) caracteriza uma circunferéncia de centro em (0, 0) e raio €%, ou
seja, retas verticais no plano z sao transformadas em circulos no plano w pela funcao

w = e~.
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8
4 6
2 4
2
Yy 0 v 0}
-2

-2
-4
4 -6
-8

-4 -2 0 2 4 -15 -10 -5 0 5 10 15
Planoz X Planc w u

Figura 6 — Transformacao da regiao Ry pela funcao w = e*.

Outro exemplo dessas transformacoes ¢ w = Z, aplicada na regidao R3 : 0 <z <1

e 0 <y < 2. Novamente, a variavel z é escrita em termos de x e y:

w =z + 1y. (1.78)

Assim,

w=x—iy. (1.79)

Separa-se w em suas partes real e imaginaria, obtendo-se:

u=2x;v=—y. (1.80)

Comol0<zr<lelO<y<2entao0<u<le-2<v<0.

-4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Planoz X Plano w U

Figura 7 — Transformagao da regidao R3 pela funcao w = z.

Neste caso ocorre uma reflexdo simétrica da regiao R3 no eixo real, ou seja, a

regiao desloca-se duas unidades para baixo no eixo imaginario.

Além de ser deslocada, uma regiao do plano pode ser rotacionada, ou também

rotacionada e transladada simultaneamente. Por exemplo, a fungao ([1.81)) cumpre tais
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caracteristicas quando aplicada na faixa semi-infinita Ry : x > 0e 0 <y < 2.

w=1iz+ 1. (1.81)

Substitui-se z por x + yi em (1.81)):

w=i(r +iy) + 1. (1.82)

Organizam-se os termos em (|1.82)):

w=1ir—y+1. (1.83)

Em seguida, w é escrito em termos de u e v, isto é,

u=-y+1;v=ux (1.84)

Comoz >0e0<y<2entdo, v >0e —1 < u < 1. A Figura[§ilustra R4 no

plano z e sua imagem no plano w.

25

15 1

05 v 0

0.5

-4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Plano z X

Figura 8 — Transformagao da regiao R4 pela funcao w =1z + 1.

Quando o nimero z é multiplicado por i, isto é, w = iz produz uma rotacao de
90 graus no sentido anti-horario da regiao original. Outra maneira de verificar este fato
é considerar a forma polar do nimero z, o que mostra também o deslocamento em uma

unidade para direita no eixo real.

Com a imensa variedade de transformagoes por fungdes de variaveis complexas
pode-se, por exemplo, transformar circulos em outras regioes. Com o intuito de ilustrar

z
este caso utiliza-se a funcao w = 1, due transforma o disco D = {z € C: |z| < 1} no
z
semi-plano H = {w € C: Re(w) > 0}: Seja

_1—z
142z

(1.85)

w
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Multiplica-se (1.85]) pelo conjugado:
1—2 1—%2
= ) 1.86
v (1 + z) <1 + z) ( )

Utiliza-se a propriedade distributiva da multiplicacao:

_1—2—1—?—22

= 1.87
T (187)
Simplifica-se os termos —z e Z:
(1= |22 — 2yi
= ) 1.88
v T+ 22 (1.88)
Assim,
Re(w) =~ 0 s e s6 50, 2] < 1
e(w) = se e s6 se, |z :
11+ 2|2 ’ ’
Fixando wyg € H e resolvendo a equacao para z em termos de wy, tem -se:
1— Wo
= ) 1.89
=0 1+ Wo ( )

Portanto, wy = f(zp). Além disso, Re(wg) > 0, mostrando que zy € D [Fernandez,
2008].

1.12 Transformacoes Conformes

O estudo das transformacoes conformes baseia-se nas fungdes analiticas, que apre-
sentam a caracteristica de preservar angulos orientados onde a derivada nao se anula. Este
tipo de propriedade é muito util em areas aplicadas das ciéncias exatas. Aqui neste traba-
lho, esse tipo de transformacao terd um papel importante, sendo assim, serd enunciado o
teorema que garante a conformalidade de fungoes analiticas, e a seguir serao apresentados

exemplos de transformagoes conformes.

Teorema 2. Se f : A — C € analitica, zo € A e f'(20) # 0, entdao [ preserva dngulos

orientados em zg no sentido que

0(f o, fopB)=0(v0)

para quaisquer caminhos diferencidveis 7y : [a,b] = A e B : [¢,d] — A com ponto inicial

2o tais que v'(a) e B'(c) sao ndo nulos.
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Figura 9 — Preservacdo de Angulo, imagem obtida de [Olver, 2013].

2

A fungdo w = 2* é uma transformagao conforme sobre o semi-plano Re(z) > 0,

assim como w = /z, fatos que podem ser verificados a partir de manipulagoes algébricas:

w = 2* (1.90)

w = r2e (1.91)

Nesta etapa, é possivel reescrever w em funcdo das partes real e imaginaria, isto

u = 1% cos(20) ; v =r’sen(20). (1.92)

A fungio w = 2% transforma Re(z) > 0 em C\]—o0, 0]. Do mesmo modo, aplicando
a funcio inversa de 2% o plano C\| — 00, 0] é transformado no semi-plano Re(z) > 0 pela

fungdo w = /2,

w=+/z. (1.93)
Com o intuito de facilitar as contas, considera-se z em sua forma polar:

w = Vre?. (1.94)

Com a finalidade de reescrever w em fun¢ao de u e v, organiza-se a equacao ((1.94))

CO1mo:

w = +/re'2. (1.95)

Pela formula de Euler:

u = +/r cos <Z> v =+/rsen (g) . (1.96)
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As fungoes trigonométricas possuem a caracteristica de preservacao de angulos,
como por exemplo, fun¢do w = cos(z). Com o intuito de ilustrar este fato, é possivel

aplicar tal fun¢do nas retasem y =a e x = b:

w = cos(z). (1.97)

Para utilizar algumas propriedades das funcoes trigonométricas é de interesse re-

escrever a variavel z como x + iy:

w = cos(z + iy). (1.98)

Sabendo que cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) é possivel reescrever ((1.98)
como:

w = cos(z) cos(iy) — sen(z)sen(iy). (1.99)

Como cos(iy) = cosh(y) e sen(iy) = senh(y), entao:

w = cos(x) cosh(y) — sen(z)senh(y). (1.100)
A funcao w é reescrita em termos da sua parte real e imaginaria.

u = cos(x) cosh(y) v = —sen(x)senh(y). (1.101)
Fixando y = a :

u = cos(z) cosh(a) v = —sen(z)senh(a). (1.102)
Isolando cos(z) e sen(z) pode-se utilizar a relagao cos?(z) + sen?(z) = 1.

u —v

cos(x) cosh(a) sen(x) senb(a) (1.103)
u? v?
=1 1.104
cosh?(a) * senh®(a) ( )
Fixando z = b :
u = cos(b) cosh(y) ; v = —sen(b)senh(y). (1.105)

Isolando cosh(x) e senh(x) pode-se utilizar a relacio cosh?(z) — senh?(x) = 1.

—v

sen(b)’

cosh(y) = ; senh(y) = (1.106)

cos(b)
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u? v?

cos?(b)  sen?(b)

=1. (1.107)

Note que quando a funcdo w = cos(z) é aplicada nas retas y = a e x = b, as
regioes da imagem sao elipses e hipérboles, respectivamente. Por w = cos(z) ser uma
funcdo analitica, diz-se que a transformacdo ¢ conforme, ou seja, tem a propriedade de

preservar angulos.
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2 Introducao ao Problema de Dispersao de

Poluentes

Durante muito tempo a humanidade nao teve problemas relacionados a utilizacao
de recursos naturais, ao contrario, eles sempre foram explorados para trazer beneficios
para o homem. Um dos maiores beneficios sdo os recursos hidricos, que desde a Pré-
histéria, o homem procura utilizar, tanto para fins de agricultura, pecuaria como para o
proprio consumo. Com isso, as maiores concentracoes de populacao estabeleceram-se em
torno de bacias hidrograficas, o que de certa forma traz alguns prejuizos atualmente. No
caso do Brasil, pesquisadores apontam a falta de agua no ano de 2015, reflexo da falta de

chuva e de alto consumo por parte da populacao.

Atualmente, ha uma crise de abastecimento em Sao Paulo é, em parte, consequén-
cia da falta de 4gua nas cabeceiras de rios que abastecem o Sistema Cantareira. Nos trés
primeiros meses de 2014, em vez dos esperados 600 milimetros de chuva, cairam menos
de 300 milimetros [Epoca, 2014]. Segundo o relatério da Organizagao das Nagoes Unidas
(ONU), nenhuma regido se livra da pressdo sobre os recursos hidricos: 120 milhoes de
europeus nao tém acesso a agua potavel. No sul da Europa, certas partes da Europa cen-
tral e do leste europeu os cursos de dgua podem chegar a perder até 80% de seu volume
no verdo. Na Africa, onde a taxa média anual de aumento da populagdo ronda 2, 6%, 1,4
pontos a mais que a média mundial, a demanda implicita de agua acelera a degradacao

de seus recursos hidricos.

Além do problema de racionamento de agua, uma outra preocupagao surge em
funcao do alto consumo, o desgaste das caracteristicas quimicas e bioldgicas da agua.
Uma vez que um corpo d’agua receba o despejo de uma fonte poluidora, a qualidade da
agua sofre alteragoes e se torna nao s6 imprépria para o consumo humano, como também
prejudica os organismos aquaticos presentes. Certamente, se a fonte poluidora tem uma
alta taxa de descarga em uma area que possui pouca corrente, entao a regiao sera mais
danificada que outra que possui um fluxo maior de dgua. Assim, surge a ideia, por
exemplo, de um planejamento de descarga de poluentes adequado a regiao, respeitando
o uso consciente do corpo receptor para a dispersao dos poluentes. Porém, existem casos
onde ocorre a poluicao da agua de modo inesperado, como por exemplo, em acidentes com
produtos téxicos. Assim, em situagoes semelhantes a essa, o prejuizo pode ser bem mais
grave, visto que nao ha um planejamento prévio para a dispersao de um dado poluente

nessa area.

Nos dois casos acima, nota-se a importancia quanto ao estudo da dispersao de

poluentes em uma certa regiao, visto que a descarga de contaminantes na agua pode
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ser previamente planejada por redes eficientes de esgotos, como também a prevencao
de acidentes com cargas toxicas. Em ambas as situacoes, a simulagdo de dispersao de
poluentes torna-se uma ferramenta imprescindivel para evitar o desgaste da qualidade
da agua e comprometer o seu reaproveitamento. Um exemplo pratico seria a tomada de
decisao quanto a localizacdo dos pontos de descargas de esgotos e os pontos de coleta da
agua para um tratamento quimico eficaz. Ja no caso de um acidente com cargas toxicas,
a utilidade estd em determinar qual seria o raio de contaminagao da agua e saber que

medidas tomar para conter a dispersao da substancia.

Os problemas de dispersao de poluentes sio matematicamente representados por
equacoes diferenciais do tipo advectivo-difusiva e implementados computacionalmente a
fim de obter uma solugdo. Assim, o uso de computadores consegue chegar a solugoes
aproximadas da realidade em um tempo adequado, ou seja, em um baixo tempo de pro-
cessamento. No caso da implementagao de um algoritmo que simule o acidente com cargas
toxicas, apenas é util quando ha uma resposta rapida. Assim as medidas a serem tomadas
para a contencao da dispersao do poluente seriam imediatas. A partir dos resultados de
simulagoes podem ser tomadas decisoes para que a descarga de efluentes aconteca em
regides adequadas, sem grandes prejuizos ambientais. Com isso, o planejamento de um
sistema hidrico deve ser baseado em um modelo definido de acordo com o ecossistema

local e suas caracteristicas hidrodinamicas.

Para um estudo mais aprofundado dos dois casos, devem-se considerar todas carac-
teristicas de cada corpo receptor, seja no caso do acidente ou dos esgotos. Ambos diferem,
por exemplo, do tipo de escoamento, sendo um em regime de escoamento transiente e o
outro estacionario, respectivamente. Deve-se relevar também o tipo de corpo hidrico onde
esta ocorrendo a dispersao de poluentes, ou seja, rios, arroios, lagos ou até mesmo no mar.
Analisar se o fluxo de 4gua ¢é alto ou baixo, turbulento ou laminar, influenciam na hora de

modelar o problema, pois quanto mais préximo da realidade, melhores serao os resultados.

Nas se¢oes seguintes serao detalhadas, além da teoria que fundamenta o estudo
da dispersao de poluentes, as equacoes que governam cada tipo de escoamento, com as

respectivas peculiaridades.

2.1 Despejo de Esgotos Domésticos e Industriais

Um dos assuntos de maior preocupagao da populagdo mundial referem-se as ques-
toes ambientais, sejam elas de preservacao dos recursos naturais ou de criagdo de novas
fontes de sustentabilidade. No que diz respeito aos recursos hidricos sabe-se que atual-
mente a porcentagem de dgua doce no planeta é de 3%, o que mostra a importancia da
preservacao desse recurso e também dos meios de tratamento para tornar a agua apropri-

ada para O consumeo.
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Devido ao alto indice de crescimento populacional e urbanizacao, a poluicao de rios,
lagos e mananciais vem sendo cada vez maior, principalmente em regioes mais pobres,
onde o saneamento basico é precario e, as vezes, inexistente, como é o caso de bairros
na cidade de Rio Grande-RS. Com isso, os individuos que residem em &areas como estas
correm sérios riscos de saide, podendo haver contaminacao por meio de contato com a
agua, ou até mesmo devido ao seu consumo. Porém, a preocupac¢ao com a renovagao
e tratamento deste recurso nao acontece apenas nos dias de hoje. J4 nos tempos mais
remotos, desde que os homens comecaram a se assentar em cidades, a coleta das aguas
servidas, que hoje chamam de esgoto sanitario, passava a ser uma preocupacao daquelas

civilizagoes [Nuvolari, 2003].

A 4gua usada para o abastecimento doméstico deve apresentar caracteristicas sa-
nitarias e toxicoldgicas adequadas, tais como estar isenta de organismos patogénicos e
substancias téxicas, para prevenir danos a satide e ao bem-estar do homem. Além disso,
em grandes metropoles ocorre o despejo, em alguns casos ilegais, de materiais contaminan-
tes em rios através de industrias, ocorrendo um desbalanceamento entre desenvolvimento
e preservacao ambiental. Em iniimeros casos, o despejo do material téxico nao passa por
um tratamento, sendo um dos motivos o custo-beneficio para a empresa, lembrando que
muitas delas nao obtém lucro direto com este procedimento. Dessa maneira os efluentes
sao langados in natura, ou seja, sem o recebimento de um tratamento prévio e em altas
vazoes sobre o corpo receptor afetando o ecossistema do local. Todavia, este cenario vem
mudando ao passar dos anos, devido a existéncia de érgaos de fiscalizacao ambiental, que

designam leis para a implantacao de pontos de despejos de poluentes.

O Conselho Nacional do Meio Ambiente (CONAMA) dispoe condigoes e padroes
de lancamento de efluentes. Segundo uma de suas resolugoes, as metas obrigatérias para
corpos receptores serao estabelecidas por parametros especificos. Dois dos mais impor-
tantes parametros a serem considerados sdo a demanda bioquimica de oxigénio (DBO) e
também o oxigénio dissolvido (OD), que por sua vez sdo responsaveis pela sobrevivéncia
do ecossistema aquatico. A DBO da agua é a quantidade de oxigénio necessaria para
oxidar a matéria organica por decomposi¢cao microbiana aerdbia para uma forma inor-
ganica estavel. De acordo com a Companhia de Tecnologia de Saneamento Ambiental
(CETESB), o oxigénio dissolvido é um fator limitante para manutencao da vida aquatica
e de processos de autodepuragao em sistemas aquaticos naturais e estacoes de tratamento
de esgotos. Durante a degradacao da matéria organica, as bactérias usam o oxigénio nos
seus processos respiratorios, podendo causar uma redugao de sua concentragao no meio.
Assim, a avaliacao da qualidade da dgua de um corpo hidrico requer o emprego de um
modelo que efetue a simulagdo da dispersao de poluentes acoplada a sua hidrodinamica
[Garcia, 2009]. Para fazer este tipo de simulagdo, geralmente é utilizado algum método
numérico capaz de resolver equacoes tanto para processos fisicos, quimicos como também

biolégicos.
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A eficiéncia de um método analitico, numérico ou hibrido para simular a dispersao
de um fluido exige uma modelagem prévia das condigoes do problema em estudo. Um
dos primeiros pontos a ser analisado é a geometria do local, desse modo, é possivel fazer
um mapeamento por via numérica da regiao, tornando-a um dominio computacional. Em
diversos casos, representa-se uma dada regiao por uma malha computacional que é criada
quando a equacao diferencial é discretizada de acordo com o dominio da regido. Assim,
a simulagdo pode ser feita tanto na fronteira do dominio como também no seu interior
respeitando, se houver, as condi¢oes de contorno do problema. Intuitivamente, o termo
fonte de uma dada equagao (para descrever o problema) seria uma fungao que descreve a
quantidade de poluente lancada no corpo hidrico. Esse lancamento poderia ser dado por
fontes difusas ao longo de um remanso, ou por fontes de descargas pontuais como € o caso

dos esgotos.

Apés analisada a geometria do local, o préximo passo consiste em observar o tipo de
escoamento, que no caso do problema dos esgotos ocorre em regime estacionario. Ou seja,
a vazao da fonte de descarga independe do tempo, pois a descarga de poluentes acontece
de modo continuo. Em termos mais técnicos, um dos fatores que contribuem para o
decaimento da taxa de poluicao ao longo de um corpo hidrico, é a relagao entre vazao da
agua e a vazao de despejo. Isto significa, que uma vez feita a simulagao computacional
para um ponto de despejo de poluentes é possivel comparé-la com outro ponto de despejo,
e assim decidir qual o local mais adequado a ser empregado o ponto de despejo. Para fazer
este tipo de comparacao o que mudaria no problema seria o ponto onde estaria localizado
o termo fonte no dominio computacional. A partir dessa andlise seria possivel também
estabelecer pontos de coleta de esgoto para tratamento quimico, visto que esse ponto de
coleta deve ser suficientemente distante do ponto de despejo a fim de garantir melhores

resultados no tratamento de agua.

Sendo assim, o problema de despejo de esgotos domésticos e industriais pode
ser planejado adequadamente utilizando modelagem matematica e auxilio computacional
para fins de estabelecer pontos de despejo e coleta de esgotos de modo eficiente e com
baixo prejuizo ambiental. Além disso, vale ressaltar que o processo experimental seria

muito mais caro.

2.2 Acidentes com Contaminantes em Meio Aquatico

Um problema interessante que se encontra na area de preservacao ambiental é o
acidente com substancias téxicas ou contaminantes. Esses tipos de acidentes geralmente
ocorrem de uma forma inesperada, sem qualquer previsao para a contencao do problema.
Um caso tipico desse problema ¢é o transporte de cargas perigosas por meio aquatico, por

exemplo, gasolina, metais pesados e agrotéxicos. Cada tipo de substancia pode causar
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diferentes danos ao corpo hidrico, e assim se torna mais dificil a recuperacao da agua
por tratamentos quimicos, além de comprometer o ecossistema do local. Dessa forma, é
necessaria a presenca de um érgao que seja responsavel pelo controle, fiscalizagao e coleta
de informagoes a respeito dos acidentes ambientais. Como, por exemplo, no periodo de
2006 a 2012, foram registrados pelo Instituto Brasileiro do Meio Ambiente e dos Recursos
Naturais Renovaveis (IBAMA) um total de 3.239 eventos caracterizados como acidentes
ambientais. Além disso, os acidentes envolvendo derramamento de liquidos foi o evento

que mais ocorreu no ano de 2012, registrando o niimero de 357 casos.

Segundo a ONU, existem nove classes de acidentes ambientais envolvendo diferen-
tes tipos de produtos que podem ser considerados como de risco e assim causar danos
ambientais. No anexo 6.3 é possivel ver a classificacdo de cada substancia. Além do
risco de contaminacao de varios produtos na agua, em alguns casos o contato com ela
pode gerar maiores danos. Em agosto de 1998, o navio tanque Bahamas aportou em Rio
Grande transportando acido sulftrico concentrado. Devido a problemas operacionais, a
agua inundou os tanques misturando-se com o acido, produzindo uma mistura acida, que
em contato com o metal do navio gerou gases e risco de explosao. A alternativa encon-
trada foi permitir que o acido fosse descarregado de forma controlada no canal do Porto

[Niencheski, 1998].

No caso de um acidente com 6leo, ha uma série de processos naturais conhecidas
como intemperismo. Por exemplo, quando ocorre o vazamento de 6leo em mar aberto,
as manchas podem espalhar-se sobre a superficie da agua devido a marés, ventos, cor-
rentes e ondas. No caso de um mar mais calmo, a dispersao ocorre de forma mais lenta
obedecendo padroes a circulares para fora do ponto de vazamento. Além disso, acontece
o processo de evaporagao dos compostos aromaticos dos hidrocarbonetos devido a tem-
peratura ambiente, e também pela a acao dos raios solares. No processo da dissolucao,
alguns 6leos mais leves se dissolvem primeiro que 6leos mais pesados por meio dos seus
hidrocarbonetos aromaticos. Outro processo natural é a dispersao, que acontece quando
a mancha é fragmentada em particulas, nesse caso, a dispersao ocorre tanto na horizontal
quanto na vertical. Quando moléculas de hidrocarbonetos incorporam-se em moléculas de
agua ocorre o caso da emulsificacao, o que forma a emulsao agua-6leo. Na etapa em que
acontece a incidéncia de raios ultravioleta sobre a mancha existe um aumento de oxigénio
nos componentes do 6leo, o que o torna mais téxico e solivel na agua. No caso em que
o 6leo nao se dissolve na agua, pode ocorrer o processo de sedimentacao, que é quando
o 6leo tende a ir para o fundo do mar [Cetesb, 2007]. Essa série de processos naturais

forma o intemperismo, conforme ¢ ilustrado na Figura [10}

No caso de uma modelagem para tratar, por exemplo, de um problema de difusao
de um contaminante no mar deve-se considerar novamente uma série de caracteristicas

do problema. A primeira hipdtese a ser levada em conta é de que o escoamento acontece
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Emulsificacio Oxidagao
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Espalhamento

e Biodispersao

Figura 10 — Intemperizacdo do Oleo no Mar [Itopf, 1986].

em regime transiente, ou seja, ¢ um escoamento que varia com o tempo, podendo ter uma
vazao maior no inicio do acidente do que no fim. O local onde acontece o acidente também
é relevante, pois é possivel ocorrer em mar aberto, longe da costa, perto da costa, em agua
doce onde a densidade da agua é diferente da dgua salgada, entre outros. Além disso, o
tipo de contaminante também influencia, se é mais denso ou menos denso, mais viscoso ou
nao. Desse modo, faz-se necessario um modelo mateméatico que leve em consideracao to-
dos esses fatos, além da geometria do local e as condi¢oes hidrodindmicas do corpo d’agua.
Com essa finalidade, no anexo 6.2 serao apresentadas as equagoes que descrevem o escoa-
mento de fluidos em alguns casos particulares, lembrando que o problema hidrodinamico

correspondente nao é resolvido neste trabalho, mas apenas comentado aqui.

2.3 Modelagem Matematica para a Dispersao de Poluentes

Para o caso de uma dispersao de poluentes em meio aquatico considerando uma
lamina d’agua, a equacao advectivo-difusiva bidimensional em regime transiente que re-

presenta esse fendmeno é dada por:

2 2

({giv—i—ugi(—i—vaagsz(g;Y—kaa;')—kC’+Q(x,y), (2.1)
onde C ¢é a concentragdo de contaminante, D é o coeficiente de difusao, v e v sdo as
componentes da velocidade nas dire¢oes de = e y, k é a constante de decaimento do
poluente, t é tempo decorrido desde o despejo da carga e Q(z,y) é o termo fonte [Zabadal,

2005].

Considerando que o termo fonte seja substituido por condi¢des de passagem por
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pontos, a equagao ([2.1) pode ser reescrita como:

2 2
ac  oC ac_D<ac ac)_ka 22)

a—i—u%—i—va—y— w_FTf

Para um regime estacionario, e uma cinética de degradacao do poluente que inde-

pende da adveccao e difusao, pode-se utilizar separacao de variaveis e escrever:

C(z,y,t) = 71(t)c(z,y). (2.3)

Logo, substitui-se (2.3 em (2.2) e divide-se a equagao resultante por 7(t)c(z,y),

assim:

1dr dc dc 0?c 0%
——4k=—u——v—+D|—+-—| = 2.4
T dt + Yor Uay * (8352 + 83/2) & (24)

em que £ é a constante de separacao.
Dessa maneira, chega-se no seguinte sistemas:
ldr
-——+ k= 2.5
T dt + ¢ (25)
de dc 0?c 0%

iy — p— T 2.6
Yoz~ Vay (a R 2) (2:6)

Primeiramente, resolve-se a equagao (2.5), que é uma equagao diferencial de pri-

meira ordem, de modo que sua solucao é dada por:

T(t) = Toe k=9t (2.7)

Note que k£ — £ é o valor da constante de decaimento do poluente, logo o valor de

¢ deve ser igual a zero, sendo assim:

& + kT = (2.8)

—¢ (2.9)

Sendo £ nulo a solugao de 7(t) é:

7(t) = Te . (2.10)
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Para que se obtenha a soluc¢ao para todo um dominio, é feita uma mudanca de
variaveis a fim de reescrever a equacao (2.9) em termos de varidveis ortogonais e além
disso mapear a geometria do corpo hidrico em um dominio retangular na variaveis a e b,

tais que:

a(x,y) = ; b(z,y) =V, (2.11)
onde ® representa o potencial de velocidade e ¥ a fungdo corrente [Poffal, 2005].

Efetuando-se a mudanga de varidveis na equagao (2.9) e calculando as derivadas

de primeira e segunda ordem usando a regra da cadeia, obtém-se:

Oc dc
(uay + vay — Dag, — Day,) % + (uby + vb, — Dby, — Dby,) 5
dc de d*c
2 2 2 2 _

A equacao (2.12) pode ser reescrita se as novas varidveis formarem um sistema de

coordenadas curvilineas ortogonais, que acontece quando ya - /b = 0, assim:

B 0
(uay + vay — Dagy — Dayy) aTCL + (uby + vb, — Dbyy — Dby,) 52
oc oc
2 2 2 2 .
~D (a2 +a?) 502~ D (2 +12) 2 =0 (2.13)

Observando a forma da equagao (2.13)) e considerando a possibilidade de se utilizar
uma formulacao independente da geometria do corpo hidrico, constata-se que é possivel

efetuar um mapeamento que resulte na seguinte equagao alvo

Oc 0%c 0%
So=D (%2 + W) , (2.14)

onde as variaveis a e b sao, respectivamente, fungoes arbitrarias do potencial de velocidade

(®) e da funcao corrente (V) que descrevem o escoamento potencial.

Note que, é possivel obter (2.13)) e (2.14]) se tomarmos:

uag + vay, — Dag, — Day, =1 (2.15)
ubg + vby — Dbyy — Dby, = 0 (2.16)

(aZ+4a)) =1 (2.17)
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(b2 +b2) = 1. (2.18)

Analisando a equagao nota-se que o termo advectivo de primeira ordem em
b acontece somente ao longo das linhas de corrente, o que significa, que nao existe fluxo na
dire¢ao normal a corrente do escoamento. Baseado na equagao ¢ possivel descrever
o problema de dispersao de poluentes por meio de redes de esgotos domésticos ou também

descrever o problema de acidentes com contaminantes, ambos em meio aquatico.

Considerando o problema de dispersao de poluentes de despejo de esgotos domés-

ticos e industriais, a equacao que descreve este caso é dada por:

dc 0c
= _pZ-
0P ov?
onde ¢ é a concentragao de poluente independente do tempo, D ¢é o coeficiente de difusao,

=0, (2.19)

® fungao arbitraria de potencial de velocidade e W é a funcao arbitraria da corrente. Além
disso —00 < @ < +00 e 0 < ¥ < 400 [Poffal, 2005].

Por fim, é apresentada a equagdo para acidentes com contaminantes em meio

aquatico:

oc 0*c 0%
oo D (W + M)) —0, (2.20)

com —o00 < & < +o0 e 0 < ¥ < 400 [Poffal, 2005].

A modelagem matematica feita acima nao é a Unica que descreve problemas de
dispersao de poluentes, por exemplo, a equacao de Helmholtz também ¢é capaz de des-
crever fend6menos desta natureza. A equacao (2.21)) esta representada para um regime de

escoamento transiente e incompressivel:

Ow, ow, Oow, 9
= 2.21
T +ua$ +vay vVw,, (2.21)

onde w, ¢é a vorticidade e, u e v sao as componentes da velocidade nas direcoes x e y

respectivamente [Beck, 2005].

Ja para descrever um fenomeno difusivo bidimensional em regime estacionario é
possivel utilizar a equagao de Poisson, que torna-se a equacao de Laplace quando o termo

fonte é nulo:

0*f N 0*f
dy?  0x?
onde Q(x,y) representa o termo fonte e f é a concentragao de poluente em termos de x

ey.

= Q(z,y), (2.22)



Capitulo 2. Introdugdo ao Problema de Dispersdo de Poluentes 40

No préximo capitulo sera modelado um problema real de difusdo de poluentes, e a
solugdo aproximada serd obtida por uma metodologia hibrida utilizando transformacoes

conformes. A equagao ([2.22)) serd utilizada para descrever o problema.
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3 Difusao de Poluentes em Regime Estacio-

nario em Duas Dimensoes

Neste capitulo serd apresentado um método hibrido para a obtencao da solucao de
dispersao de poluentes em meio aquatico considerando duas dimensoes. Neste problema
difusivo o regime de escoamento é permanente e com fonte arbitraria. A metodologia
consiste em mapear a equagao diferencial parcial em estudo e, além disso, a mudanca
de varidveis reais em complexas permitira a transformacao de uma regiao de formato

complexo em uma regiao retangular.

Para este tipo de problema existem alguns métodos disponiveis na literatura, sendo
os mais utilizados comentados aqui. O primeiro é o método por separacao de variaveis
[Ozisik, 1994; Ayres, 1985; Boyce, 1995] , além de analise por diferencas finitas [Carnaham,
1969]. Entre outros métodos utilizados estd o método gréfico [Incropera, 1981], além disso,
se o problema considerado for transiente, existe o método da aplicacao da transformada
de Laplace [Kakag, 1993]. A respeito do método por separagao de variaveis, sua limitagao
acontece no que se refere as condi¢oes de contorno, ou seja, o método é eficiente apenas
para uma quantidade de geometrias simples. No caso de um tratamento numérico, utiliza-
se o método por diferengas finitas, que é eficiente em relacao a geometrias mais complexas.
Porém, sua limitacao esta no fato de que uma analise numérica fornece apenas a solugao
em pontos discretos do dominio, sendo que uma boa aproximacao depende dos pontos

escolhidos e o tamanho das regioes.

3.1 Meétodo

Considere a equacgao (3.1) que descreve o fenémeno fisico em interesse:

Pf  0*f
[ + _ = 13, , 31
5o+ g = Q) (31)
onde Q(z,y) representa o termo fonte e f é a concentracao de poluente em termos de x
ey.

Para reescrever (3.1) em termos de varidveis complexas, faz-se a mudanga de va-

riavel:
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Aplicando em ({3.1)), tem-se pela regra da cadeia:

Em z:

Of _0fo=  9foz _0of of _

9c " 0:00 Tosor 2.t (3-4)

Calculando a derivada de segunda ordem:

*f dg 99 9 (of of\ 9 (of Of
55, T — o\ tas ) Tzl o T as ) (3.5)

Reescrevendo a equacao (3.5)), chega-se a:

2 2 2 2 2
*f _f Of  Pf Pf

82 022 ' 0207 ' 070z ' 0 (3:6)
Agrupando as derivadas cruzadas em , obtém-se :
0*f  0°f o?f  0f
o2~ 022 2om05 T o (3.7)
Pela regra da cadeia, em y:
of o0foz o0foz . [(of Of
—=———+=——=i|l=—-=]=h. :
oy~ 0zoy 0z 0y Z(@z 0z (38)

Calculando a derivada de segunda ordem em ((3.8]):

o2 \0z 0z) 0z\ 0z 0z oz\ 0 0z)° '

Reescrevendo a equacao (3.9), obtém-se:

S L R S

82 | 822 | 9207 9202 | 0% (3.10)
Agrupando as derivadas cruzadas:
*f *f O  Pf
07~ 02 ' 0.0z 0 (3.1)
Substituindo e nos termos difusivos de , tem-se:
0?f  O0*f  O*f Pf  0*f  O*f Pf  0*f
2¢ _ _ _ _
Vii=ae T ar " 02 T2 T 0 Tl o (3.12)
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isto é,

0% f

2 =4 . 1
vy 020% (3 3)

Nesta equacgao a solugao pode ser obtida por meio de integracao dupla em termos
das novas variaveis. Sendo assim, deve-se também expressar o termo fonte em funcao das
variaveis complexas Z e z. Como z ¢é funcao de x e y, basta manipular algebricamente

CO1mo:

z =z 4+ 1y, (3.14)

zZ=u1x—1y. (3.15)

Somando (3.14)) e (3.15)), obtém-se:

z 47z =2z, (3.16)

assim,

(3.17)

Subtraindo (3.15]) de (3.14)), tem-se:

2 —Z =2y, (3.18)
ou seja, _
Z2—Z
=—1 3.19
y=—i—5— (3.19)
ou
y = is ; & (3.20)

E possivel, ainda, reescrever a equagao 1} €omo:

0% f B
020z

Vif =4 q(z,%). (3.21)

Com a equacao neste formato, novamente é possivel obter a solucao por meio de

um integracao dupla no termo fonte:

= i / / ¢(2,2)dzdz + 1(Z) + fo(2). (3.22)
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Na equagao (3.22)), o termo escrito como f1(Z) + fa(z) é o chamado espago nulo

do operador Laplaciano. E possivel comprovar, pois:
V2(f1(Z) + fa(2)) = 0. (3.23)

Esta solucao se aplica a problemas onde a geometria do dominio ¢ simples, ou
seja, de facil aplicacao das condigdes de contorno. No caso deste trabalho é de interesse
utilizar uma geometria mais complicada, que possa ser transformada em uma geometria
mais simples, e isto acontece por meio de transformacao conforme aplicada em dominios
distintos. A caracteristica de maior interesse que possuem as transformacoes conformes é

de preservar a estrutura da equacao de Laplace.

3.2 Obtencao das Paramétricas que Descrevem o Dominio

Basicamente, a aplicacdo de uma transformacao conforme em um dominio é uma
tarefa viavel do ponto de vista analitico quando se conhece a funcao a ser utilizada. Como,
por exemplo, é possivel utilizar a fungao w(z) = 2? para transformar retas em parabolas,
mas isto é de interesse do ponto de vista académico para exemplificacdo deste topico.
Entretanto, do ponto de vista pratico e aplicado, a tarefa de obter a funcao de transfor-
macao que faz o mapeamento entre dois planos é feita por meio de fun¢des paramétricas
que descrevem os dominios em estudo. Sendo assim, a funcdo paramétrica que ira fa-
zer o mapeamento pode ser considerada a fungdo na qual sera aplicada a transformacao

conforme.

Para a obtencdo desta fun¢do paramétrica é necessario fazer um ajuste de curvas
no dominio de origem, visto que, é possivel percorrer o contorno do dominio de origem
em coordenadas (z,y) e relacionar com os pontos que se queira no dominio transformado,

como na Figura |11}

Plano z

Planow

N
)

)

Figura 11 — Representacao do Ajuste de Curvas
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Conforme a Figura [11], para percorrer o contorno do dominio é possivel escrever

duas fungoes que dependem da variavel u, ou seja:
X = X(u) (3.24)

Y =Y (u). (3.25)

Além de percorrer o contorno do dominio, é possivel percorrer o interior dele.
Para isto, faz-se uma mudanca de varidvel de u para u + iv, respeitando as condi¢oes de

Cauchy-Riemann, ou seja:
X = X(u+iv) (3.26)

Y =Y (u+iv). (3.27)

Uma vez obtida a solucao da equacgao de Poisson no plano transformado, estas

funcdes paramétricas sao utilizadas quando for feito o caminho inverso.

3.3 Solucao da Equacao de Poisson

Como ja se sabe para resolver a equacao de Poisson ¢é possivel fazer uma mudanga
de variavel, convertendo um operador Laplaciano bidimensional em uma derivada cruzada
de segunda ordem na variavel espacial. Sendo assim, essa mudanca de varidvel também

ird valer para o uso dela no plano w, ou seja:
w = u+iv (3.28)

W= u — iv. (3.29)
Desse modo, pode-se reescrever a equagao de Poisson:

o*f .
3w8E_q

V2 =4 w, ). (3.30)

Assim, a solugao da equacao para o plano w é dada por:

= i//q(w,w)dwdw+f1(w)+f2(w), (3.31)

onde f1(w) + fa(w) é conhecido como o espago nulo do operador.
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Figura 12 — Sistema de Coordenadas para o Ajuste das Paramétricas

Esta solugdo esta em sua forma geral, ou seja, em termos da sua parte real e
imaginaria. Para o problema em estudo, a parte real torna-se a solucao de interesse, pois

neste caso, a parte imaginaria nao se aplica ao problema.

3.4 Aplicacao da Metodologia

Tendo em vista a importancia desta metodologia para aplicar em problemas re-
ais, escolheu-se um cendrio onde é possivel fazer a simulagao de dispersao de poluentes
conforme os passos aqui descritos anteriormente. O local escolhido é localizado na bacia
hidrografica do Lago Guaiba, que contém um importante canal de navegacao da regiao
metropolitana de Porto Alegre. De acordo com Departamento Municipal de Agua e Esgo-
tos (DMAE), o manancial recebe carga poluidora de varias naturezas, incluindo os esgotos
domésticos in natura, ou parcialmente tratados, além de efluentes industriais e agricolas.
As aguas do Guaiba apresentam variagdes de qualidade, com maior prejuizo nas areas de

margem, onde ocorre menor dispersao das cargas poluentes efluentes.

A aplicacao desse estudo despreza os termos advectivos, pois as regioes de interesse
estao longe do canal de navegacao, como por exemplo o Lami e a Barra do Ribeiro, sendo
assim a equacao de Poisson pode ser utilizada sem qualquer perda significativa para
realizar a simulacao de dispersao de poluentes. Considere a regiao mostrada na Figura

para a aplicacao do método.

Neste caso, o termo fonte em questao ira representar um arroio onde sao lancadas
cargas de esgoto sobre o corpo efluente. Além disso, a distribuicao de coliformes no Lami
¢é ajustada a uma funcao racional utilizando o Método dos Minimos Quadrados. Esta

funcao em termos de u e v possui a forma:

Q= —2(—3au® 4+ abv? + ac — 3b*v? + abu® + be)
B (au? + bv? + be)3
onde os coeficientes a,b e ¢ sdo dados por: a = 0,00000012;b = 0,0000000097;¢c =

: (3.32)
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Figura 13 — Dispersao de Poluentes no Plano w.

0,000137 [Zabadal, 2006]. Como a equagao (3.32) ainda nao estd em termos varidveis w
e W é possivel fazer uma mudanca de variavel, visto que esta se trabalhando em termos

do plano transformado, isto é,

w2 (3.33)

2

€ [y

v = M (3.34)

2

Assim, a equagao (3.32)) assume a forma:

9 b — w)? b2 (T — w)? N 2
3a2<ﬂ+2> +a(w w) —ac—3 (@ = w) —ab(—%—g) — be
aj<g+§>2_b<—_w)2+c . .
2 2 4

Apos este processo, usa-se a metodologia para a obtengao do mapeamento e, depois
integra-se a equacgao (3.35) para fins de determinar a distribui¢do de concentragoes no

plano w. Com isso, a distribuicao é dada por:

1
©0,12-107%u2 + 0,97 - 10~7v2 4+ 0,00173"

C(u,v) (3.36)

A partir disso, é possivel representar o grafico da dispersao de poluentes no plano

w em termos das varidveis u e v, como na Figura 13.

Uma vez obtida a solugdo, pode-se retornar as variaveis originais por meio da
transformacao conforme obtida anteriormente pelas equagdes paramétricas, em que é
feito o método dos minimos quadrados ajustando-se um polinéomio de quarto grau. Ja
se tratando do termo fonte, foram tomadas cinco pontos ao longo do Lami, sendo esses

pontos referéncia para o ajuste de curva feito, conforme a Figura 14 com a curva ajustada.
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Tabela 1 — Coordenadas dos Pontos Utilizados no Ajuste
X(m) Y(m)
120 —490
80 —210
—82 130
60 450
590 780
X = 0.8993454402 - 10~ %u* + 0.7680300298 - 10~ °u* + 0.000726785969u* —
0.7180852654u — 12.54574145  (3.37)
Y = —0.2249906642 - 10~ %u* — 0.8413350555 - 10~ %u* + 0.0008531766366u>+
1.743903924u — 37.84920304 (3.38)

1400
1200
1000
800
600
400
200

-200

-400 -200 0 200 400

u

Figura 14 — Curva Paramétrica Obtida

A Tabela [I] apresenta os pontos que foram utilizados no ajuste:

Apos feita a transformacao, obtém-se a Equacao (3.39)):
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Tabela 2 — Coordenadas dos Pontos Utilizados

X(m)

Y(m)

C(calculado)

C(dados coletados)

184.7814997
—717.0198940
132.5169518
3.0853993
—14.29037299
—552.4291822
115.8623462
—1574.678967
2642.805464
—506.4517490

—887.9708192
—621.2185510
—479.7948214
—464.7509432
—38.56812916
—559.2026648
523.9316622
931.9762258
858.54511060
5407.953818

22.25679593
18.61563109
79.80784187
46.90806212
578.0022739
95.07242475
79.807.84187
46.90806212
22.25679593
18.61563109

Entre 24 e 30
Entre 24 e 30
Entre 70 e 93

Entre 400 e 760

Entre 70 e 93

Entre 24 e 30
Entre 24 e 30

2 = 0.8993464402 - 107 — 0.5396072641 - 10 5u?v? + 0.8993454402 - 10~ v+
0.7680300298 - 10~°u* — 0.00002304090089uv? + 0.0007267859693u> —
0.0007267859693v% — 0.7180652654wu — 12.54574145+

0.8999626568 - 10~ %u*v — 0.8999626568 - 10~ %uv® 4 0.2524005166 - 10~ *u v —
0.8413350555 - 10~%0% — 0.001706353273uv — 1.743903924v+

(0.359738171 - 10~ " — 0.3597381761 - 10~ uv’+

0.00002304090089u2v — 0.7680300298 - 10~°v* + 0.001453517939uv—
0.7180652654v — 0.2249906642 - 10~ 84" + 0.1349943985 - 10~ "u?v*—
0.2249906642 - 10~%v* — 0.8413350555 - 10~ %0+

0.2524005166 - 10~ uv? 4 0.0008531766366u> — 0.000853176636602 -+

1.743903924u — 37.84920304)i  (3.39)

A Tabela [2| mostra a distribui¢do de poluentes (coliformes fecais) calculada no

dominio estudado, assim como os dados coletados experimentalmente e fornecidos pelo

DMAE. Na tabela tem-se N° coliformes/100mL.

De acordo com a Tabela 2, vé-se uma distribuicao de coliformes calculados entre
18 e 578 a cada 100 ml. De fato, os valores aproximados de coliformes estao dentro do
intervalo de dados coletados pelo DMAE nas proximidades dos pontos amostrados. Nota-
se que a concentracao de coliformes calculados tem uma proximidade maior no limite
inferior dos dados coletados, este fato decorre de cargas distribuidas ao longo da regiao,

que nao foram relevadas na modelagem do problema.

Segundo o CONAMA, quando 80% ou mais de um conjunto de amostras obtidas

houver, no maximo, 250 coliformes fecais por 1,00 mililitros ou 1.250 coliformes totais
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por 100 mililitros, entao a qualidade da dgua referente a balneabilidade é excelente. Essa
classificacao de balneabilidade ¢é referente as aguas doces, salobras e salinas. J4 no acom-
panhamento da classificacao de balneabilidade referentes as praias ou balnearios, os dados

calculados sao classificados na categoria propria para banho.

Para fazer a simulacao foi utilizado o software wxMaxima versao 12.01.0 em um
notebook com processador Intel(R) Core(TM) i3-2310M CPU @ 2.10GHz, obtendo um

tempo de processamento total de 4 minutos aproximadamente.
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4 Conclusao

Este trabalho manteve como focos principais a aplicacao do estudo de fungoes de
variavel complexa, a descri¢do de dois problemas de dispersao de poluentes e a implemen-

tagdo de uma solugao usando o software livre wxMaxima.

O estudo de fungoes de variavel complexa foi a base principal para a construcao
da solugao dos problemas relacionados a engenharia ambiental aqui tratados. O tépico
de transformagoes conformes no plano foi construido a partir de fungoes aplicadas em
regides do plano complexo, transformando regides de um plano para outro. Para chegar
a conclusao de que uma funcao é conforme, foram abordados os topicos relacionados as
equagoes de Cauchy-Riemann e o estudo de fungoes analiticas. Além disso, no capitulo 1
foram abordadas as fungoes elementares de variavel complexa, seguidas de suas proprie-
dades. Fungoes com caracteristicas peculiares tais como, a funcao exponencial e a funcao
logaritmica foram comentadas com o propédsito de especificar ao leitor as diferencas entre

as mesmas fungoes de variavel real.

No capitulo 2 foram abordados os temas relacionados ao cenario da dispersao de
poluentes, seguido da importancia desse estudo e da modelagem matematica feita para
se obter as equacgoes que descrevem os problemas tratados aqui. O problema do esgoto
doméstico foi apresentado de maneira simples, com a intencao de relacionar um problema
da area de engenharia ambiental com a modelagem matematica necessaria para obter a
solugao do problema. Com relagao ao acidente com contaminantes, foi feito um estudo
em cima de um cendario atual de, por exemplo, um vazamento de 6leo no mar, conforme
o topico que trata do intemperismo. Em respeito a modelagem matematica da dispersao
de poluentes, foi apresentada a equacao que descreve este fendomeno. Sendo assim, foi
feita uma série de passos até obter as equagoes que representam o problema dos esgotos
e o problema dos acidentes, levando em conta algumas hipdteses para simplificagdo de

termos.

Para fins de aplicagao das transformagoes conformes descritas no capitulo 1, foi
feita uma metodologia para a obtencdo da solucao da equacgado de Poisson, que descreve
fenomenos difusivos bidimensionais em regime permanente. Com base na invariancia
da equacgao de Laplace perante a uma funcao de transformacao conforme, foi feita uma
mudanca de varidveis na equacgao com o objetivo de converter o operador laplaciano
bidimensional em uma derivada cruzada de segunda ordem na variavel espacial. Além
disso, o ajuste de curvas feito para determinar a fun¢do de transformacao, possibilitou
uma maior liberdade para a aplicacao da transformacao conforme, visto que, nao ha uma

dependéncia de formas geométricas ja conhecidas.
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Outro ponto relevante deste trabalho foi o uso de um software livre para a obten-
¢ao da solugao do problema descrito no capitulo 3, assim como o ajuste de curvas feito
nele. O software wxMaxima é de linguagem simbdlica e permite o estudo de fungoes
de variaveis complexas, de modo que, no capitulo 1 foram apresentados alguns graficos
que representam a aplicagdo dessas fungoes em um dominio no plano z, produzindo uma
imagem no plano w. Com isso, foi possivel trabalhar com este software levando em conta
que nao ¢ necessario possuir uma licenca para seu uso, sendo ele de distribuicao gratuita

e de codigo computacional disponivel a novos colaboradores.

Levando em conta os temas aqui estudados, é possivel solucionar uma ampla classe
de problemas em engenharia ambiental relacionados a dispersao de poluentes em meio
aquatico. A modelagem matematica para a solugdo de um problema difusivo bidimen-
sional pode ser ampliada considerando um campo de velocidades alto, onde os termos
advectivos sejam considerados na equacao. Assim, para trabalhos futuros seria interes-
sante trabalhar com problemas no caso tridimensional onde, por exemplo, a profundidade
do corpo hidrico seja relevante para o estudo. Com isso, a aplicagao da metodologia feita
no capitulo 3 seria de grande utilidade na cidade de Rio Grande, mais ainda no planeja-
mento urbano no que refere-se a implantacao de uma rede de esgoto, além da possibilidade
de aplicacoes na regiao do porto. Visto que acidentes de embarcagoes com cargas toxicas
podem vir a ocorrer, e a modelagem do problema poderia seguir os passos descritos neste

trabalho para uma solugao que descreva a situacao.
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6 Anexo

6.1 Transformacoes no wxMaxima

Com o objetivo de ilustrar o estudo das transformagoes no plano por funcoes
complexas, sao apresentados alguns exemplos de regioes que foram transformadas em
outras. Para obter as representagoes graficas foi utilizado o software livie WxMaxima
versao 12.04.0. Antes de desenhar os graficos foram feitas manipulac¢oes algébricas usando
o software para obter as parametrizagoes corretas. Vale lembrar que o WxMaxima nao
possui nenhum comando interno ou pacote que desenhe este tipo de grafico, dai estd a
importancia de calcular o intervalo onde a imagem de uma certa regiao esta definida no

plano w. A seguir mostra-se todo o processo realizado no programa.

Exemplo 1: Determine a imagem da regiao Ry : 0 <z < 1e0 <y < 2 pela

transformacao w = z + 2.
Defina a variavel z:
z:x+ix*y;

Defina a fungdo w(z):
w=z+a;

Digite o valor de a:
a:2;

w:zta;

Separar em partes real e imaginaria:
u:realpart (w);
v:imagpart (w) ;

Ajustar os intervalos:
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x:[x,0,1];

u:x+2;

y:[y,0,2];

Viy;

Limpar memdria:

kill(all);

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,

e logo depois parametrizar a regido w, pois o software néo

possul comando interno para realizar estas tarefas.

Planoz X

Figura 15 — Regiao R;.

Plano w U

Figura 16 — Imagem de R; pela transformacao w = z + 2.

v
Exemplo 2: Determine a imagem das retas Ry : © = 5 € R3:x =c, onde c é

uma constante qualquer pela funcao w = senz.
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Defina a variavel z:

. 0 2 .
z:x+hix*y;

Defina a fungio w(z):

w:sin(z);

Separar em partes real e imaginiria:

u:realpart(w);

v:imagpart (w) ;

Substituindo x=pi/2:

Repetindo o processo:

. o/ 5 .
z:x+hix*y;

w:sin(z);

u:realpart(w);

v:imagpart (w) ;

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,

e logo depois parametrizar a regido w, pois o software nao

possul comando interno para realizar estas tarefas.

Limpar meméria:

kill(all);

Substituindo x=c

X:C;

Repetindo o processo:
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N

(X+hiky;

w:sin(z);

u:realpart(w);

<

:imagpart (w) ;

Limpar meméria:

kill(all);

Organizar as fungbes hiperbdlicas:
a:cosh(y)=u/sin(c);
b:sinh(y)=v/cos(c);

Utilizar relagdo trigonométrica:
a~2-b"2;

cosh(y) "2-sinh(y)~2;

trigsimp (%04);

Reescrevendo a equacgédo:
a"2-b"2=trigsimp (%04);

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,

e logo depois parametrizar a regido w, pois o software ndo

possul comando interno para realizar estas tarefas.

Exemplo 3: Utilizando a funcao w = 22, determine a imagem das retas Ry : y = x

ex=1.

Defina a variavel z:
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0.5

Planoz

Figura 17 — Imagem de R; pela transformagao w = senz

-4 -2 0 2 4

Plano w u

Figura 18 — Imagem de R3 pela transformagio w = senz.

. o/ & .
Z:x+hixy;

Defina a fungdo w(z):

w:z"2;

Separar em partes real e imaginiria:

u:realpart(w);

v:imagpart (w) ;

Definindo y=x:

yix;

Repetindo o processo:

. 0 2 .
z:x+hix*y;

w:z"2;
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u:realpart (w);

v:imagpart (w) ;

Limpar memdria:

kill(all)

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,
e logo depois parametrizar a regido w, pois o software néo
possul comando interno para realizar estas tarefas.
Definindo x=1:

x:1;

Repetindo o processo:

z:x+hix*y;

w:z"2;

u:realpart (w);

v:imagpart (w) ;

kill(all);

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,
e logo depois parametrizar a regido w.

Exemplo 4: Determine a imagem do segmento da reta R; : z =2 entre 0 <y <
27 pela transformagao f(z) = €.

Informe com o valor de x:

X:2;
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Planoz x

Figura 19 — Regiao Ry.

Plano w u

Figura 20 — Imagem de Ry pela transformacao w = 22

Defina a variavel z:

Z: X+y*hi;

Defina a fungio w(z):

w:exp(z);

Separar em partes real e imaginiria:
u:realpart (w);

v:imagpart (w);

Limpar meméria:

kill(all);

Organizar as fungdes trigonométricas:

a:cos(y)=u/%e"2;
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b:sin(y)=v/%e"2;

Utilizar relagdo trigonométrica:

a~2+b”2;

sin(y) "2+cos(y)~2;

trigsimp (%) ;

Reescrevendo a equagéo:

a"2+b"2=trigsimp (%) ;

Para plotar a regido, precisa-se parametrizar a regido z,

e logo depois parametrizar a regido w, pois o software ndo

possul comando interno para realizar estas tarefas.

-4 -2 0 2 4

Plano z X

Figura 21 — Regiao Rs.

<
b b AN o s OO @

-15 -10 -5 0 5 10 15

Plano w u

Figura 22 — Imagem de Rj pela transformagao w = e*.
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6.2 As Equacoes do Escoamento de Fluidos

Um dos assuntos mais estudados nas areas de Engenharia e Ciéncias é o com-
portamento de substéncias chamadas fluidos e a descrigao de sua dindmica. Um fluido
é considerado uma substancia liquida ou gasosa, e o que geralmente define esta classe
de substancia é a capacidade de resistir a uma tensdao de cisalhamento aplicada, que
tende a mudar a sua forma original. Algumas areas das ciéncias tais como oceanografia
e meteorologia estudam o comportamento dos fluidos que ocorrem naturalmente, e estao
interessadas geralmente na dindmica dos movimentos. Saber como um fluido se comporta
ao longo de sua trajetéria é algo um tanto complicado, pois se consideram dois tipos de
movimento, o movimento por difus@o e o movimento por advecgao. No caso da difusao,
ocorre um fenémeno de transporte de matéria onde uma substancia que pode ser dissol-
vida, é dispersa pelas moléculas de um certo fluido. Advecgao é o processo pelo qual o
soluto ¢ carregado pela agua em movimento, mantendo-se constante a concentracao da
solugdo. Na adveccao ou conveccdo, o transporte da substéncia ocorre através do fluxo

do fluido no qual a mesma esté dissolvida.

Para fins de modelar a dindmica dos movimentos de um fluido estudam-se equacoes
que descrevem diferentes fenémenos fisicos, tais como pressao, gravidade, aceleracao, entre
outros. No caso dos liquidos, a equacao que descreve a conservacao da massa de um fluido

incompressivel, com a densidade p = C' (constante), é:

ou Ov Ow
—+ —4+—=0. 6.1
ox + dy + 0z (6.1)
A equacao 1} também é conhecida como equacio da continuidade. E possivel

deduzi-la a partir de um volume de controle infinitesimal, onde

dm = Zme — st, (6.2)

ou seja, o diferencial de massa é calculado pelo somatério de massa que entra menos o

somatorio de massa que sai de um volume de controle infinitesimal.

Outra equacao importante na descricio dos movimentos de um fluido é a equa-
¢ao da conservacao do momento linear, que basicamente é o produto entre a massa e a
velocidade do fluido: -

VD) 1+ - (o09) = i + o, (63)
onde 77 é chamado de produto exterior da velocidade por ela mesma, e o;; ¢ o tensor de
tensao, como ilustrado na Figura 23] Esta equac¢do também é conhecida pelo nome de
equagao de Cauchy, uma homenagem ao matemético Augustin Cauchy (1789-1857). E
possivel obter esta equagao a partir do Teorema do Divergente, no caso estendido para

tensores.
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o, /. Plano normal ao eixo z

/‘ ' g
O, ¥ = Plano normal ao eixo y

Convengao

— 07.
/ i 6a diragao da forga

i i & a direghe normal a forga
Plano normal ao eixo x

Figura 23 — Componentes do tensor da tensao em coordenadas cartesianas.

Para fins de descrever o movimento de um fluido, as equagoes acima quando com-
binadas com a segunda lei de Newton compdem a chamada Equacdo de Navier-Stokes.
Uma maneira de deduzir esta equagdo é novamente utilizando um volume de controle in-
finitesimal, no qual é possivel relacionar as tensodes de cisalhamento juntamente os vetores
de pressao. Para fins de simplificacao de contas, considera-se esta equacao aplicada a um

fluido incompressivel.

Existem muitas variacoes desta equagao, pois ela tende a ser modificada depen-
dendo do problema em estudo. Em um problema bidimensional como, por exemplo, em
um rio, a equacao ¢ modelada considerando duas componentes, ja no caso unidimensional,
uma componente é o suficiente. A seguir a equacao de Navier-Stokes é apresentada em

uma de suas formas, e seus termos sao nomeados de acordo com a sua representacao.

§—2@x6—;§P+vv26:?§, (6.4)
onde g representa o vetor gravidade, 2&W x ¢ é termo de Coriolis, —76P representa o
gradiente de pressao, v \/? 7 é o chamado termo de atrito e CZ ¢ a aceleracao.
Pode-se reescrever a aceleracao total CCZ;Z em funcdo das derivadas parciais:
§—2wxv—;§P+vv26:gj—i—ugi—i—vgz—l—wgg. (6.5)

A equagao (6.5) em muitos casos é mais util escrita em termos das suas compo-

nentes zonal (z), meridional (y) e vertical (z), assim para a equagao em x, tem-se:

a—+ua—+va—+wa——fv+fw+ —18—P+v u+v (6.6)
or " “or "oy oz Y Vi Vi ‘
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Para a componente em y:

ov Ov U%—l—w%#—fu:—;g];—{—vquvjtvv%,v. (6.7)

ot * “or * Jy 0z
E, finalmente, para a componente em z:
ow ow ow ow - 10P
= —gtUVR WUV w. (6.8)

Para um melhor entendimento do termo de Coriolis, considere a Figura [24] :

29

2Qsend

Figura 24 — O Termo de Coriolis, [Kerr, 2014].

O ponto A é considerado como um ponto qualquer que possui um volume se
deslocando no espaco, neste caso, o vetor ¥ representa a velocidade com que este corpo se
move. Além disso, é considerado o eixo de rotagao da terra representado por 2€2, sendo ele
decomposto em duas componentes. E, por fim, o vetor ¥ tem suas componentes normais

nos trés eixos, lembrando que v = ui + vj—i— wk. Pela Figura , tem-se que:

—

20 = [2Q cos(A)] J + [2Qsen(0)] k = ()] + (f)k- (6.9)

Escrevendo o produto vetorial entre a velocidade do elemento dv e o vetor de

rotacao da Terra, tem-se:

i j k
20 x V =det | 0 ff
v ovow
Logo,
20 x V = (fw — fo)i+ (fu)] + (Fu)k. (6.10)
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As equagoes (6.1), (6.3) e (6.5) sdo geralmente usadas para simulagdes de esco-

amento de fluidos em, por exemplo, tubulagoes, que é de grande aplicacao na area de
Engenharia. Neste trabalho, essas equagoes nao sao usadas, porém auxiliam sendo fer-
ramentas para o entendimento da teoria de escoamentos de fluidos. Com base nessa
teoria, atualmente é possivel fazer modelagens matematicas que descrevem problemas de

dispersao de poluentes.

6.3 Classificacao de Risco de Produtos Envolvidos em Acidentes

Ambientais

Classe de risco dos produtos envolvidos nos acidentes ambientais.
Classe 1: Explosivos.
Subclasse 1.1 Substancias e artigos com risco de explosao em massa.
Subclasse 1.2 Substancias e artigos com risco de projecao, mas sem risco de explosao
em massa.
Subclasse 1.3 Substancias e artigos com risco de fogo e com pequeno risco de explosao
ou de projecao, ou ambos, mas sem risco de explosdao em massa.
Subclasse 1.4 Substancias e artigos que nao apresentam risco significativo.
Subclasse 1.5 Substancias muito insensiveis, com risco de explosao em massa .
Subclasse 1.6 Substancias extremamente insensiveis, sem risco de explosao em massa.
Classe 2: Gases.
Subclasse 2.1 Gases inflamaveis.
Subclasse 2.2 Gases nao toxicos e nao inflamaveis.
Subclasse 2.3 Gases toxicos.
Classe 3: Liquidos inflamaveis.
Classe 4: Solidos inflamaveis; substancias sujeitas a combustao espontanea; substancias
que, em contato com agua, emitem gases inflaméaveis.
Subclasse 4.1 Sélidos inflamaveis, substancias autorreagentes e explosivos sélidos insen-
sibilizados.
Subclasse 4.2 Substancias sujeitas a combustao espontanea.
Subclasse 4.3 Substancias que em contato com a dgua emitem gases inflaméaveis.
Classe 5: Substancias oxidantes; perdxidos organicos.
Subclasse 5.1 Substancias oxidantes.
Subclasse 5.2 Peréxidos organicos.
Classe 6: Substancias téxicas e substancias infectantes.
Subclasse 6.1 Substancias toxicas.
Subclasse 6.2 Substancias infectantes.
Classe 7: Materiais radioativos.

Classe 8: Substincias corrosivas.
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Classe 9: Substancias e artigos perigosos diversos.

6.4 Codigo Fonte do Método
Declaragdo do termo fonte:
Q: -2 (=3*a”~2*u” 2+axb*v~2+a*c-3*b"2*v " 2+b*a*u”2+b*c) / (a*u”2+b*v"2+c) ~3;

q:-2*(=3*%a~2* (w/2+wc/2) "2+axb* (wc-w) ~2+a*c-3*b~ 2% (wc-w) "2
+bkxax (w/2+wc/2) ~2+bxc) / (a* (w/2+wc/2) ~2+b* (wc-w) ~2+c) ~3;

Integracdo do termo fonte:
ql:integrate(q,w)/4;
ql:integrate(q,w)/4;
fO_1:integrate(ql,wc);

subst (u+%ixv, w, (%04));
f0_2:subst(u-%i*v, wc, (%05));
Substituigdo dos valores dos coeficientes:
subst (0.00000012, a, (%06));
subst (0.000000097, b, (%07));
f0_2:subst(0.00173, c, (%08));
Extracdo da parte real:

expr: realpart(f0_2) $

fortran (expr);

Dispersdo de poluentes no plano w:
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plot3d(realpart(f0_2), [u,-50,50], [v,0,50])

Limpar memdria:

kill(all);

Ajuste das paramétricas:

Leitura do pacote dos minimos quadrados:

load(1lsquares);

Declaragdo da matriz de pontos:

p: matrix ([133.85,-728.76],[118.98,-490.8],[74.36,-208.22],
(0,0],[-74.36,133.85],[69.49,446.18],[609.78,773.37],[1308.79,773.37]) ;

Declaragdo da matriz M1:

M1:matrix([-500,-300,-100,0,100,300,400,500], [-
728.76,-490.8,-208.22,0,133.85,446.18,773.37,773.3]) ;

M:transpose(M1);
Aplicagdo dos minimos quadrados:
yp: lsquares_estimates(M,
[x,y], y=e*x"4+a*x”3+b*x~2+c*x+d,

[e,a,b,c,d]);

yp:-(31185191/13860660000000000) *x~4-(7067551/8400400000000) *x~3+
(49273297/57752750000) *x~2+(10254643367/5880280000) *x-(4590380678/121280775) ;

Substituigdo de x:

ypu: subst(u+li*v, x, yp);

Limpar meméria:
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kill(all);

Leitura do pacote dos minimos quadrados:

load(lsquares);

Declaragdo da matriz M2:

M2:matrix([-500,-300,-100,0,100,300,400,500], [133.85
,118.98,74.36,0,-74.36,59.49,609.78,1308.79]) ;

M:transpose(M2) ;
Aplicagdo dos minimos quadrados:
xp: lsquares_estimates(M,
[x,y], y=e*xx"4+a*x”3+b*x~2+c*xx+d,

[e,a,b,c,d]);
xp: (1994483419/221770560000000000) *x~4+(851632249/110885280000000) *x~3+
(16117973141/22177056000000) *x~2- (278680038047 /388098480000) *x-
(1014371497/80853850) ;
Substituigdo de x:
xpu:subst (u+/i*v, x, xp);
Releitura de ypu:
ypu:-(31185191* (%ixv+u) ~4)/13860660000000000- (7067551* (%i*v+u) ~3) /8400400000000+
(49273297* (Yhixv+u) ~2) /67752750000+
(10254643367* (%ixv+u))/5880280000-4590380678/121280775;
Fungdo Transformacgdo:

Z:xputhi*xypu;

Determinagdo dos pontos no plano z:
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x:realpart(Z);

Declaragdo de v como nulo:
subst (0, v, (%09));
y:imagpart(Z) ;

Declaracgdo de $v$ como nulo:
subst (0, v, (%ol1));

Curva paramétrica resultante:

WXplOth( [(1994483419%u~4) /221770560000000000+ (851632249%u"3) /110885280000000+
(16117973141%u"2) /22177056000000- (278680038047*u) /388098480000-1014371497/808538501]
[u,-500,500])
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