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Resumo
Neste trabalho fazemos um estudo sistemático da convecção natural de um fluido em uma
cavidade cúbica considerando diversos ângulos de inclinação. As equações da conservação
de massa, Navier-Stokes e a equação da energia foram resolvidas numericamente através
do Método dos Volumes Finitos em malha estruturada. Desse estudo numérico obteve-se
uma correlação para o número de Nusselt em função do número de Prandtl, do número
de Rayleigh e da rotação da cavidade.

Palavras-chaves: Fluidos, Convecção Natural, Número de Nusselt.



Abstract
In this work we make a systematic study of natural convection of a fluid in a cubic cavity
for several angles of inclination. The mass conservation equations, Navier-Stokes and
energy equation were solved numerically using the Finite Volume Method on structured
mesh. From this numerical study there was obtained a correlation for the Nusselt number
as a function of the Prandtl number, the Rayleigh number and rotation angle of the cavity.

Key-words: Fluids, Natural Convection, Nusselt Number
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Lista de símbolos

Lista de símbolos usados ao longo do trabalho com seu nome e unidades no Sistema
Internacional de unidades (SI).

Tabela 1 – Nomenclatura e sistema de unidades

Símbolo Descrição Unidades
𝒱 Volume de controle [m3]
𝒮 Supperfície de controle [m2]
𝜌 Densidade [kg/m3]
�⃗� Vetor velocidade [m/s]
𝑢 Componente 𝑥 de �⃗� [m/s]
𝑣 Componente 𝑦 de �⃗� [m/s]
𝑤 Componente 𝑧 de �⃗� [m/s]
𝑒 Energia [J/kg]
𝑔 Aceleração da gravidade [m/s2]
𝑝 Pressão [Pa]
𝛽 Coeficiente de expansão térmica [1/K]
𝑇 Temperatura [K]
𝑞 Energia gerada [J/sm3]
𝛼 Difusidade térmica [m2/s]
𝜅 Condutividade térmica [W/mK]
𝑐𝑝 Calor específico [J/kgK]
𝜈 Viscosidade cinemática [m2/s]
𝜇 Viscosidade dinâmica [kg/ms]

𝐿,𝐻,𝑊 Comprimentos característicos [m]
𝑃𝑟 Número de Prandtl adimensional
𝑅𝑎 Número de Rayleigh adimensional
𝑁𝑢 Número de Nusselt adimensional
𝑁𝑢 Número de Nusselt médio adimensional
ℎ Coeficiente de convecção [W/m2K]
𝑞” Fluxo térmico [W/m]
𝜑 Ângulo de rotação ao redor do eixo-𝑥 radianos
𝜓 Ângulo de rotação ao redor de eixo-𝑦 radianos
𝜃 Ângulo de rotação ao redor de eixo-𝑧 radianos
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1 Introdução

A Mecânica dos Fluido é o ramo da ciência que estuda o comportamento dos
fluidos em repouso ou em movimento. Os fluido compreendem substâncias que estão no
estado líquido ou gasoso – e que tem a capacidade de tomar a forma do recipiente que a
contêm [1].

A dinâmica dos fluidos é baseada em três princípios fundamentais da Física: a
Conservação de Massa, a Segunda Lei de Newton (Conservação da quantidadede mo-
vimento) e a Conservação de Energia. Cada princípio físico aplicado a um modelo de
escoamento leva a uma equação governante (a um conjunto de equações governantes) que
devem ser capazes de descrever e fazer previsões do escoamento do fluido.

Um modelo de escoamento de fluido bem posto é aquele que leva em conta a
geometria do problema, se o escoamento é unidimensional, bidimensional ou tri-
dimensional, se este é interno ou externo, viscoso ou não viscoso, laminar ou
turbulento, natural ou forçado, além do tipo de fluido, newtoniano ou não new-
toniano, incompressível ou compressível, em regime permanente ou regime não
permanente.

Os princípios fundamentais da Física aplicados a um modelo de escoamento bem
posto onde o fluido é composto por vários volumes de controle fixos e infinitesimalmente
pequenos levam diretamente as equações diferenciais parciais da Continuidade, de Mo-
mento (ou Cauchy) e de energia nas suas formas conservadas. O passo seguinte na direção
de descrever o escoamento do fluido é reescrever o conjunto de equações obtidos de tal
foma que possibilitem um tratamento numérico computacional para condições de fronteira
adequadas.

A convecção natural de um fluido em cavidades retangulares ou quadradas tem sido
extensivamente estudada numérica e experimentalmente para diversos valores de números
de Rayleigh e números de Prandtl ao longo dos anos [2, 3]. Tais estudos são importantes
devido às inúmeras aplicações da transferência de calor tais como o resfriamento de com-
ponentes eletrônicos, aproveitamento da energia solar, processo de secagem de alimentos
e reatores nucleares, entre outras.

A literatura apresenta diversos trabalhos mostrando a dependência do Número
de Nusselt (𝑁𝑢) em relação ao ângulo de inclinação (𝜃) da cavidade e do Número de
Rayleigh (𝑅𝑎). No caso da cavidade quadrada com paredes laterais mantidas a diferentes
temperaturas, [4] obteve que os ângulos de inclinação 𝜃 ≈ 110o para 𝑅𝑎 = 1 × 103 e
𝜃 ≈ 130o para 3 × 103 ≤ 𝑅𝑎 ≤ 1 × 104 fornecem as maiores taxas de transferência de
calor.
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Nesse trabalho é feito um estudo sistemático da convecção natural de um fluido em
uma cavidade considerando diversos ângulos de rotação. O nosso modelo tem geometria
cúbica sendo o escoamento tridimensional, interno, laminar e natural. O fluido
é viscoso, newtoniano, incompressível e o regime é permanente. Resolveu-se as
equações de Navier–Stokes e a equação da energia através do Método dos Volumes Finitos
em malha estruturada. Desse estudo numérico obteve-se uma correlação para o número
de Nusselt em função do número de Prandtl, do número de Rayleigh e da inclinação da
cavidade.

No capítulo 2, faz-se a revisão bibliográfica. Mostramos quais princípios físicos
são usados para obter as equações que modelam o escoamento de um elemento de fluido.
A adimensionalização das equações matemáticas do modelo também são revisadas pelo
fato que elas facilitam a simulações e cálculos numéricos das quantidades de interesse. As
correlações do número de Nusselt com geometria e condições de escoamento são discutidas
no final desse capítulo.

No capítulo 3, o problema físico e a metodologia de estudo são apresentados.
Mostramos como rotacionar o sistema físico e o modelo de escomento do fluido no interior
da cavidade. Discutimos o tratamento numérico das equações dinâmicas de escoamento
adimensionais com condições de contorno adequadas no domínio de interesse. O estudo
computacional é feito seguindo o roteiro apresentado no final deste capítulo.

No capítulo 4, apresenta-se os resultados obtidos da análise numérica computa-
cional proposta no capítulo anterior. O comportamento dos campos de temperatura e
velocidade do escoamento do fluido no interior da cavidade, além de uma correlação entre
os dados simulados do número de Nusselt e um modelo teórico através de um ajuste de
parâmetros.

No final, os anexos A, B e C apresentam a dedução das equações governantes, a
adimensionalização destas equações e o script usado para o ajuste de parâmetros.
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2 Revisão bibliográfica

Neste capítulo são apresentados os princípios físicos empregados na dedução das
equações que modelam o escoamento de um fluido. Em seguida, defini-se o modelo de
escoamento onde serão aplicados tais princípios para obtenção das equações governan-
tes. Estas serão adimensionalizada com o objetivo de facilitar o tratamento numérico
computacional. No final são mostradas as condições de fronteira adequadas para solução
do problema físico, e uma discussão sobre número de Nusselt e suas correlações com a
geometria e condições de escoamento.

2.1 Princípios físicos fundamentais da dinâmica de fluidos

Definição 2.1 (Volume de Controle). Em Mecânica de Fluidos um Volume de Controle
(VC), representado por 𝒱, é um volume arbitrário no espaço através do qual ocorre o
escoamento de um fluido.

A Fig. (1) mostra um VC na forma de um cubo delimitado por uma Superfície de
Controle (SC), representado por 𝒮.

Figura 1 – Volume de controle 𝒱 de dimensões 𝑥, 𝑦, 𝑧 que tende a um ponto no limite
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 → 0.

O VC de dimensões 𝑥, 𝑦, 𝑧 pode ser fixado no espaço com o fluido movendo-se
através dele, ou ainda, pode mover-se com o fluido de tal modo que as mesmas partículas
de fluido estão sempre no seu interior.
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Observação 2.1. Nesse trabalho os princípios fundamentais da física listados abaixo são
aplicados diretamente no VC fixo no espaço.

Definição 2.2 (Conservação da massa). A taxa de variação temporal da massa no in-
terior do VC é igual ao fluxo líquido de massa através da SC. A expressão geral para a
Conservação da Massa (ou Equação da Continuidade) aplicada a um VC é1:∫︁

𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝒱 +

∮︁
𝒮
𝜌
(︁
�⃗� · �⃗�

)︁
𝑑𝐴 = 0, (2.1)

onde 𝒮 é a SC. O princípio da conservação da massa exige que a soma da variação da
quantidade de massa dentro do VC com a quantidade de massa que atravessa a SC seja
zero.

Definição 2.3 (Conservação da quantidade de movimento linear). A força resultante
sobre o VC é igual à taxa de variação temporal da quantidade de movimento no interior do
volume de controle mais o fluxo líquido de quantidade de movimento através da superfície
de controle. ∫︁

𝒱
∇⃗ · (𝜌�⃗� )𝑑𝒱 =

∮︁
𝒮
(𝜌�⃗� ) · �⃗�𝑑𝐴, (2.2)

ou seja, a integral de volume do divergente de 𝜌�⃗� é transformada na integral da área sobre
a superfície que define o volume.

Definição 2.4 (Conservação da energia). A taxa de variação total de energia do sistema
é igual à taxa de variação no tempo da energia por unidade de massa dentro do volume de
controle somada à taxa de energia por unidade de massa através da superfície de controle.

𝑑𝐸

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎

= �̇�𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 = 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝒱
𝑒𝜌𝑑𝒱 +

∮︁
𝒮
(𝑒𝜌�⃗� ) · �⃗�𝑑𝐴, (2.3)

onde 𝑒 é a energia por unidade de massa, 𝜌𝑑𝒱 é um elemento de massa contido no volume
de controle e 𝜌�⃗� · �⃗�𝑑𝐴 é a taxa de fluxo de massa através do elemento de área 𝑑�⃗� = �⃗�𝑑𝐴

por unidade de tempo.

2.2 Classificação de escoamentos de fluido

O modelo de escoamento usado nesse trabalho tem as seguintes características:

∙ O escoamento é dito ser tridimensional, ou seja, o fluxo de caracterizado pela
distribuição de velocidades que varia em três dimensões. O cubo é o típico caso de
geometria tridimensional.

1 A Eq. (2.1) é obtida pelo Teorema de Transporte de Reynolds cuja validade é somente para
volumes de controle fixos e móveis, desde que o vetor velocidade seja a velocidade absoluta (vista por
um observador fixo).
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∙ O escoamento é interno quando o fluido está inteiramente confinado (ou limitado)
a superfícies sólidas. Por exemplo, o escoamento de um fluido em um duto ou tubo.
Por outro lado, o escoamento externo é aquele que o fluido escoa sem limitação
sobre uma superfície. Nesse caso podemos citar o escoamento de água em um rio.

∙ Vamos considerar somente o escoamento laminar e natural de um fluido. Estas
duas condições implicam que o escoamento do fluido entre as paredes sólidas é suave
e ordenado tendo origem devido a meios naturais. A elevação do fluido mais quente
e na descida do fluido mais frio é um exemplo de escoamento natural.

∙ Em relação ao fluido, a classificação é feita de acordo com sua taxa de deformação
quando uma Tensão de Cisalhamento é aplicada. Um fluido Newtoniano é um
fluido cuja tensão de cisalhamento é linearmente proporcional à taxa de defor-
mação de cisalhamento. Alguns fluidos facilmente encontrados no dia a dia como
a água, o ar e outros gases, gasolina são fluidos newtonianos. Por outro lado, o fluido
não Newtoniano não apresentam taxas de deformação proporcionais às tensões
de cisalhamento aplicadas. Fluidos newtonianos apresentam taxas de deformação
proporcionais às tensões cisalhantes aplicadas.

∙ Por fim, um fluido que apresenta resistência à redução de volume próprio é deno-
minado fluido incompressível, enquanto o fluido que responde com uma redução
de seu volume próprio ao ser submetido a ação de uma força é denominado fluido
compressível. Portanto, um escoamento será incompressível se a densidade perma-
necer constante em todos os pontos internos as superfícies sólidas. A consequência
imediata é que o volume de cada porção do fluido permanece constante durante o
decorrer de seu movimento.

2.3 Equações matemáticas do modelo

A ideia desta seção é descrever o escoamento de um fluido entrando e saindo de
um volume de controle usando variáveis de campo. Nessa abordagem, assume-se que o
valor da variável de campo em um local e tempo específicos seja o valor da variável para
qualquer partícula de fluido que ocupa aquela posição naquele momento.

Definição 2.5. O campo de pressão 𝑃 é uma variável de campo escalar. Este campo tem
domínio Ω ⊂ R4 em R tal que em coordenadas cartesianas

𝑝 = 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), (2.4)

onde (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 e tempo 𝑡 ∈ R+.
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Definição 2.6. A densidade 𝜌 é uma variável de campo escalar. Este campo tem domínio
Ω ⊂ R4 em R tal que em coordenadas cartesianas

𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), (2.5)

onde (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 e do tempo 𝑡 ∈ R+.

Definição 2.7. O campo de temperatura 𝑇 é uma variável escalar que pode ser uma
função da posição (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 e tempo 𝑡 ∈ R+

𝑇 = 𝑇 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧). (2.6)

Definição 2.8. O vetor velocidade �⃗� é uma variável de campo vetorial do fluido. Este
campo tem componentes 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) e 𝑤 = 𝑤(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) é dado por
tal que

�⃗� = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)̂𝑖+ 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)�̂� + 𝑤(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘 (2.7)

onde (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 e tempo 𝑡 ∈ R+.

Definição 2.9. A divergência do vetor velocidade ∇⃗·�⃗� para o operador ∇⃗ em coordenadas
cartesianas é dado por

∇⃗ = �̂�
𝜕

𝜕𝑥
+ �̂�

𝜕

𝜕𝑦
+ �̂�

𝜕

𝜕𝑧
(2.8)

é dado por

∇⃗ · �⃗� =
(︃
𝜕

𝜕𝑥
�̂�+ 𝜕

𝜕𝑦
�̂� + 𝜕

𝜕𝑦
𝑘

)︃
·
(︂
𝑢�̂�+ 𝑣�̂� + 𝑤𝑘

)︂
= 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑤

𝜕𝑦
. (2.9)

que significa fisicamente a taxa de mudança no tempo do volume de um elemento de fluido
movendo-se por unidade de volume.

Definição 2.10. A derivada material representa a taxa de variação no tempo de uma
variável de campo (escalar ou vetorial). Esta é definida por

lim
𝑡2→𝑡1

𝜙2 − 𝜙1

𝑡2 − 𝑡1
= 𝐷𝜙

𝐷𝑡
(2.10)

onde o operador 𝐷
𝐷𝑡

em coordenadas cartesinas é

𝐷

𝐷𝑡
= 𝜕

𝜕𝑡
+ (�⃗� · ∇⃗) (2.11)

Observação 2.2. As variável de campo (escalar ou vetorial) no espaço 𝜙 = 𝜌, 𝑇, 𝑝, �⃗� e
as componentes o vetor velocidade 𝑢, 𝑣, 𝑤 são funções de classe 𝐶1.

Em coordenadas cartesianas, o escoamento laminar de um fluido viscoso e incom-
pressível com propriedades constantes é regido pela equação de conservação de massa:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+ 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+ 𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0, (2.12)
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pela equação de Navier-Stokes na direção-𝑥

𝜌

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︃
= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔𝑥 + 𝜇

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

)︃
, (2.13)

na direção-𝑦

𝜌

(︃
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︃
= −𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑔𝑦 + 𝜇

(︃
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

)︃
, (2.14)

e na direção-𝑧

𝜌

(︃
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︃
= −𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧 + 𝜇

(︃
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑤

𝜕𝑧2

)︃
, (2.15)

e pela equação de energia

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝛼

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
+ 𝑞

𝜌𝑐𝑝

(2.16)

onde 𝛼 = 𝜅/𝜌𝑐𝑝 é a difusidade térmica em [m2/s], 𝜅 é a condutividade térmica em [W/mK],
𝜌 é a densidade em [kg/m3], 𝑐𝑝 é o calor específico em [J/kgK] e 𝑞 é a energia gerada por
unidade de tempo e de volume. A dedução detalhada das equações da conservação de
massa, equação de Navier-Stokes e a equação conservação de energia está no Anexo A.

2.4 O problema de cavidade cúbica

O cubo é um paralelepípedo retângulo com todas as faces e arestas congruentes e
perpendiculares. Uma cavidade cúbica é um espaço cavado ou vazio no formato de um
cubo. A cavidade cúbica é uma extensão para a dimensão 𝑧 de uma cavidade quadrada
no plano-𝑥𝑦.

A Fig. (2) mostra uma cavidade cúbica alinhada ao eixo do sistema de coordena-
das. Como as arestas de uma cavidade cúbica são iguais 𝐿 = 𝐻 = 𝑊 (veja Fig. (2)),
então o volume da cavidade cúbica é 𝑉 = 𝐿×𝐻 ×𝑊 = 𝐿3.

O caso geral no qual a cavidade não esta alinhada com o sistema de coordenadas
pode ser obtido através da rotação do sistema de coordenadas. Nesse trabalho, ao invés
de rotacionar o sistema de coordenadas, optamos pela rotação do vetor gravitacional. A
motivação está no fato que é mais simples modificar o código computacional para incluir
a rotação do vetor gravitacional do que rotacionar o sistema de coordenadas.

A rotação do vetor gravidade pode ser feita através do operador de rotação

𝑅𝑥𝑦𝑧(𝜑, 𝜓, 𝜃) = 𝑅𝑥(𝜑)𝑅𝑦(𝜓)𝑅𝑧(𝜃), (2.17)

onde 𝑅𝑥(𝜑) é o operador de rotação de um ângulo 𝜑 ∈ [0, 2𝜋] ao redor do eixo-𝑥, 𝑅𝑦(𝜓) é
o operador de rotação de um ângulo 𝜓 ∈ [0, 2𝜋] ao redor do eixo-𝑦 e 𝑅𝑧(𝜃) é o operador
de rotação de um ângulo 𝜃 ∈ [0, 2𝜋] ao redor do eixo-𝑧. A unidade de 𝜑, 𝜓 e 𝜃 é radianos.
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Figura 2 – Cavidade cúbica com as arestas 𝐿, 𝐻 e 𝑊 alinhada ao eixo do sistema de
coordenadas.

Os operadores de rotação 𝑅𝑥(𝜑), 𝑅𝑦(𝜓) e 𝑅𝑧(𝜃) têm representação matricial dada
por

𝑅𝑥(𝜑) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠(𝜑) −𝑠𝑒𝑛(𝜑)
0 𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.18)

𝑅𝑦(𝛽) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝜓) 0 𝑠𝑒𝑛(𝜓)

0 1 0
−𝑠𝑒𝑛(𝜓) 0 𝑐𝑜𝑠(𝜓)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.19)

𝑅𝑧(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.20)

tal que 𝑅𝑥𝑦𝑧(𝜑, 𝜓, 𝜃) = 𝑅𝑥𝑦𝑧 pode ser escrito como

𝑅𝑥𝑦𝑧 =

⎡⎢⎣ 𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓) − 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃)
𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) −𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑) + 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

−𝑠𝑒𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)

⎤⎥⎦

Seja �⃗� o vetor velocidade representado na forma matricial por

�⃗� =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑔𝑥

𝑔𝑦

𝑔𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.21)
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O vetor gravitacional rotacionado �⃗�𝑟 será obtido pela operação �⃗�𝑟 −→ 𝑅𝑥𝑦𝑧�⃗�. A represen-
tação matricial dessa operação é⎡⎣ 𝑔𝑥𝑟

𝑔𝑦𝑟

𝑔𝑧𝑟

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓) − 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃)
𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) −𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑) + 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

−𝑠𝑒𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)

⎤⎦⎡⎣ 𝑔𝑥

𝑔𝑦

𝑔𝑧

⎤⎦
Portanto, teremos

𝑔𝑥𝑟 = 𝑔𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑔𝑦

[︂
𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓) − 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

]︂
+

𝑔𝑧

[︂
𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

]︂
, (2.22)

𝑔𝑦𝑟 = 𝑔𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑔𝑦

[︂
𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

]︂
+

𝑔𝑧

[︂
− 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜑) + 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

]︂
, (2.23)

𝑔𝑧𝑟 = −𝑔𝑥𝑠𝑒𝑛(𝜓) + 𝑔𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜓)𝑠𝑒𝑛(𝜑) + 𝑔𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓) (2.24)

2.5 Número de Nusselt e suas correlações empíricas

O problema de transferência de calor, ou seja, a energia térmica em trânsito devido
a uma diferença de temperaturas no espaço, entre superfícies a diferentes temperaturas
separadas por um fluido confinado tem sido objeto de estudo ao longo dos anos devido a
suas aplicações em Engenharia [2].

A forma de estimar a transferência de calor por convecção entre duas superfícies
é calcular o Número de Nusselt.

Definição 2.11. O número de Nusselt proporciona uma medida da transferência convec-
tiva de calor na superfície da cavidade com temperatura mais elevada é definido como

𝑁𝑢𝐿 = ℎ𝐿

𝜅
(2.25)

onde ℎ é o coeficiente de convecção em [W/m2K] 𝜅 é a condutividade térmica em [W/mK]
e 𝐿 é o comprimento característico da superfície de interesse em [m].

Definição 2.12. O coeficiente de transferência térmica (ou coeficiente de convecção), ℎ,
fornece a variação de temperatura na superfície. Esta quantidade é dada por

ℎ =
−𝜅𝜕𝑇

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

𝑇𝑠 − 𝑇∞
(2.26)

onde 𝑇𝑠 é a temperatura na superfície e 𝑇∞ afastado da superfície tem unidades de [K].

Definição 2.13. O fluxo térmico, então, através da superfície é dado por

𝑞′′ = ℎ(𝑇𝑠 − 𝑇∞) (2.27)

onde q” tem unidades [W/m].
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A forma funcional do número de Nusselt, seja em experimentos realizados em
laboratório ou simulações numéricas, nem sempre é conhecida. Nesse tipo de situação,
busca-se uma correlação do número de Nusselt com as propriedades importantes do fluido
e as dimensões do sistema físico.

Entre as propriedades do fluido estão os números adimensionais de Prandtl (𝑃𝑟)
e de Rayleigh (𝑅𝑎) definidos como segue.

Definição 2.14. O número de Prandtl é definido como a razão entre a viscosidade cine-
mática 𝜈 e o difusidade térmica 𝛼:

𝑃𝑟 = 𝜈

𝛼
, (2.28)

onde 𝜈 é a viscosidade cinemática em [m2/s] e 𝛼 é a difusidade térmica em [m2/s].

Definição 2.15. O número de Rayleigh é um número adimensional associado com a
convecção natural de um fluido, sendo definido como

𝑅𝑎 = 𝑔𝛽Δ𝑇𝐿3

𝛼𝜈
, (2.29)

onde 𝑔 = |⃗𝑔| em [m/s2] é o módulo da aceleração devido a gravidade, 𝛽 é o coeficiente de
expansão térmica em [K−1], Δ𝑇 = 𝑇𝑠 − 𝑇∞ é a diferença de temperatura em [K], sendo
𝑇𝑠 é a temperatura da superfície e 𝑇∞ a temperatura ambiente (temperatura afastada da
parede). O comprimento característico 𝐿 tem unidades de [m], 𝛼 é a difusidade térmica
em [m2/s] e 𝜈 é a viscosidade cinemática em [m2/s].

Diz-se que existe correlação entre duas ou mais variáveis quando as alterações so-
fridas por uma delas são acompanhadas por modificações nas outras. Assim, a correlação
revela se existe uma relação funcional entre uma variável e as restantes.

Diversas correlações do 𝑁𝑢 com os números adimencionais 𝑅𝑎, 𝑃𝑟 e os compri-
mentos característicos da geometria de interesse 𝐿, 𝐻 e 𝑊 (veja Fig. (2)), além do ângulo
de inclinação 𝜃 da superfície podem ser consultadas na Ref. [2], páginas 370-372. Sem
perda de generalidade, essas correlações podem ser escritas da seguinte forma:

𝑁𝑢 = 𝑓(𝑅𝑎, 𝑃𝑟), (2.30)

𝑁𝑢 = 𝑓(𝑅𝑎, 𝑃𝑟, 𝐿), (2.31)

𝑁𝑢 = 𝑓(𝑅𝑎, 𝑃𝑟, 𝜃), (2.32)

onde a barra superior indica uma média ao longo da superfície entre 𝑥* = 0 (𝑦* = 0 ou
𝑧* = 0) e a posição de interesse.

Observação 2.3. As formas das funções são determinadas a partir de conjuntos de me-
dições experimentais realizadas em superfícies de geometrias e tipos de escoamento espe-
cíficos. Tais funções são chamadas de correlações empíricas e aparecem sempre atreladas
às especificações referentes à geometria e às condições de escoamento.
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2.6 Adimensionalização das equações do modelo

A forma usual, porém não única, de adimensionalizar as equações de conservação
de massa, Navier–Stokes e conservação de energia é escrever as variáveis independentes
do modelo 𝑡, 𝑥, 𝑦 e 𝑧 em termos das variáveis adimensionais 𝑡*, 𝑥*, 𝑦* e 𝑧* usando
o comprimento característico 𝐿 (dimensão que define a escala de um sistema físico), a
difusidade térmica 𝛼 e a densidade 𝜌. A mudança de variáveis é dada por

𝑡 = 𝐿2

𝛼
𝑡*, (2.33)

𝑥 = 𝐿𝑥*, (2.34)

𝑦 = 𝐿𝑦*, (2.35)

𝑧 = 𝐿𝑧*. (2.36)

As componentes da velocidade 𝑢, 𝑣 e 𝑤 também devem ser adimensionalizadas. Nesse
caso, faz-se a seguinte substituição de variáveis:

𝑢 = 𝛼

𝐿
𝑢*, (2.37)

𝑣 = 𝛼

𝐿
𝑣*, (2.38)

𝑤 = 𝛼

𝐿
𝑤*. (2.39)

Além disso, a adimensionalização da variável de campo de pressão 𝑝 é dada por

𝑝 = 𝛼2𝜌

𝐿2 𝑝
*, (2.40)

e no caso do campo de temperatura 𝑇 fazemos a seguinte substituição

𝑇 * = 𝑇 − 𝑇𝑠

Δ𝑇 . (2.41)

onde Δ𝑇 = 𝑇𝑠−𝑇∞ é a diferença de temperatura da superfície 𝑇𝑠 (temperatura da parede)
e a temperatura ambiente 𝑇∞ (temperatura afastada da parede).

Com essas mudanças de variáveis, reescrevemos as Eqs. (2.12), (2.13), (2.14),
(2.15) e (2.16) como

𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑤*

𝜕𝑧* = 0, (2.42)

que é a equação de conservação de massa adimensionalizada. A equação de Navier-Stokes
na forma adimensional na direção-𝑥

𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑥 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑥* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑧*2

)︃
, (2.43)

na direção-𝑦

𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑣*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑦 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑦* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝑣*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑧*2

)︃
, (2.44)
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na direção-𝑧

𝜕𝑤*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑤*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑤*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑤*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑧 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑧* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝑤*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑤*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑤*

𝜕𝑧*2

)︃
, (2.45)

onde 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 e 𝑛𝑧 são os cossenos diretores nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente. Por fim,
a equação de conservação de energia na forma adimensional é dada por

𝜕𝑇 *

𝜕𝑡*
+ 𝑢*𝜕𝑇

*

𝜕𝑥* + 𝑣*𝜕𝑇
*

𝜕𝑦* + 𝑤*𝜕𝑇
*

𝜕𝑧* = 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑥2* + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑦2* + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑧2* . (2.46)

A dedução das equações adimensionais Eqs. (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) e (2.46)
feita no Anexo B.

Observação 2.4. Nota-se que somente as equações de Navier-Stokes dependem dos nú-
meros adimensionais 𝑅𝑎 e 𝑃𝑟. Portanto, para valores grandes de 𝑅𝑎 e 𝑃𝑟 temos que o
termo das forças gravitacionais é dominante tal que o termo convectivo das equações de
movimento podem ser desprezados.

O número de Nusselt médio 𝑁𝑢 a partir da solução adimensional é dado por:

𝑁𝑢 =
∫︁

𝒮

𝑑𝑇 *

𝑑𝑥*

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥*=0

𝑑𝒮 (2.47)

onde 𝒮 é a superfície de controle.

2.7 Condições de contorno

A solução numérica do sistema de equações adimensionais exige a especificação
das condições existentes no meio num determinado instante inicial, além das condições
existentes na sua fronteira. Portanto, as variáveis dependentes 𝑢, 𝑣, 𝑤 e as variáveis de
campo 𝑇 e 𝑝 devem ser definidas em toda a fronteria do domínio ocupado pelo fluido.

Para cada uma das variáveis 𝑢, 𝑣, 𝑤 e as variáveis de campo 𝑇 e 𝑝, são possíveis
dois tipos de condições de fronteira:

1. Condição de Dirichlet: Seja 𝜕Ω1 a fronteira do domínio Ω tal que 𝜕Ω1 ⊂ Ω. O
valor da variável 𝜙 = 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝, 𝑇 é conhecido e prescrito em uma porção de 𝜕Ω1:

𝜙 = 𝜙 em 𝜕Ω1 (2.48)

onde 𝜙 é o valor prescrito da variável 𝜙.



Capítulo 2. Revisão bibliográfica 23

2. Condição de Newman: Seja 𝜕Ω2 a fronteira do domínio Ω tal que 𝜕Ω2 ⊂ Ω. Seja
�⃗� o vetor normal à fronteira 𝜕Ω2. Então a variação das variáveis 𝜙 = 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝, 𝑇

na direção �⃗� é conhecida e dada por:

𝜕𝜙

𝜕�⃗�
= 𝜕𝜙

𝜕�⃗�
em 𝜕Ω2 (2.49)

Se 𝜕Ω for a fronteira do domínio Ω ocupado pelo fluido, então devemos ter

𝜕Ω = 𝜕Ω1 ∪ 𝜕Ω2. (2.50)

Conclusão: Revisamos as equações que modelam o escoamento de um elemento
de fluido obtidas usando os princípios físicos conservação da massa, a 2o lei de Newton
e a lei de conservação da energia. Também mostramos as equações adimensionalizadas
e a forma que as condições de contorno devem satisfazer para a análise computacional.
No final, revisamos as correlações do número de Nusselt com geometria e condições de
escoamento.

Próximo passo: No próximo capítulo será apresentado o problema físico de in-
teresse e como será feito seu o estudo numérico computacional.
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3 Metodologia

O problema físico e a metodologia para seu estudo são apresentados aqui. Sobre
o primeiro, mostramos como rotacionar o sistema físico (cavidade cúbica) e, também,
qual é o modelo de escomento do fluido no interior do sistema. Na segunda parte, mos-
tramos como será feito o tratamento numérico das equações dinâmicas de escoamento
adimensionais com condições de contorno adequadas em Ω. O estudo computacional é
feito seguindo o roteiro apresentado no final do capítulo.

3.1 Descrição do problema físico

Consideremos uma cavidade cúbica preenchida completamente por um fluido, ini-
cialmente em repouso. As paredes da caixa são rígidas e impermeáveis. O escoamento do
fluido é interno, viscoso, laminar e natural. O fluido é newtoniano e incompressível.

A Fig. (3) mostra a geometria do problema.

Figura 3 – Cavidade cúbica alinhada ao eixo-𝑥.

As condições de contorno apropriadas em 𝜕Ω1 e em 𝜕Ω2 são dadas por
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∙ 𝑥* = 0, 0 < 𝑦* < 𝐻 e 0 < 𝑧* < 𝑊 :

𝑢* = 𝑣* = 𝑤* = 0, 𝑇 * = 1, 𝑝 = 𝑝𝑟𝑒𝑓 = 0 (3.1)

∙ 𝑥* = 𝐿, 0 < 𝑦* < 𝐻 e 0 < 𝑧* < 𝑊 :

𝑢* = 𝑣* = 𝑤* = 0, 𝑇 * = 0, (3.2)

∙ 0 ≤ 𝑥* ≤ 𝐿, 𝑦* = 0, 𝑦𝐻 = 𝐻 e 𝑧* = 0 e 𝑧𝑊 = 𝑊 :

𝑢* = 𝑣* = 𝑤* = 0, 𝜕𝑇 *

𝜕𝑦* = 0, 𝜕𝑇 *

𝜕𝑧* = 0 (3.3)

onde 𝐿,𝑁,𝑀 ∈ R são os comprimentos característicos.

O sistema físico será rotacionado somente na direção-𝑥 usando o operador

𝑅𝑥𝑦𝑧 = 𝑅𝑥

(︂
0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

2

)︂
𝑅𝑦(𝜓 = 0)𝑅𝑧(𝜃 = 0), (3.4)

As equações adimensionais (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) e (2.46) pelo método de
volumes finitos o qual será abordado no na Seção 3.2.

O número de Nusselt médio 𝑁𝑢 a partir da solução adimensional é dado pela Eq.
(2.47).

3.2 Análise numérica das equações do modelo

Para obter soluções numéricas das equações do modelo (2.42), (2.43), (2.44), (2.45)
e (2.46), usou-se o Método dos Volumes Finitos (MVF) [5, 6]. Este método representa
e avalia equações diferenciais parciais sob a forma de equações algébricas em cada volume
de controle do domínio computacional de interesse. As equações algébricas são obtidas
pela integração da equações do modelo, na forma conservativa, no tempo e volume do
subdomínio.

O procedimento básico de aplicação do MVF segue abaixo:

1. Identificar o domínio onde ocorre o fenômeno físico;

2. Discretizar o domínio em pequenos volumes de controle localizando o seu centro
onde variável de campo será calculada;

3. Integrar as equações diferenciais governantes em cada ponto do volume de controle;
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A Fig. (4) mostra de forma esquemática a ideia a qual o método dos volumes
finitos é baseada.

A cavidade cúbica de volume 𝑉 = Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧 está alinhada ao eixo–𝑥. O seu
centro é indicado pelo ponto 𝑃 . Os pontos 𝑁 , 𝑆, 𝐸, 𝑊 , 𝐿, 𝐹 e 𝐵 são as direções North
(Norte), South (Sul), East (Leste) e West (Oeste), Foward (adiante) e Back (atrás) são
relacionados ao ponto 𝑃 . As variável de campo são calculadas nos pontos 𝑃 , 𝑁 , 𝑆, 𝐸,
𝑊 , 𝐿, 𝐹 e 𝐵.

Figura 4 – Representação esquemática da discretização. Figura extraída da Ref. [5].

Como a literatura sobre o MVF é bastante grande, nosso foco nesse trabalho não
será nas deduções e desenvolvimento do MVF. Esses aspectos são tratados em detalhes
na Referência [5]. Aqui estamos interessados no entendimento e aplicação do método.

3.3 Análise computacional das equações do modelo

Objetivo: A análise numérica consiste em simular o escoamento 3D de um fluido
por convecção natural em uma cavidade cúbica para diversos valores de ângulo de rotação
𝜃 em torno do eixo-𝑧.
O material usado na simulação foi um computador desktop com processador Intel R○

CoreTM 2 Quad CPU Q8300 @ 2.50GHz×4, gráfico GeForce 8800 GT/PCIe/SSE2, sis-
tema 64-bit, 3,9 GiB de memória RAM e disco rígido de 240,3 GB. O sistema operacional
instalado é o Ubuntu 14.04.3 LTS (Trusty Tahr).
O código usado foi desenvolvido pelo orientador desse trabalho, Prof. Dr. Darci Luiz
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Savicki, em linguagem FORTRAN 90, sendo uma extensão do programa bidimensional
do Patankar [5]. As modificações feitas ao código original foram a inclusão das equações
adimensionais do modelo e condições de contorno; além da matriz de rotação da cavidade.
Deseja-se obter uma correlação para 𝑁𝑢 em função de 𝑃𝑟, 𝑅𝑎 e 𝜃 ajustando os dados
simulados a um modelo similar ao sigmoidal. Usamos o software GNU Octave para obter
a correlação.

A metodologia para análise numérica seguiu os seguintes passos: Entradas, Si-
mulação, Saídas, Gráficos e Ajuste de curva. Cada passo é detalhado abaixo:

1. Entradas: são os valores das condições de contorno e constantes do modelo.

a) Condições de Contorno: defini-se as temperatura da parede quente (𝑇 * =
1), temperatura da parede fria (𝑇 * = 0), 𝑇 = 0.5 é a temperatura no interior
da cavidade cúbica e temperatura de referência (𝑇𝑟𝑒𝑓 = 25).

b) Constantes: Número de Prandtl (𝑃𝑟 = 1.0), número de Rayleigh (𝑅𝑎 =
105 ∼ 107), domínio computacional (𝐿 = 𝐻 = 𝑊 = 1) e 50 pontos em cada
direção do domínio computacional.

2. Simulação: procedimento adotado foi

a) Fixa-se 𝑃𝑟 = 1.0.

b) Para 𝑅𝑎 = 105 fixo e 𝜓 = 𝜃 = 0, simule escoamento do fluido para os ângulos:
𝜑 = 𝑛𝜋

16 , onde 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 calculando o número de Nusselt.

c) Para 𝑅𝑎 = 106 fixo e 𝜓 = 𝜃 = 0, repita a simulação para os ângulos: 𝜑 = 𝑛𝜋
16 ,

onde 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 calculando o número de Nusselt.

d) Para 𝑅𝑎 = 107 fixo e 𝜓 = 𝜃 = 0, repita a simulação para os ângulos: 𝜑 = 𝑛𝜋
16 ,

onde 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 calculando o número de Nusselt.

3. Saída: os campos de velocidade e temperatura. Além disso, cada simulação fornece
um valor de 𝑁𝑢 que depende diretamente dos valores de 𝑃𝑟, 𝑅𝑎 e 𝜑 resultando na
distribuição discreta de 𝑁𝑢.

4. Gráficos: usa-se os dados do ítem Saída para construir os gráficos dos campos de
temperatura 𝑇 e velocidade do escoamento do fluido no interior da cavidade.

5. Ajuste de curva: obter uma correlação de 𝑁𝑢 em função de 𝑃𝑟, 𝑅𝑎 e 𝜑.

Conclusão: O problema físico e a metodologia usada para estudá-lo foram apre-
sentados. Discutiu-se como as equações adimensionais do modelo serão resolvidas Método
de Volume Finitos, e a metodologia da análise numérica computacional para obter os cam-
pos de velocidade e temperatura, além do 𝑁𝑢 de cada simulação.
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Próximo passo: Apresentação e discussão dos resultados obtido através da aná-
lise numérica computacional.
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4 Resultados

Os resultados obtidos da análise numérica computacional proposta na Seção 3.3
são apresentados nesse capítulo. A correlação entre os dados obtidos por simulação do
número de Nusselt e um modelo teórico obtida através de um ajuste de parâmetros. Para
testar a eficiência da correlação foram calculados o coeficiente de determinação e o erro
global.

4.1 Simulações

Começamos a apresentação dos resultados das simulações feitas seguindo o proce-
dimento da Seção 3.3 mostrando o campo de temperatura 𝑇 .

A Fig. (5) mostra o comportamento do campo de temperatura do escoamento 3D
de um fluido com 𝑃𝑟 = 1 no interior de uma cavidade cúbica através de um corte no
plano-𝑦𝑧. A cavidade foi rotacionada de um ângulo 𝜑 = 𝜋

4 no sentido horário através do
operador 𝑅𝑥𝑦𝑧(𝜑 = 𝜋

4 , 𝜓 = 0, 𝜃 = 0). O número de Rayleigh usado na simulação do campo
𝑇 da Fig. (6a) foi 𝑅𝑎 = 105, da Fig. (6b) foi 𝑅𝑎 = 106 e da Fig. (6c) foi 𝑅𝑎 = 107.
A Fig. (6) mostra apenas o corte no plano-𝑦𝑧, sem a cavidade, do mesmo campo de
temperatura 𝑇 da Fig. (5).

Verificamos que a região mais fria está sempre na parte inferior da cavidade. Para
as camadas mais centrais, a temperatura, ao longo da linha vertical da cavidade é apro-
ximadamente a temperatura média no interior da cavidade. A camadas central mais
acentuada ocorre para 𝑅𝑎 = 107. A região mais quente está sempre na parte superior da
cavidade.

A Fig. (7) mostra o campo de velocidades do escoamento do fluido no interior
cavidade Fig. (5) (ou Fig. 6), no plano-𝑦𝑧. Novamente plotamos um gráfico para cada
número de Rayleigh: a Fig. (7a) para 𝑅𝑎 = 105, Fig. (7b) para 𝑅𝑎 = 106 e Fig. (7c)
para 𝑅𝑎 = 107, respectivamente.

Observa-se nas ilustrações dos vetores, Figs. (7a), (7b) e (7c), que a circulação
principal se situa muito próximo às paredes. Algumas partículas do centro da cavidade
sobem, mas não chegam a atingir a camada aquecida superior. Estas, desviam-se de seus
caminhos e apresentam uma circulação menor, tomando um movimento descendente em
direção à parte inferior da cavidade.
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(a) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
4 e 𝑅𝑎 = 105.

(b) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
4 e 𝑅𝑎 = 106.

(c) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
4 e 𝑅𝑎 = 107.

Figura 5 – Gráficos do campo de temperatura 𝑇 para os parâmetros 𝑃𝑟 = 1.0 e 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107,
Figs. (5a), (5b) e (5c), respectivamente.
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(a) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 105.

(b) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 106.

(c) Campo 𝑇 para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 107.

Figura 6 – Gráficos do campo de temperatura 𝑇 para os parâmetros 𝑃𝑟 = 1.0 e 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107,
Figs. (6a), (6b) e (6c), respectivamente.
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(a) Campo de vetores para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 105.

(b) Campo de vetores para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 106.

(c) Campo de vetores para 𝜃 = 𝜋
2 e 𝑅𝑎 = 107.

Figura 7 – Gráficos dos campos de vetores para parâmetros 𝑃𝑟 = 1.0 e 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 Figs.
(7a), (7b) e (7c), respectivamente.
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4.2 Ajuste de parâmetros

Objetivo: Determinar um conjunto de parâmetros que melhor ajustam a curva
obtida pelos dados simulados do número de Nusselt a um modelo teórico.

Hipóteses: A correlação entre os dados simulados do número de Nusselt para
cada ângulo de rotação da cavidade deve incluir os números adimensionais de Rayleigh e
de Prandtl.

Metodologia: O modelo senoidal da forma

𝑁𝑢(𝜑) = 𝑠𝑒𝑛
(︂

4𝜑− 𝜋

2

)︂
+ 1 (4.1)

foi usado inicialmente para ajustar os dados obtidos por simulação do número de Nus-
selt para cada ângulo de rotação da cavidade. Esse modelo foi escolhido a partir do
comportamento da curva Nusselt versus ângulo 𝜑. (Veja os pontos em vermelho da Fig.
(8)).

Por hipótese, deve-se os incluir efeitos dos números adimensionais Ra e Pr. Assim,
foi proposto o modelo

𝑁𝑢(𝜑,𝑅𝑎) = 𝑝1 + 𝑝2𝑅𝑎
𝑝3𝑃𝑟𝑝4 + 𝑝5𝑅𝑎

𝑝6

[︂
sin

(︂
4𝜑− 𝜋

2

)︂
+ 1

]︂
(4.2)

onde os parâmetros 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 e 𝑝6 são números reais e 𝜑 ∈ [0, 2𝜋]. As constantes
adimensionais foram testadas com os seguintes valores: 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 e 𝑃𝑟 = 1.

O ajuste da curva teórica com os dados simulados foi feito no software livre GNU
Octave com a função “leasqr” do pacote de otimização “optim 1.4.1” [8] que utiliza o
método de regressão não-linear de Levenberg-Marquardt [9, 10]. O script para o ajuste
de parâmetros está no Anexo C.

A eficiência do ajuste calculamos o Coeficiente de Determinação (𝑅2) e o Erro
Global (EG). O primeiro indica se o modelo teórico e os pontos simulados estão correla-
cionados, ou seja, se o modelo é uma boa aproximação dos pontos simulados. Matemati-
camente, 𝑅2 é calculado por

𝑅2 = 1 −
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑁𝑢−𝑁𝑢ajustado)2∑︀𝑛
𝑖=1(𝑁𝑢−𝑁𝑢)2 , (4.3)

onde 𝑛 é o número de dados, 𝑁𝑢 é o valor simulado do número de Nusselt e 𝑁𝑢ajustado

é o valor ajustado do número de Nusselt. Como 𝑅2 varia entre 0 e 1, quanto maior 𝑅2,
mais explicativo é modelo, ou seja, melhor ele se ajusta aos dados simulados.

O segundo, erro global, é definido como o valor esperado dos erros ao quadrado.
Esse valor pode ser calculado por

EG =
𝑛∑︁

𝑖=1
(𝑁𝑢−𝑁𝑢ajustado)2, (4.4)
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onde 𝑛 é o número de dados, 𝑁𝑢 é o valor simulado do número de Nusselt e 𝑁𝑢ajustado

é o valor ajustado do número de Nusselt. O EG é usado para indicar o quão distante,
em média, o valor simulado do número de Nusselt está do valor ajustado do número de
Nusselt 𝑁𝑢ajustado. Nesse caso um valor pequeno de EG significa que o modelo se ajuste
bem aos dados simulados.

A Tabela 2 foi criada a partir da análise numérica computacional seguindo o pro-
cedimento proposto na Seção 3.3.

Dados: A Tabela 2 apresenta os valores do Número de Nusselt para 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑛𝜋
16 ,

onde 𝑛 = 1, . . . , 8 com números adimensionais 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 e 𝑃𝑟 = 1.0.

Tabela 2 – Número de Nusselt simulados para 𝜑 ∈ [0, 𝑛𝜋
16 ], onde 𝑛 = 1, . . . , 8.

Dados simulados

𝜑 = 𝑛𝜋
16

𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 107

𝑁𝑢
0𝜋/16 4.39495 8.74258 16.61777
1𝜋/16 4.39934 8.75469 16.64485
2𝜋/16 4.41300 8.79110 16.72480
3𝜋/16 4.43083 8.82855 16.80698
4𝜋/16 4.43877 8.84141 16.84685
5𝜋/16 4.42896 8.82570 16.80564
6𝜋/16 4.41021 8.78647 16.72033
7𝜋/16 4.39647 8.74981 16.63929
8𝜋/16 4.39184 8.73678 16.61052

𝑁𝑢 = 4.4116 𝑁𝑢 = 8.7841 𝑁𝑢 = 16.611

A Tabela 3 apresenta os valores dos Números de Nusselt mínimo (𝑁𝑢min), médio
(𝑁𝑢) e máximo (𝑁𝑢max) simulados para 𝜑 ∈ [0, 𝑛𝜋

16 ], onde 𝑛 = 1, . . . , 8 com números
adimensionais 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 e 𝑃𝑟 = 1.

Tabela 3 – Números de Nusselt mínimo (𝑁𝑢min) e máximo (𝑁𝑢max) da simulação.

Números de Nusselt
𝑃𝑟 = 1 𝑁𝑢min − 𝜑 𝑁𝑢max − 𝜑
𝑅𝑎 = 105 4.39184 − 8𝜋

16 4.43877 − 4𝜋
16

𝑅𝑎 = 106 8.73678 − 8𝜋
16 8.84141 − 4𝜋

16
𝑅𝑎 = 107 16.61052 − 8𝜋

16 16.84685 − 4𝜋
16

Observa-se que 𝑁𝑢min ocorre para o mesmo valor de ângulo de rotação da cavidade
𝜑 = 8𝜋

16 = 𝜋
2 para os valores 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107. O valor de ângulo de rotação da cavidade

em que ocorre o 𝑁𝑢max é 𝜑 = 4𝜋
16 = 𝜋

4 .
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Parâmetros: A Tabela 4 apresenta os valores dos parâmetros 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 e
𝑝6 para 𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 e 𝑃𝑟 = 1.

Tabela 4 – Parâmetros 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 e 𝑝6 para os valores de número de Rayleigh
𝑅𝑎 = 105 ∼ 107 e número de Prandtl 𝑃𝑟 = 1.

Parâmetros da simulação
Parâmetros Valores

𝑝1 -9.7909e-01
𝑝2 2.7127e-01
𝑝3 2.5881e-01
𝑝4 1.5490e-02
𝑝5 5.7022e-04
𝑝6 3.4279e-01

Correlação: Para o conjunto de parâmetros da Tabela 4 o ajuste da curva teórica
dada pelo modelo Eq. (4.2) com dados da simulação apresentou coeficiente de correlação
𝑅2 = 0.99997 e erro global EG = 0.038768.

Portanto, substituindo os parâmetros da Tabela 4 no modelo teórico, Eq. (4.2),
chegamos a seguinte correlação:

Nu(𝜑,𝑅𝑎) = −0.97909 + 0.27127𝑅𝑎0.25881𝑃𝑟0.15490

+ 0.00057022𝑅𝑎0.34279
[︂
sin

(︂
4𝜑− 𝜋

2

)︂
+ 1

]︂
(4.5)

Na Fig. (8) é possível observar a correlação Eq. (4.2) com os dados simulados.
Observa-se o comportamento aproximadamente senoidal dos dados simulados, além do
bom ajuste da curva teórica dada pelo modelo Eq. (4.2) com parâmetros 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4,
𝑝5 e 𝑝6 da Tabela 3 (curva em azul) com dados da simulação (pontos em vermelho).
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Figura 8 – Correlação (curva em azul) versus dados da simulação (pontos em vermelho).

Conclusão: O comportamento do campo de temperatura e de velocidades está de
acordo com aquele esperado pela física do problema (transferência convectiva de calor).
O conjunto de parâmetros que melhor ajusta os dados simulados do número de Nusselt
ao modelo teórico apresentou coeficiente de correlação 𝑅2 = 0.99997 e erro global EG =
0.038768 indicando a obtenção de um bom ajuste.
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5 Conclusões

Neste trabalho foi feito um estudo sistemático da convecção natural de um fluido
no interior de uma cavidade cúbica para diversos ângulos de inclinação da cavidade.

O estudo começou pela revisão das equações que modelam o escoamento de um
elemento de fluido obtidas pelos princípios fundamentais físicos: conservação da massa,
a 2o lei de Newton e a lei de conservação da energia. As equações adimensionalizadas
e a forma que as condições de contorno devem satisfazer para a análise computacional
também foram revisadas. Finalizamos essa parte revisitando as correlações do número de
Nusselt em função da geometria e condições de escoamento.

O passo seguinte foi a apresentação do problema físico e a metodologia usada para
estudá-lo. Mostramos que as rotações da cavidade podem ser introduzidas de forma na-
tural através da matriz 𝑅𝑥𝑦𝑧. O modelo de escomento do fluido no interior da cavidade
tem características bem particulares as quais permitem escrever as equações dinâmicas
de escoamento na forma adimensional. Foi proposta uma metodologia para análise nu-
mérica computacional do problema físico, onde os campos de temperatura e velocidade,
soluções das equações adimensionais já com rotação incluída, são calculados pelo Método
de Volume Finitos. Na análise numérica foram usadas condições de contorno de Dirichlet
e Newman no domínio 𝜕Ω = 𝜕Ω1 ∪ 𝜕Ω2.

Obtemos que o comportamento do campo de temperatura e de velocidades está de
acordo com aquele esperado pela física do problema (transferência convectiva de calor).

Para o caso da correlação, ajustamos um modelo teórico do tipo senoidal modi-
ficado para incluir os número adimensionais de Rayleigh e Prandtl Eq. (4.2) aos dados
simulados (2). Dessa forma, obteve-se um conjunto de parâmetros que melhor ajusta os
dados simulados do número de Nusselt da tablea 4. A correlação entre dados da simula-
ção e modelo teórico, Eq. (4.2), apresentou coeficiente de correlação 𝑅2 = 0.99997 e erro
global EG = 0.038768 indicando que obtivemos um bom ajuste.
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A Dedução das Equações do Modelo

As deduções das equações de conservação de massa, momento linear e conservação
de energia são fortemente baseadas nas referências [1] e [7].

A.1 Equação de conservação de massa

A equação da conservação da massa aplicada a um VC é dada pela Eq. (2.1∫︁
𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝒱 +

∮︁
𝒮

(︁
𝜌�⃗�
)︁

· �⃗�𝑑𝐴 = 0. (A.1)

da seção 2.1 Como não há fontes e também não há sumidouros de massa na SC, temos
que o fluxo da propriedade massa através da área �⃗�𝑑𝐴 é nulo tal que∮︁

𝒮

(︁
𝜌�⃗�
)︁

· �⃗�𝑑𝐴 = 0. (A.2)

Logo, a taxa de variação no tempo de massa dentro do VC é dada por∫︁
𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝒱 = 0. (A.3)

No caso que a taxa de variação total da massa dentro do VC é igual à taxa na
qual a massa flui para dentro do VC, menos a taxa na qual a massa flui para fora do VC
teremos ∫︁

𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝒱 =

∑︁
entrada

�̇�−
∑︁

saída
�̇�. (A.4)

ou ainda ∑︁
entrada

�̇�−
∑︁

saída
�̇�−

∫︁
𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝒱 = 0 (A.5)

Vamos analisar cada termo da Eq. (eqap1:2) separadamente.

Afirmação A.1. À medida que o VC tende para um ponto, o valor da integral do volume
no lado esquerdo da Eq. (A.1) torna-se∫︁

𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ∼=

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.6)

onde 𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

Demonstração. A integral de 𝑓(𝑥) = 𝜕𝜌

𝜕𝑡
no intervalo [𝑥𝑖, 𝑥𝑛] ∪ [𝑦𝑖, 𝑦𝑛] ∪ [𝑧𝑖, 𝑧𝑛], 𝑛 ∈ N, é

igual ao limite do somatório de cada um dos valores que a função 𝑓(𝑥) assume, de 0 à 𝑛,
multiplicados por 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧∫︁

𝒱

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = lim

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧→0

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜕𝜌(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)
𝜕𝑡

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ∼=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.7)
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Logo, quando 𝑛 for muito grande o valor da soma acima se aproxime do valor da integral
de 𝑓(𝑥) no intervalo.

A análise das vazões de massa para dentro e fora do VC é feita com auxílio da Fig.
(9). Consideramos um VC na forma de uma caixa de dimensões 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 e 𝑑𝑧 e volume
𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 alinhada com o sistema de coordenadas cartesiano.

Figura 9 – Volume de controle na forma de uma caixa de dimensões 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 e 𝑑𝑧 (volume
𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧). Figura extraída da Ref. [1]

Afirmação A.2. As vazões de massa para dentro e fora do VC são dadas por

∑︁
entrada

�̇� ∼=
(︃
𝜌𝑢− 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2

)︃
𝑑𝑦𝑑𝑧⏟  ⏞  

face esquerda

+
(︃
𝜌𝑣 − 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑧⏟  ⏞  

face inferior

+
(︃
𝜌𝜔 − 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

face de trás
(A.8)

e
∑︁

saída
�̇� ∼=

(︃
𝜌𝑢+ 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2

)︃
𝑑𝑦𝑑𝑧⏟  ⏞  

face esquerda

+
(︃
𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑧⏟  ⏞  

face inferior

+
(︃
𝜌𝜔 + 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

face de trás
(A.9)

respectivamente.

Demonstração. Note que a densidade no centro da caixa definimos a densidade é 𝜌 e as
componentes da velocidade �⃗� do fluido são 𝑢, 𝑣 e 𝜔. Em pontos distantes do centro da
caixa, usamos umas expansão em Séries de Taylor em relação ao centro da caixa (Ponto
𝑃 ).
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O centro da face direita da caixa está localizado a uma distância 𝑑𝑥/2 do meio da
caixa na direção 𝑥, o valor de 𝜌𝑢 naquele ponto é:

(𝜌𝑢)centro da face direita ∼= 𝜌𝑢+ 𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥

𝑑𝑥

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝑢)
𝜕𝑥2

(︃
𝑑𝑥

2

)︃2

+ . . .

(𝜌𝑢)centro da face esquerda ∼= 𝜌𝑢− 𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥

𝑑𝑥

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝑢)
𝜕𝑥2

(︃
𝑑𝑥

2

)︃2

+ . . .

(𝜌𝑣)centro da face superior ∼= 𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝑣)
𝜕𝑦2

(︃
𝑑𝑦

2

)︃2

+ . . .

(𝜌𝑣)centro da face inferior ∼= 𝜌𝑣 − 𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝑣)
𝜕𝑦2

(︃
𝑑𝑦

2

)︃2

+ . . .

(𝜌𝜔)centro da face frontal ∼= 𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝜔)
𝜕𝑧2

(︃
𝑑𝑧

2

)︃2

+ . . .

(𝜌𝜔)centro da face detrás ∼= 𝜌𝜔 − 𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

2 + 1
2!
𝜕2(𝜌𝜔)
𝜕𝑧2

(︃
𝑑𝑧

2

)︃2

+ . . .

Porém, a medida que o VC vai se aproximando de um ponto, os termos de segunda
ordem e de ordem mais alta tornam-se muito pequenos. Portanto, a expansão em série
de Taylor pode ser truncada tal que

(𝜌𝑢)centro da face direita ∼= 𝜌𝑢+ 𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥

𝑑𝑥

2 + . . .

(𝜌𝑢)centro da face esquerda ∼= 𝜌𝑢− 𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥

𝑑𝑥

2 + . . .

(𝜌𝑣)centro da face superior ∼= 𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

2 + . . .

(𝜌𝑣)centro da face inferior ∼= 𝜌𝑣 − 𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

2 + . . .

(𝜌𝜔)centro da face frontal ∼= 𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

2 + . . .

(𝜌𝜔)centro da face de trás ∼= 𝜌𝜔 − 𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

2 + . . .

A vazão em massa para dentro de 𝒱 é
∑︁

entrada
�̇� ∼=

(︃
𝜌𝑢− 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2

)︃
𝑑𝑦𝑑𝑧⏟  ⏞  

face esquerda

+
(︃
𝜌𝑣 − 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑧⏟  ⏞  

face inferior

+
(︃
𝜌𝜔 − 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

face detrás
(A.10)

Analogamente, as faces direita, superior e da frente contribuem para a saída de
massa, e o segundo termo no lado direito da Eq. (A.8) torna-se

∑︁
saída

�̇� ∼=
(︃
𝜌𝑢+ 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2

)︃
𝑑𝑦𝑑𝑧⏟  ⏞  

face esquerda

+
(︃
𝜌𝑣 + 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑧⏟  ⏞  

face inferior

+
(︃
𝜌𝜔 + 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

face detrás
(A.11)
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Substituindo as Eqs. (A.6), (A.8) e (A.9) na Eq. (A.5) teremos

∑︁
entrada

�̇�−
∑︁

saída
�̇� = 𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

−𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧(︃

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+ 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+ 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0 (A.12)

Novamente, o Volume de Controle 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 é não nulo, então

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+ 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+ 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑧
= 0 (A.13)

Como �⃗� = 𝑢�̂�+ 𝑣�̂� + 𝜔𝑘 e ∇⃗ = �̂� 𝜕
𝜕𝑥

+ �̂� 𝜕
𝜕𝑦

+ 𝑘 𝜕
𝜕𝑧

temos que

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ ·

(︁
𝜌�⃗�
)︁

= 0 (A.14)

A Eq. (A.14) é chamada de equação da conservação de massa (ou equação da continui-
dade).

A.2 Equação de Navier-Stokes

No seção 2.1, escrevemos a equação da conservação do momento linear, Eq. (2.12,
aplicada a um VC é dada por

∑︁
𝐹 =

∫︁
𝑉 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌�⃗� )𝑑𝒱 +

∫︁
𝑆𝐶

(𝜌�⃗� )�⃗� · �⃗�𝑑𝐴 (A.15)

O lado esquerdo da igualdade da Eq. (A.15) pode ser reescrito tomando a força
total agindo no VC igual à taxa na qual o momento flui para dentro do VC menos a taxa
na qual o momento flui para dentro do VC

∑︁
𝐹 =

∑︁
𝐹corpo +

∑︁
𝐹superfície (A.16)

tal que

∑︁
𝐹corpo +

∑︁
𝐹superfície =

∫︁
𝑉 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌�⃗� )𝑑𝒱 +

∑︁
saída

𝛽�̇��⃗� −
∑︁

entrada
𝛽�̇��⃗� (A.17)

onde �⃗� nos dois últimos termos é tomada como a velocidade média em sua entrada ou
saída, e 𝛽 é o fator de correção de fluxo de momento.
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Afirmação A.3. A única força que age sobre o volume de controle infinitesimal é a força
de gravidade (que é uma força de volume).

Demonstração. A força gravitacional ∑︀𝐹corpo = 𝑃corpo cuja decomposição no plano car-
tesiano do lado esquerdo da igualdade acima é

∑︁
𝐹corpo =

∑︁
𝐹𝑥,corpo�̂�+

∑︁
𝐹𝑦,corpo�̂� +

∑︁
𝐹𝑧,corpo𝑘 (A.18)

Por outro lado, pode-se escrever o lado direito como 𝑃corpo = 𝑚�⃗� = 𝜌(𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)�⃗� tal que

𝑃corpo = (𝜌𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)̂𝑖+ (𝜌𝑔𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)�̂� + (𝜌𝑔𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)𝑘 (A.19)

ou seja, a força que atua no corpo é a força da gravidade dada aproximadamente pela
expressão

∑︁
𝐹𝑥,corpo ≃ 𝜌𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.20)∑︁
𝐹𝑦,corpo ≃ 𝜌𝑔𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.21)∑︁
𝐹𝑧,corpo ≃ 𝜌𝑔𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (A.22)

Afirmação A.4. A única força que age sobre a superfície do volume de controle infinite-
simal é a força de Tensão (Tensor Tensão amultiplicado pela área do volume de controle
infinitesimal).

Demonstração. O Tensor Tensão 𝜎𝑖𝑗 tem dimensões de força por unidade de área. Assim,
deve-se multiplicar cada componente de tensão pela área da superfície da face sobre a
qual ela age. Além disso, precisamos considerar apenas aquelas componentes paralelas
a entrada (ou saída) de cada face. (As componentes perpendiculares, embora possamser
não nulas, não contribuem para a força na direção de interesse. Veja Fig. (10) Usando-se
as expansões truncadas da série de Taylor temos:

∑︁
𝐹𝑥,superfície ≃

(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑥 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑦 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑧

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.23)

∑︁
𝐹𝑦,superfície ≃

(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑦𝑥 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑦𝑦 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑦𝑧

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.24)

∑︁
𝐹𝑧,superfície ≃

(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑧𝑥 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑧𝑦 + 𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑧𝑧

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.25)
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Figura 10 – Volume de controle na forma de uma caixa de dimensões 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 e 𝑑𝑧 (volume
𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧). Figura extraída da Ref. [1]

Afirmação A.5. No limite de 𝑑𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 → 0. (O volume de controle tende a um
ponto.) Assim, temos que ∫︁

𝑉 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝒱 ≃ 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.26)

∫︁
𝑉 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣)𝑑𝒱 ≃ 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.27)

∫︁
𝑉 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜔)𝑑𝒱 ≃ 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜔)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (A.28)

Afirmação A.6. A aplicação das expansões truncadas em primeira ordem das Séries de
Taylor em pontos distantes do centro do volume de controle de cada uma das seis faces
do volume de controle infinitesimal fornece uma aproximação para os dois últimos termos
da Eq. (A.15). Somando-se todos os fluxos que saem e subtraindo todos os fluxos que
entram teremos:∑︁

saída
𝛽�̇�𝑢−

∑︁
entrada

𝛽�̇�𝑢 ≃
[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝑢) + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑢) + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔𝑢)

]︃
𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.29)

∑︁
saída

𝛽�̇�𝑣 −
∑︁

entrada
𝛽�̇�𝑣 ≃

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝑣) + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑣) + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔𝑣)

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (A.30)

∑︁
saída

𝛽�̇�𝜔 −
∑︁

entrada
𝛽�̇�𝜔 ≃

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝜔) + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝜔) + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔𝜔)

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (A.31)

Demonstração. A Fig. (11) mostra os fluxos através da cavidade. Somando-se todos os
fluxos que saem e subtraindo todos os fluxos que entram. Na direção 𝑥 teremos:
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Figura 11 – Volume de controle na forma de uma caixa de dimensões 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 e 𝑑𝑧 (volume
𝒱 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧). Figura extraída da Ref. [1]

∑︁
saída

𝛽�̇�𝑢 ≃
[︃
(𝜌𝑢)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑢𝑑𝑥2

]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑢𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑢𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦

∑︁
entrada

𝛽�̇�𝑢 ≃
[︃
(𝜌𝑢)𝑢− 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑢𝑑𝑥2

]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝑢− 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑢𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝑢− 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑢𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦

Então
∑︁

saída
𝛽�̇�𝑢−

∑︁
entrada

𝛽�̇�𝑢 ≃
[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑢

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Na direção 𝑦 teremos:

∑︁
saída

𝛽�̇�𝑣 ≃
[︃
(𝜌𝑢)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑣𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑣𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑣𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦

∑︁
entrada

𝛽�̇�𝑣 ≃
[︃
(𝜌𝑢)𝑣 − 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑣𝑑𝑥2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝑣 − 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑣𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝑣 − 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑣𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦
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Então∑︁
saída

𝑡𝑖𝑙𝑑𝑒𝛽�̇�𝑣 −
∑︁

entrada
𝛽�̇�𝑣 ≃

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑢)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑣

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Na direção 𝑧 teremos:
∑︁

saída
𝛽�̇�𝜔 ≃

[︃
(𝜌𝑢)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝜔𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝜔𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝜔𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦

∑︁
entrada

𝛽�̇�𝜔 ≃
[︃
(𝜌𝑢)𝜔 − 𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝜔𝑑𝑥2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 +

[︃
(𝜌𝑣)𝜔 − 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝜔𝑑𝑦2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧+

+
[︃
(𝜌𝜔)𝜔 − 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝜔𝑑𝑧2

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦

Então∑︁
saída

𝛽�̇�𝜔 −
∑︁

entrada
𝛽�̇�𝜔 ≃

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑢)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝜔

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Escreve-se a Eq. (A.17) em coordenadas cartesianas da seguinte forma:

𝜌𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +
(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑥 + 𝜕

𝜕𝑦
𝜎𝑦𝑥 + 𝜕

𝜕𝑧
𝜎𝑧𝑥

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑢+ 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑢

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝜌𝑔𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +
(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑦 + 𝜕

𝜕𝑦
𝜎𝑦𝑦 + 𝜕

𝜕𝑧
𝜎𝑧𝑦

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣)𝑣 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝑣

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝜌𝑔𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +
(︃
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑧 + 𝜕

𝜕𝑦
𝜎𝑦𝑧 + 𝜕

𝜕𝑧
𝜎𝑧𝑧

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜔)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 +

[︃
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑢)𝜔 + 𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝜔)𝜔

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Como 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ̸= 0 temos

𝜌𝑔𝑥 +
(︃
𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜎𝑧𝑥

𝜕𝑧

)︃
= 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+
[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃
(A.32)

𝜌𝑔𝑦 +
(︃
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜎𝑧𝑦

𝜕𝑧

)︃
= 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑡
+
[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣
𝜕𝑧

]︃
(A.33)

𝜌𝑔𝑧 +
(︃
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑥
+ 𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧

)︃
= 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑡
+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃
(A.34)
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Escrevendo a equação acima na forma vetorial

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌�⃗� ) + ∇⃗ · (𝜌�⃗� �⃗� ) = 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗 (A.35)

e usando a regra do produto de derivada ao primeiro termo do lado esquerdo da equação
acima, obtemos:

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌�⃗� ) = 𝜌

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ �⃗�

𝜕𝜌

𝜕𝑡
. (A.36)

O segundo termo pode ser escrito como

∇⃗ · (𝜌�⃗� �⃗� ) = �⃗� ∇⃗ · (𝜌�⃗� ) + 𝜌(�⃗� · ∇⃗)�⃗� (A.37)

e assim, elimina-se o tensor de segunda ordem representado por �⃗� · �⃗� . Portanto

𝜌
𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ �⃗�

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗� ∇⃗ · (𝜌�⃗� ) + 𝜌(�⃗� · ∇⃗)�⃗� = 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗,

𝜌
𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ �⃗�

[︃
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌�⃗� )

]︃
+ 𝜌(�⃗� · ∇⃗)�⃗� = 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗

𝜌
𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ 𝜌(�⃗� · ∇⃗)�⃗� = 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗

onde a expressão dentro dos colchetes nessa equação é identicamente igual a zero pela
equação da continuidade. Combinando os dois termos restantes no lado esquerdo, teremos

𝜌

⎡⎣𝜕�⃗�
𝜕𝑡

+ (�⃗� · ∇⃗)�⃗�
⎤⎦ = 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗

𝜌
𝐷�⃗�

𝐷𝑡
= 𝜌�⃗� + ∇⃗ · 𝜎𝑖𝑗

onde
𝐷�⃗�

𝐷𝑡
= 𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ (�⃗� · ∇⃗)�⃗� (A.38)

é a Aceleração Material, ou seja, a aceleração seguindo uma partícula do fluido.

Além da densidade e das três componentes de velocidade, há seis incógnitas adi-
cionais para um total de dez incógnias. (Em coordenadas cartesianas as incógnitas são 𝜌,
𝑢, 𝑣, 𝜔, 𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑦𝑧 e 𝜎𝑧𝑧.)

Temos até agora quatro equações – continuidade (uma equação) e a equação de
Cauchy (três equações) tal que as outras seis equações necessárias para seja possível uma
solução matemática são as chamadas Equações Constitutivas. Estas equações permitem
escrever as componentes do tensor tensão em termos dos campos de velocidade e do campo
de pressão.

Note que a única tensão agindo em qualquer superfície de qualquer volume ele-
mento de fluido é a pressão hidrostática central 𝑃 a qual sempre age para dentro e normal
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à superfície. Assim, para um fluido em repouso o tensor da tensão se reduz a

𝜎𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑃 0 0
0 −𝑃 0
0 0 −𝑃

⎤⎥⎥⎥⎦ (A.39)

Quando o fluido está em movimento, a pressão ainda age para dentro e é normal, mas
podem existir também tensões viscosas. Generalizamos a equação acima para fluidos em
movimento para

𝜎𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑃 0 0
0 −𝑃 0
0 0 −𝑃

⎤⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑥 𝜏𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜏𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (A.40)

onde 𝜏𝑖𝑗 é o tensor de tensão viscosa. Em particular, se o fluido newtoniano incompressível
com propriedades constantes temos

𝜏𝑖𝑗 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗 (A.41)

onde 𝜀𝑖𝑗 é o tensor da taxa de deformação. O tensor de de tensão viscosa em coordenadas
cartesianas é

𝜏𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑥 𝜏𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜏𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
2𝜇𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁
2𝜇𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑦

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑧

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁
2𝜇𝜕𝜔

𝜕𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (A.42)

Em coordenadas cartesianas o tensor de tensão torna-se:

𝜎𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑃 0 0
0 −𝑃 0
0 0 −𝑃

⎤⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎣
2𝜇𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁
2𝜇𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑦

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑧

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁
2𝜇𝜕𝜔

𝜕𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑥

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜇
(︁

𝜕𝑣
𝜕𝑧

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑦

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑧

)︁
𝜇
(︁

𝜕𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝜔

𝜕𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦
Assim, a componente da equação de Cauchy na direção 𝑥 temos

𝜎𝑥𝑥 = −𝑃 + 2𝜇𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜎𝑦𝑥 = 𝜇

(︃
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︃

𝜎𝑧𝑥 = 𝜇

(︃
𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︃
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tal que

𝜌𝑔𝑥 + 𝜕

𝜕𝑥

(︃
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜇
𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︃
=

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 2𝜇 𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 =

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑧

)︃
+ 𝜇

[︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

]︃
=

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃

Como ∇⃗ · �⃗� = 𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑧

= 0 temos

𝜌𝑔𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇∇2𝑢 = 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

[︃
𝜕(𝜌𝑢)𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑢
𝜕𝑧

]︃
(A.43)

A componente da equação de Cauchy na direção 𝑦 temos

𝜎𝑥𝑦 = 𝜇

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︃

𝜎𝑦𝑦 = −𝑃 + 2𝜇𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜎𝑧𝑦 = 𝜇

(︃
𝜕𝜔

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︃
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tal que

𝜌𝑔𝑦 + 𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜇
𝜕𝜔

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︃
=

𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑡

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣
𝜕𝑧

𝜌𝑔𝑦 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 2𝜇𝜕

2𝑣

𝜕2𝑦
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝜔

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕2𝑧
=

𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑡

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣
𝜕𝑧

𝜌𝑔𝑦 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕2𝑦
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕2𝑧
=

𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑡

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣
𝜕𝑧

𝜌𝑔𝑦 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜇

[︃
𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑧

)︃
+
(︃
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

)︃]︃
=

𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑡

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣
𝜕𝑧

Como ∇⃗ · �⃗� = 𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑧

= 0 temos

𝜌𝑔𝑦 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜇∇2𝑣 = 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑡
+ 𝜕(𝜌𝑢)𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕(𝜌𝑣)𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕(𝜌𝜔)𝑣

𝜕𝑧
(A.44)

E finalmente a componente da equação de Cauchy na direção 𝑧 temos

𝜎𝑥𝑧 = 𝜇

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑥

)︃

𝜎𝑦𝑧 = 𝜇

(︃
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑦

)︃

𝜎𝑧𝑧 = −𝑃 + 2𝜇𝜕𝜔
𝜕𝑧
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tal que

𝜌𝑔𝑧 + 𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕𝜔

𝜕𝑥

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕𝜔

𝜕𝑦

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑧

(︃
−𝑃 + 2𝜇𝜕𝜔

𝜕𝑧

)︃
=

𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑡

+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑧 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑦
− 𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 2𝜇 𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝜔

𝜕𝑧
=

𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑡

+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑧 + 𝜇
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑦
− 𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝜔

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕2𝜔

𝜕𝑧2 =

𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑡

+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃

𝜌𝑔𝑧 − 𝜕𝑃

𝜕𝑧
+
[︃
𝜇
𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑧

)︃
+ 𝜇

(︃
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑧2

)︃]︃
=

𝜕(𝜌𝜔)
𝜕𝑡

+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃

Como

∇⃗ · �⃗� = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑧
= 0

∇2𝜔 = 𝜕2𝜔

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑧2

obtemos
𝜌𝑔𝑧 − 𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜇∇2𝜔 = 𝜕(𝜌𝜔)

𝜕𝑡
+
[︃
𝜕(𝜌𝑣)𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜌𝑢)𝜔
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜌𝜔)𝜔
𝜕𝑧

]︃
(A.45)

A.3 Equação de conservação de energia

A equação da conservação de energia aplicada a um VC é dada pela Eq. (A.46

𝑑𝐸

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎

= �̇�𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 = 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝒱
𝑒𝜌𝑑𝒱 +

∮︁
𝒮
(𝑒𝜌�⃗� ) · �⃗�𝑑𝐴, (A.46)

da seção 2.1. A equação de conservação de energia aplicada a um elemento de fluido é
traduzida em palavras da seguinte forma:

Taxa de variação
da Energia Total

dentro de um elemento
de fluido⏟  ⏞  

𝐴

=
Fluxo de Calor
dentro de um

elemento de fluido⏟  ⏞  
𝐵

+
Taxa de trabalho
realizado sobre o

elemento de fluido⏟  ⏞  
𝐶

Para expressar matematicamente as partes 𝐴, 𝐵 e 𝐶 considere a Fig. (12).
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Figura 12 – Fluxos de energia 𝑞𝑥, 𝑞𝑦 e 𝑞𝑧 associados com um elemento de fluido infinitesi-
malmente pequeno movendo-se na direção 𝑥 com velocidade �⃗� = 𝑢�̂�+𝑣�̂�+𝜔𝑘.
Figura extraída da Ref. [7]

Começamos por 𝐴. Note que deve-se levar em conta a taxa de variação da energia
total de um elemento de fluido devido a duas contribuições:

(𝑖) A energia interna por unidade de massa devido ao movimento, 𝑒, aleatório das
moléculas.

(𝑖𝑖) A energia cinética por unidade de massa devido ao movimento de translação do
elemento de fluido:

1
2𝑉

2 = 1
2(�⃗� · �⃗� ) = 1

2

(︂
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︂
(A.47)

onde 𝑉 2 = �⃗� · �⃗� = 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2.

Assim, a energia total 𝐸Total é dada por:

𝐸Total := 𝑒+ 1
2

(︂
𝑢2 + 𝑣2 + 𝜔2

)︂
(A.48)

No caso de um elemento de fluido em movimento a taxa de variação da energia
total por unidade de massa é dada pela derivada material 𝐷

𝐷𝑡
𝐸Total multiplicado pela

massa �̇� = 𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 do elemento de fluido. Logo,

𝜌
(︂
𝐷

𝐷𝑡
𝐸Total

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌

𝐷

𝐷𝑡

(︂
𝑒+ 1

2(�⃗� · �⃗� )
)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.49)
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ou ainda

𝜌
(︂
𝐷

𝐷𝑡
𝐸Total

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌

(︂
𝐷𝑒

𝐷𝑡
+ 1

2
𝐷(�⃗� · �⃗� )

𝐷𝑡

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= 𝜌
[︂
𝐷𝑒

𝐷𝑡
+ 1

2

(︂
�⃗� · 𝐷�⃗�

𝐷𝑡
+ �⃗� · 𝐷�⃗�

𝐷𝑡

)︂]︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= 𝜌
(︂
𝐷𝑒

𝐷𝑡
+ �⃗� · 𝐷�⃗�

𝐷𝑡

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.50)

A derivada material 𝐷𝑒
𝐷𝑡

pode ser reescrita como

𝜌
𝐷𝑒

𝐷𝑡
= 𝜌

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝜌�⃗� · ∇⃗𝑒. (A.51)

Note que
𝜕(𝜌𝑒)
𝜕𝑡

= 𝜌
𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑒

𝜕𝜌

𝜕𝑡
, (A.52)

tal que isolando o termo 𝜌𝜕𝑒
𝜕𝑡

teremos

𝜌
𝜕𝑒

𝜕𝑡
= 𝜕(𝜌𝑒)

𝜕𝑡
− 𝑒

𝜕𝜌

𝜕𝑡
. (A.53)

O termo (𝜌�⃗� · ∇⃗𝑒) pode ser reescrito como

∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) = 𝑒∇⃗ · (𝜌�⃗� ) + 𝜌�⃗� · ∇⃗𝑒 (A.54)

ou ainda, isolando o termo (𝜌�⃗� · ∇⃗𝑒), teremos

𝜌�⃗� · ∇⃗𝑒 = ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) − 𝑒∇⃗ · (𝜌�⃗� ). (A.55)

Logo, a derivada material 𝐷𝑒
𝐷𝑡

torna-se

𝜌
𝐷𝑒

𝐷𝑡
= 𝜕(𝜌𝑒)

𝜕𝑡
− 𝑒

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) − 𝑒∇⃗ · (𝜌�⃗� ), (A.56)

𝜌
𝐷𝑒

𝐷𝑡
= 𝜕(𝜌𝑒)

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) − 𝑒

[︃
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌�⃗� )

]︃
(A.57)

𝜌
𝐷𝑒

𝐷𝑡
= 𝜕(𝜌𝑒)

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) (A.58)

onde usamos a equação da conservação de massa 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌�⃗� ) = 0. Como a densidade

𝜌 é constante para um fluido incompressível e reecrevendo 𝜕(𝜌𝑒)
𝜕𝑡

em termos do calor
específicao 𝑐𝑝

𝜕𝑒

𝜕𝑡
= 𝜕𝑒

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, (A.59)
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a derivada material torna-se

𝜌
𝐷𝑒

𝐷𝑡
= 𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) (A.60)

Portanto, a taxa de variação da energia total dentro de um elemento de fluido

𝐴 =
⎡⎣𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) + �⃗� · 𝐷�⃗�

𝐷𝑡

⎤⎦ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.61)

Em 𝐵, o fluxo de calor em um elemento de fluido é devido a:

(𝑖) Aquecimento volumétrico tal como absorção ou emissão de radiação;

(𝑖𝑖) E condução térmica, isto é, a transferência de calor através da superfície devido o
gradiente de temperatura.

No caso (𝑖), seja 𝑞 ∈ R é a taxa volumétrica de adição de calor por unidade de
massa. Seja �̇� = 𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (com �̇� > 0) a massa de um elemento de fluido em movimento.
Logo, o aquecimento volumétrico de um elemento de fluido é

𝜌𝑞𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.62)

No caso (𝑖𝑖), deve-se calcular a condução térmica de um elemento de fluido em
movimento que entra e sai em cada uma das faces do elemento de fluido. Na direção 𝑥
temos [︃

𝑞𝑥 −
(︃
𝑞𝑥 + 𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥

)︃]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 = −𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.63)

onde 𝑞𝑥 é o calor transferido na direção 𝑥 por unidade de tempo por unidade de área.
Analogamente, nas direções 𝑦 e 𝑧 temos:[︃

𝑞𝑦 −
(︃
𝑞𝑦 + 𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = −𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃

𝑞𝑧 −
(︃
𝑞𝑧 + 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑧

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Logo, o fluxo de calor em um elemento de fluido é devido ao aquecimento volumé-
trico por absorção ou emissão de radiação é dado por[︃

𝜌𝑞 −
(︃
𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (A.64)

Como a transferência de calor via condução térmica é proporcional ao gradiente local de
temperatura:

𝑞𝑥 = −𝜅𝜕𝑇
𝜕𝑥

, 𝑞𝑦 = −𝜅𝜕𝑇
𝜕𝑦

, 𝑞𝑧 = −𝜅𝜕𝑇
𝜕𝑧

, (A.65)
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temos que o fluxo de calor dentro de um elemento de fluido é dado por

𝐵 = 𝜌𝑞 +
[︃
𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︃
+ 𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.66)

Como a condutividade térmica 𝜅 é constante teremos

𝐵 = 𝜌𝑞 + 𝜅

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.67)

Em 𝐶, a taxa de trabalho realizado sobre um elemento é devido as forças de
superfície e de volume, além das forças externas.

A força de superfície é devido ao Tensor de Tensão Viscosa 𝜏 . Na direção 𝑥 é dada
por: [︃(︃

𝑢𝜏𝑥𝑥 + 𝜕(𝑢𝜏𝑥𝑥)
𝜕𝑥

𝑑𝑥

)︃
− 𝑢𝜏𝑥𝑥

]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜕(𝑢𝜏𝑥𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝑢𝜏𝑦𝑥 + 𝜕(𝑢𝜏𝑦𝑥)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

)︃
− 𝑢𝜏𝑦𝑥

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝑢𝜏𝑦𝑥)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝑢𝜏𝑧𝑥 + 𝜕(𝑢𝜏𝑧𝑥)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

)︃
− 𝑢𝜏𝑧𝑥

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝑢𝜏𝑧𝑥)

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

na direção 𝑦 é dada por:[︃(︃
𝑣𝜏𝑥𝑦 + 𝜕(𝑣𝜏𝑥𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

)︃
− 𝑣𝜏𝑥𝑦

]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜕(𝑣𝜏𝑥𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝑣𝜏𝑦𝑦 + 𝜕(𝑣𝜏𝑦𝑦)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

)︃
− 𝑣𝜏𝑦𝑦

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝑣𝜏𝑦𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝑣𝜏𝑧𝑦 + 𝜕(𝑣𝜏𝑧𝑦)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

)︃
− 𝑣𝜏𝑧𝑦

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝑣𝜏𝑧𝑦)

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,

e na direção 𝑧 é dada por:[︃(︃
𝜔𝜏𝑥𝑧 + 𝜕(𝜔𝜏𝑥𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

)︃
− 𝜔𝜏𝑥𝑧

]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜕(𝜔𝜏𝑥𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝜔𝜏𝑦𝑧 + 𝜕(𝜔𝜏𝑦𝑧)
𝜕𝑦

𝑑𝑦

)︃
− 𝜔𝜏𝑦𝑧

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝜔𝜏𝑦𝑧)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃(︃

𝜔𝜏𝑧𝑧 + 𝜕(𝜔𝜏𝑧𝑧)
𝜕𝑧

𝑑𝑧

)︃
− 𝜔𝜏𝑧𝑧

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 𝜕(𝜔𝜏𝑧𝑧)

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

A taxa de trabalho realizado sobre o elemento de fluido devido as forças de volume é
devido a pressão 𝑝. Nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 são:[︃

𝑢𝑝−
(︃
𝑢𝑝+ 𝜕(𝑢𝑝)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

)︃]︃
𝑑𝑦𝑑𝑧 = −𝜕(𝑢𝑝)

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃

𝑣𝑝−
(︃
𝑣𝑝+ 𝜕(𝑣𝑝)

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑧 = −𝜕(𝑣𝑝)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧[︃

𝜔𝑝−
(︃
𝜔𝑝+ 𝜕(𝜔𝑝)

𝜕𝑧
𝑑𝑧

)︃]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝜕(𝜔𝑝)

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
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respectivamente. As equações acima podem ser reescritas como

∇⃗ ·
(︁
𝑝�⃗�
)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = −

[︃
𝜕(𝑢𝑝)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝑣𝑝)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜔𝑝)
𝜕𝑧

]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.68)

A taxa de trabalho realizado pelas forças externas sobre um elemento de fluido em movi-
mento é igual ao produto da força 𝑓 e a componente e a componente da velocidade �⃗� na
direção da força:

𝜌(𝑓 · �⃗� )𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.69)

Portanto, juntando os termos 𝐴, 𝐵 e 𝐶 e lembrando que 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ̸= 0:⎡⎣𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇⃗ · (𝜌𝑒�⃗� ) + �⃗� · 𝐷�⃗�

𝐷𝑡

⎤⎦ = 𝜌𝑞 + 𝜅

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃

− 𝜕(𝑢𝑝)
𝜕𝑥

− 𝜕(𝑣𝑝)
𝜕𝑦

− 𝜕(𝜔𝑝)
𝜕𝑧

+ 𝜕(𝑢𝜏𝑥𝑥)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝑢𝜏𝑦𝑥)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝑢𝜏𝑧𝑥)
𝜕𝑧

+ 𝜕(𝑣𝜏𝑥𝑦)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝑣𝜏𝑦𝑦)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝑣𝜏𝑧𝑦)
𝜕𝑧

+ 𝜕(𝜔𝜏𝑥𝑧)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝜔𝜏𝑦𝑧)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝜔𝜏𝑧𝑧)
𝜕𝑧

+ 𝜌(𝑓 · �⃗� ) (A.70)

Como o fluido é incompressível com condutividade térmica 𝜅 constante e o ele-
mento de volume é fixo no espaço teremos

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜌∇⃗ · (𝑒�⃗� ) = 𝜌𝑞 + 𝜅

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜌

(︂
𝑢
𝜕𝑒

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑒

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑒

𝜕𝑧

)︂
= 𝜌𝑞 + 𝜅

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
(A.71)

Como
𝜕𝑒

𝜕𝑥
= 𝜕𝑒

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑥
, (A.72)

𝜕𝑒

𝜕𝑦
= 𝜕𝑒

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑦
, (A.73)

𝜕𝑒

𝜕𝑧
= 𝜕𝑒

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑧
, (A.74)

teremos

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝜌𝑞 + 𝜅

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝑞

𝑐𝑝

+ 𝜅

𝜌𝑐𝑝

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝑞

𝑐𝑝

+ 𝛼

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
, (A.75)

onde 𝛼 = 𝜅

𝜌𝑐𝑝

é a difusidade térmica.
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B Adimensionalização das Equações do Mo-
delo

A escritas das Equações de Navier-Stokes na forma adimensional possibilita uma
generalização que abranja uma vasta gama de problemas.

É habitual escrever as variáveis independentes do modelo 𝑡, 𝑥, 𝑦 e 𝑧 em termos
das variáveis adimensionais 𝑡*, 𝑥*, 𝑦* e 𝑧* como segue:

𝑡 = 𝐿2

𝛼
𝑡*, (B.1)

𝑥 = 𝐿𝑥*, (B.2)

𝑦 = 𝐿𝑦*, (B.3)

𝑧 = 𝐿𝑧*. (B.4)

As componentes da velocidade 𝑢, 𝑣 e 𝜔 são:

𝑢 = 𝛼

𝐿
𝑢*, (B.5)

𝑣 = 𝛼

𝐿
𝑣*, (B.6)

𝜔 = 𝛼

𝐿
𝜔*. (B.7)

E, finalmente, os campos de pressão 𝑝 e temperatura 𝑇 :

𝑝 = 𝛼2𝜌

𝐿2 𝑝
*, (B.8)

𝑇 * = 𝑇 − 𝑇𝑠

𝑇∞ − 𝑇𝑠

= 𝑇 − 𝑇𝑠

Δ𝑇 (B.9)

A derivada temporal de primeira ordem nesse caso fica

𝜕

𝜕𝑡
= 𝜕𝑡*

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑡*
=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕

𝜕𝑡*
(B.10)

A derivada temporal de segunda ordem nesse caso fica

𝜕2

𝜕𝑡2
= 𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝜕

𝜕𝑡

)︃
=
(︃
𝛼2

𝐿4

)︃
𝜕2

𝜕𝑡*2 (B.11)

As derivadas espaciais de primeira ordem nesse caso ficam

𝜕

𝜕𝑥
= 𝜕𝑥*

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥* =
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥* (B.12)

𝜕

𝜕𝑦
= 𝜕𝑦*

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦* =
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦* (B.13)

𝜕

𝜕𝑧
= 𝜕𝑧*

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧* =
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧* (B.14)
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As derivadas espaciais de segunda ordem nesse caso ficam

𝜕2

𝜕𝑥2 = 𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕

𝜕𝑥

)︃
=
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑥*2 (B.15)

𝜕2

𝜕𝑦2 = 𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜕

𝜕𝑦

)︃
=
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑦*2 (B.16)

𝜕2

𝜕𝑧2 = 𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜕

𝜕𝑧

)︃
=
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑧*2 (B.17)

A velocidade 𝑢 = 𝛼
𝐿
𝑢* fica

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕

𝜕𝑡*

(︂
𝛼

𝐿
𝑢*
)︂

=
(︃
𝛼2

𝐿3

)︃
𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
(B.18)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︂
𝛼

𝐿
𝑢*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑢*

𝜕𝑥* (B.19)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︂
𝛼

𝐿
𝑢*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑢*

𝜕𝑦* (B.20)

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︂
𝛼

𝐿
𝑢*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑢*

𝜕𝑧* (B.21)

A velocidade 𝑣 = 𝛼
𝐿
𝑣* fica

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕

𝜕𝑡*

(︂
𝛼

𝐿
𝑣*
)︂

=
(︃
𝛼2

𝐿3

)︃
𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
(B.22)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︂
𝛼

𝐿
𝑣*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑣*

𝜕𝑥* (B.23)

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︂
𝛼

𝐿
𝑣*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑣*

𝜕𝑦* (B.24)

𝜕𝑣

𝜕𝑧
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︂
𝛼

𝐿
𝑣*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝑣*

𝜕𝑧* (B.25)

A velocidade 𝜔 = 𝛼
𝐿
𝜔* fica

𝜕𝜔

𝜕𝑡
=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕

𝜕𝑡*

(︂
𝛼

𝐿
𝜔*
)︂

=
(︃
𝛼2

𝐿3

)︃
𝜕𝜔*

𝜕𝑡*
(B.26)

𝜕𝜔

𝜕𝑥
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︂
𝛼

𝐿
𝜔*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝜔*

𝜕𝑥* (B.27)

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︂
𝛼

𝐿
𝜔*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝜔*

𝜕𝑦* (B.28)

𝜕𝜔

𝜕𝑧
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︂
𝛼

𝐿
𝜔*
)︂

=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕𝜔*

𝜕𝑧* (B.29)

As derivadas de segunda ordem das velocidades:

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︃
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︃
𝛼

𝐿2
𝜕𝑢*

𝜕𝑥*

)︃
=
(︂
𝛼

𝐿3

)︂
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 (B.30)

𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︃
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︃
𝛼

𝐿2
𝜕𝑣*

𝜕𝑦*

)︃
=
(︂
𝛼

𝐿3

)︂
𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 (B.31)

𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝜕𝜔

𝜕𝑧

)︃
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︃
𝛼

𝐿2
𝜕𝜔*

𝜕𝑧*

)︃
=
(︂
𝛼

𝐿3

)︂
𝜕2𝜔*

𝜕𝑧*2 (B.32)
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As derivadas da pressão 𝑝 = 𝛼2𝜌
𝐿2 𝑝

* fica

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︃
𝛼2𝜌

𝐿2 𝑝
*
)︃

=
(︃
𝛼2𝜌

𝐿3

)︃
𝜕𝑝*

𝜕𝑥* (B.33)

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︃
𝛼2𝜌

𝐿2 𝑝
*
)︃

=
(︃
𝛼2𝜌

𝐿3

)︃
𝜕𝑝*

𝜕𝑦* (B.34)

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︃
𝛼2𝜌

𝐿2 𝑝
*
)︃

=
(︃
𝛼2𝜌

𝐿3

)︃
𝜕𝑝*

𝜕𝑧* (B.35)

As derivadas de primeira ordem da temperatura 𝑇 = 𝑇 *Δ𝑇 + 𝑇s ficam

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=
(︂
𝛼

𝐿2

)︂
𝜕

𝜕𝑡*

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃
𝛼Δ𝑇
𝐿2

)︃
𝜕𝑇

𝜕𝑡*
, (B.36)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿

)︃
𝜕𝑇

𝜕𝑥* , (B.37)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇s

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿

)︃
𝜕𝑇

𝜕𝑦* , (B.38)

𝜕𝑇

𝜕𝑧
=
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿

)︃
𝜕𝑇

𝜕𝑧* . (B.39)

As derivadas de segunda ordem da temperatura 𝑇 = 𝑇 *Δ𝑇 + 𝑇s ficam

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2
=
(︃
𝛼2

𝐿4

)︃
𝜕2

𝜕𝑡*2

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃
𝛼2Δ𝑇
𝐿4

)︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑡*2 , (B.40)

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 =
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑥*2

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿2

)︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥*2 , (B.41)

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 =
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑦*2

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿2

)︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑦*2 , (B.42)

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 =
(︂ 1
𝐿2

)︂
𝜕2

𝜕𝑧*2

(︂
𝑇Δ𝑇 + 𝑇𝑠

)︂
=
(︃

Δ𝑇
𝐿2

)︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑧*2 . (B.43)

B.1 Adimensionalização da equação de conservação de energia

A Equação da Continuidade Incompressível:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜔

𝜕𝑧
= 0. (B.44)

Com a substituição de 𝑡 = 𝐿2

𝛼
𝑡*, 𝑥 = 𝐿𝑥*, 𝑦 = 𝐿𝑦*, 𝑧 = 𝐿𝑧*, 𝑢 = 𝛼

𝐿
𝑢*, 𝑣 = 𝛼

𝐿
𝑣*, 𝜔 = 𝛼

𝐿
𝜔*

temos (︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑥*

(︂
𝛼

𝐿
𝑢*
)︂

+
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑦*

(︂
𝛼

𝐿
𝑣*
)︂

+
(︂ 1
𝐿

)︂
𝜕

𝜕𝑧*

(︂
𝛼

𝐿
𝜔*
)︂

= 0,

tal que
𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑧* = 0. (B.45)
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B.2 Adimensionalização das equações de Navier–Stokes

A compomente 𝑥 da Equação de Navier–Stokes:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜔

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝑔𝑥𝛽Δ𝑇 − 1

𝜌0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜌0

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

)︃
,

tal que, substituindo termo à termo

𝛼2

𝐿3

(︃
𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑧*

)︃
= −𝑔𝑥𝛽Δ𝑇 − 𝛼2𝜌0

𝜌0𝐿3
𝜕𝑝*

𝜕𝑥* + 𝜇𝛼2

𝜌0𝐿3

(︃
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑥Δ𝑇𝐿3

𝛼2 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑥* + 𝜇

𝜌0𝛼

(︃
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑥Δ𝑇𝐿3

𝛼

𝜈𝑇 *

𝛼𝜈
− 𝜕𝑝*

𝜕𝑥* + 𝜈

𝛼

(︃
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑢*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑢*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑢*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑥 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑥* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝑢*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑢*

𝜕𝑧*2

)︃
.

A compomente 𝑦 da equação de Navier–Stokes:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜔

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝑔𝑦𝛽Δ𝑇 − 1

𝜌0

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜌0

(︃
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

)︃
,

tal que

𝛼2

𝐿3

(︃
𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑣*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑧*

)︃
= −𝑔𝑦𝛽Δ𝑇 − 𝛼2𝜌0

𝜌0𝐿3
𝜕𝑝*

𝜕𝑦* + 𝜇𝛼2

𝜌0𝐿3

(︃
𝜕2𝑣*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑣*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑦Δ𝑇𝐿3

𝛼2 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑦* + 𝜇

𝜌0𝛼

(︃
𝜕2𝑣*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑣*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑦Δ𝑇𝐿3

𝛼

𝜈

𝛼𝜈
𝑇 * − 𝜕𝑝*

𝜕𝑦* + 𝜈

𝛼

(︃
𝜕2𝑣*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝑣*

𝜕𝑥* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑦* + 𝜕𝑣*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑦 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑦* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝑣*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑣*

𝜕𝑧*2

)︃
.

A compomente 𝑧 da equação de Navier–Stokes:

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜔

𝜕𝑦
+ 𝜔

𝜕𝜔

𝜕𝑧
= −𝑔𝑧𝛽Δ𝑇 − 1

𝜌0

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜌0

(︃
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝜔

𝜕𝑧2

)︃
,

tal que

𝛼2

𝐿3

(︃
𝜕𝑣*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝜔*

𝜕𝑥* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑦* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑧*

)︃
= −𝑔𝑧𝛽Δ𝑇 − 𝛼2𝜌0

𝜌0𝐿3
𝜕𝑝*

𝜕𝑧* + 𝜇𝛼2

𝜌0𝐿3

(︃
𝜕2𝜔*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝜔*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝜔*

𝜕𝑥* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑦* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑧Δ𝑇𝐿3

𝛼2 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑧* + 𝜇

𝜌0𝛼

(︃
𝜕2𝜔*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝜔*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝜔*

𝜕𝑥* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑦* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑧* = −𝑔𝑧Δ𝑇𝐿3

𝛼

𝜈

𝛼𝜈
𝑇 * − 𝜕𝑝*

𝜕𝑧* + 𝜈

𝛼

(︃
𝜕2𝜔*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑧*2

)︃
,

𝜕𝜔*

𝜕𝑡*
+ 𝜕𝜔*

𝜕𝑥* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑦* + 𝜕𝜔*

𝜕𝑧* = −𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇 *𝑛𝑧 − 𝜕𝑝*

𝜕𝑧* + 𝑃𝑟

(︃
𝜕2𝜔*

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝜔*

𝜕𝑧*2

)︃
,
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onde o número de Prandtl (𝑃𝑟), a viscosidade cinemática, (𝜈) e o número de Rayleigh
(𝑅𝑎) são dados por:

𝑃𝑟 = 𝜈

𝛼
, (B.46)

𝜈 = 𝜇

𝜌0
, (B.47)

𝑅𝑎 = 𝑔𝛽Δ𝑇𝐿3

𝛼𝜈
(B.48)

respectivamente.

B.3 Adimensionalização da equação de conservação de energia

A equação de conservação de energia no caso de um fluido incompressível com
condutividade térmica 𝜅 constante e temperatura:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝜔

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝛼

(︃
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︃
+ 𝑞

𝑐𝑝

. (B.49)

Com a substituição de 𝑡 = 𝐿2

𝛼
𝑡*, 𝑥 = 𝐿𝑥*, 𝑦 = 𝐿𝑦*, 𝑧 = 𝐿𝑧*, 𝑢 = 𝛼

𝐿
𝑢*, 𝑣 = 𝛼

𝐿
𝑣*, 𝜔 = 𝛼

𝐿
𝜔*

e 𝑇 = Δ𝑇𝑇 * + 𝑇𝑠 e das derivadas

𝛼Δ𝑇
𝐿2

𝜕𝑇 *

𝜕𝑡*
+ 𝛼Δ𝑇

𝐿2 𝑢*𝜕𝑇
*

𝜕𝑥* + 𝛼Δ𝑇
𝐿2 𝑣*𝜕𝑇

*

𝜕𝑦* + 𝛼Δ𝑇
𝐿2 𝜔* 𝜕𝑇

𝜕𝑧* =

𝛼

(︃
𝛼Δ𝑇
𝐿2

𝜕2𝑇 *

𝜕𝑥*2 + 𝛼Δ𝑇
𝐿2

𝜕2𝑇 *

𝜕𝑦*2 + 𝛼Δ𝑇
𝐿2

𝜕2𝑇 *

𝜕𝑧*2

)︃
+ 𝑞

𝑐𝑝

,

tal que

𝛼Δ𝑇
𝐿2

(︃
𝜕𝑇 *

𝜕𝑡*
+ 𝑢*𝜕𝑇

*

𝜕𝑥* + 𝑣*𝜕𝑇
*

𝜕𝑦* + 𝜔* 𝜕𝑇

𝜕𝑧*

)︃
= 𝛼

𝛼Δ𝑇
𝐿2

(︃
𝜕2𝑇 *

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑧*2

)︃
+ 𝑞

𝑐𝑝

,

𝜕𝑇 *

𝜕𝑡*
+ 𝑢*𝜕𝑇

*

𝜕𝑥* + 𝑣*𝜕𝑇
*

𝜕𝑦* + 𝜔* 𝜕𝑇

𝜕𝑧* = 𝛼

(︃
𝜕2𝑇 *

𝜕𝑥*2 + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑦*2 + 𝜕2𝑇 *

𝜕𝑧*2

)︃
+ 𝑞𝐿2

𝛼𝑐𝑝Δ𝑇 ,

onde 𝑐𝑝 é o calor específico a temperatura constante e 𝑞 é o termo fonte.
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C Script para o ajuste de parâmetros

Apresenta-se neste anexo o script usado para o ajuste da curva teórica com os
dados simulados. Foi usada a função “leasqr do pacote de otimização “optim 1.4.1 do
software livre GNU Octave [8].

clear all; clf; close all;
%-------------------------------------------------------------------------%
% Modelo a ser ajustado
function [Nu]=f(x,p)

phi=x(:,1); %vetor coluna do angulo de rotaco
Ra=x(:,2); %vetor coluna do numero de rayleigh
Pr=1.0; %vetor coluna do numero de prandtl
Nu0=p(1)+p(2)*Ra.^p(3).*Pr.^p(4);
Nu1=p(5)*Ra.^p(6);
Nu=Nu0+Nu1.*(sin(4*teta-pi/2)+1) ;

end
%-------------------------------------------------------------------------%
% Dados simulados: Pr=1 (fluido ar)
% y1, y2, y3: numero de Nusselt simulado
% x: angulo de rotacao
% Ra = 1.e5
x=[0.000 0.196 0.393 0.589 0.785 0.982 1.178 1.374 1.571];
y1=[4.39495 4.39934 4.41300 4.43083 4.43877 4.42896 4.41021
4.39647 4.39184];
Rv=[ ones(9,1)*1.e5];
y2=[8.74258 8.75469 8.79110 8.82855 8.84141 8.82570 8.78647
8.74981 8.73678];
Rv=[Rv; ones(9,1)*1.e6];

% Ra = 1.e7
y3=[16.61777 16.64485 16.72480 16.80698 16.84685 16.80564
16.72033 16.63929 16.61052];
Rv=[Rv; ones(9,1)*1.e7];
%-------------------------------------------------------------------------%
% Dados em colunas
X=[x’; x’; x’]; Y=[y1’; y2’; y3’]; X=[X Rv];
% Ajuste: funcao leasqr, par: chute inicial para p(1), p(2), p(3),...
par=[-0.617769 0.145228 0.273102 0.214555 0.026885 0.147114];
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[F,P,CVG,ITER,CORP,COVP,COVR,STDRESID,Z,R2]=leasqr(X,Y,par,"f",1.e-5,100);
%-------------------------------------------------------------------------%
% Escreve na tela a lista de parâmetros (P), número de iterações (ITER),
% coeficiente de correlação (R2), nusselt ajustado (Yaj) e erro quadrático
% médio (EQM)
P
ITER
R2
Yaj=f(X,P);
EQM=sum((Y-Yaj).^2)
%-------------------------------------------------------------------------%
% Gráfico: Figura 9 do tcc
hold on;
subplot (3, 1, 1)
plot(X(1:9,1),Y(1:9),"ro", X(1:9,1), Yaj(1:9),"b-*");
xlabel("\theta (rad)");
ylabel("No Nusselt");
axis("tight");
grid on;
ymax=max(Yaj(1:9))+5;

subplot (3, 1, 2)
plot(X(10:18,1),Y(10:18),"ro", X(10:18,1), Yaj(10:18),"b-*");
xlabel("\theta (rad)");
ylabel("No Nusselt");
axis("tight");
grid on;
ymax=max(Yaj(10:18))+5;

subplot (3, 1, 3)
ymax=max(Yaj(19:27))+5;
plot(X(19:27,1),Y(19:27),"ro", X(19:27,1), Yaj(19:27),"b-*");
xlabel("\theta (rad)");
ylabel("No Nusselt");
axis("tight");
grid on;
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