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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo sistematico da convecc¢ao natural de um fluido em uma
cavidade cubica considerando diversos angulos de inclinagao. As equacoes da conservacgao
de massa, Navier-Stokes e a equacao da energia foram resolvidas numericamente através
do Método dos Volumes Finitos em malha estruturada. Desse estudo numérico obteve-se
uma correlacao para o nimero de Nusselt em fun¢do do niimero de Prandtl, do ntimero

de Rayleigh e da rotacao da cavidade.

Palavras-chaves: Fluidos, Conveccao Natural, Nimero de Nusselt.



Abstract

In this work we make a systematic study of natural convection of a fluid in a cubic cavity
for several angles of inclination. The mass conservation equations, Navier-Stokes and
energy equation were solved numerically using the Finite Volume Method on structured
mesh. From this numerical study there was obtained a correlation for the Nusselt number

as a function of the Prandtl number, the Rayleigh number and rotation angle of the cavity.

Key-words: Fluids, Natural Convection, Nusselt Number
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Lista de simbolos usados ao longo do trabalho com seu nome e unidades no Sistema

Lista de simbolos

Internacional de unidades (SI).

Tabela 1 — Nomenclatura e sistema de unidades

Simbolo Descricao Unidades

Y Volume de controle [m?]

S Supperficie de controle [m?]

p Densidade [kg/m3]

% Vetor velocidade [m/s]

u Componente z de V [m/s]

v Componente y de V [m/s]

w Componente z de V [m/s]

e Energia [J/kg]

g Aceleracao da gravidade [m/s?|

P Pressao [Pal

B Coeficiente de expansio térmica [1/K]

T Temperatura (K]

q Energia gerada [J/sm?]

a Difusidade térmica [m? /]

K Condutividade térmica [W/mK]
¢ Calor especifico [J/kgK]

v Viscosidade cinematica [m? /s

o Viscosidade dinamica [kg/ms]

L,HW Comprimentos caracteristicos [m]

Pr Ntmero de Prandtl adimensional
Ra Numero de Rayleigh adimensional
Nu Numero de Nusselt adimensional
Nu Ntimero de Nusselt médio adimensional
h Coeficiente de convecgao [W/m?K]
q’ Fluxo térmico [W/m]

) Angulo de rotacao ao redor do eixo-z radianos
(0 Angulo de rotacio ao redor de eixo-y radianos

0 Angulo de rotacdo ao redor de eixo-z radianos

10



11

1 Introducao

A Mecénica dos Fluido é o ramo da ciéncia que estuda o comportamento dos
fluidos em repouso ou em movimento. Os fluido compreendem substancias que estao no
estado liquido ou gasoso — e que tem a capacidade de tomar a forma do recipiente que a

contém [I].

A dindmica dos fluidos é baseada em trés principios fundamentais da Fisica: a
Conservacao de Massa, a Segunda Lei de Newton (Conservacao da quantidadede mo-
vimento) e a Conservagao de Energia. Cada principio fisico aplicado a um modelo de
escoamento leva a uma equagao governante (a um conjunto de equagoes governantes) que

devem ser capazes de descrever e fazer previsoes do escoamento do fluido.

Um modelo de escoamento de fluido bem posto é aquele que leva em conta a
geometria do problema, se o escoamento ¢ unidimensional, bidimensional ou tri-
dimensional, se este é interno ou externo, viscoso ou nao viscoso, laminar ou
turbulento, natural ou forgcado, além do tipo de fluido, newtoniano ou nao new-
toniano, incompressivel ou compressivel, em regime permanente ou regime nao

permanente.

Os principios fundamentais da Fisica aplicados a um modelo de escoamento bem
posto onde o fluido é composto por varios volumes de controle fixos e infinitesimalmente
pequenos levam diretamente as equagoes diferenciais parciais da Continuidade, de Mo-
mento (ou Cauchy) e de energia nas suas formas conservadas. O passo seguinte na dire¢ao
de descrever o escoamento do fluido é reescrever o conjunto de equagoes obtidos de tal
foma que possibilitem um tratamento numérico computacional para condigoes de fronteira

adequadas.

A convecgao natural de um fluido em cavidades retangulares ou quadradas tem sido
extensivamente estudada numeérica e experimentalmente para diversos valores de niimeros
de Rayleigh e niimeros de Prandtl ao longo dos anos [2, 3]. Tais estudos sdo importantes
devido as inimeras aplicagoes da transferéncia de calor tais como o resfriamento de com-
ponentes eletronicos, aproveitamento da energia solar, processo de secagem de alimentos

e reatores nucleares, entre outras.

A literatura apresenta diversos trabalhos mostrando a dependéncia do Niumero
de Nusselt (Nu) em relagio ao dngulo de inclinagao (0) da cavidade e do Numero de
Rayleigh (Ra). No caso da cavidade quadrada com paredes laterais mantidas a diferentes
temperaturas, [4] obteve que os angulos de inclinacio 6 ~ 110° para Ra = 1 x 10% e
6 ~ 130° para 3 x 10> < Ra < 1 x 10* fornecem as maiores taxas de transferéncia de

calor.
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Nesse trabalho é feito um estudo sistematico da convecgao natural de um fluido em
uma cavidade considerando diversos angulos de rotacao. O nosso modelo tem geometria
cubica sendo o escoamento tridimensional, interno, laminar e natural. O fluido
¢é viscoso, newtoniano, incompressivel e o regime é permanente. Resolveu-se as
equagoes de Navier—Stokes e a equagao da energia através do Método dos Volumes Finitos
em malha estruturada. Desse estudo numérico obteve-se uma correlagao para o nimero
de Nusselt em func¢ao do nimero de Prandtl, do niimero de Rayleigh e da inclinacao da

cavidade.

No capitulo 2, faz-se a revisao bibliografica. Mostramos quais principios fisicos
sao usados para obter as equagoes que modelam o escoamento de um elemento de fluido.
A adimensionalizacdo das equacoes matematicas do modelo também sao revisadas pelo
fato que elas facilitam a simulagoes e calculos numéricos das quantidades de interesse. As
correlagoes do nimero de Nusselt com geometria e condi¢oes de escoamento sdo discutidas

no final desse capitulo.

No capitulo 3, o problema fisico e a metodologia de estudo sao apresentados.
Mostramos como rotacionar o sistema fisico e o modelo de escomento do fluido no interior
da cavidade. Discutimos o tratamento numérico das equacoes dindmicas de escoamento
adimensionais com condigoes de contorno adequadas no dominio de interesse. O estudo

computacional é feito seguindo o roteiro apresentado no final deste capitulo.

No capitulo 4, apresenta-se os resultados obtidos da analise numérica computa-
cional proposta no capitulo anterior. O comportamento dos campos de temperatura e
velocidade do escoamento do fluido no interior da cavidade, além de uma correlagao entre
os dados simulados do ntimero de Nusselt e um modelo tedrico através de um ajuste de

parametros.

No final, os anexos [A] [B] e [C] apresentam a dedugdo das equagbes governantes, a

adimensionalizagao destas equagoes e o script usado para o ajuste de parametros.
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2 Revisao bibliografica

Neste capitulo sao apresentados os principios fisicos empregados na deducgao das
equacoes que modelam o escoamento de um fluido. Em seguida, defini-se o modelo de
escoamento onde serao aplicados tais principios para obtencao das equagoes governan-
tes. Estas serao adimensionalizada com o objetivo de facilitar o tratamento numérico
computacional. No final sdo mostradas as condi¢oes de fronteira adequadas para solucao
do problema fisico, e uma discussao sobre ntimero de Nusselt e suas correlagoes com a

geometria e condigoes de escoamento.

2.1 Principios fisicos fundamentais da dinamica de fluidos

Definicao 2.1 (Volume de Controle). Em Mecanica de Fluidos um Volume de Controle
(VC), representado por V, é um volume arbitrario no espaco através do qual ocorre o

escoamento de um fluido.

A Fig. mostra um VC na forma de um cubo delimitado por uma Superficie de
Controle (SC), representado por S.

Y

VC

Figura 1 — Volume de controle V de dimensoes x,y, 2z que tende a um ponto no limite
dxdydz — 0.

O VC de dimensoes x,y, z pode ser fixado no espaco com o fluido movendo-se
através dele, ou ainda, pode mover-se com o fluido de tal modo que as mesmas particulas

de fluido estdao sempre no seu interior.
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Observacao 2.1. Nesse trabalho os principios fundamentais da fisica listados abairo sdo

aplicados diretamente no VC fixo no espaco.

Definicao 2.2 (Conservagao da massa). A taza de variagao temporal da massa no in-
terior do VC € igual ao fluxo liquido de massa através da SC. A expressdo geral para a

Conservacdo da Massa (ou Equacio da Continuidade) aplicada a um VC é':

LZdV+jép(\7-ﬁ)dA=O, (2.1)

onde § € a SC. O principio da conserva¢do da massa exige que a soma da varia¢do da
quantidade de massa dentro do VC com a quantidade de massa que atravessa a SC seja

ZET0.

Defini¢ao 2.3 (Conservagdo da quantidade de movimento linear). A forca resultante
sobre o VC € igual a taxa de variacao temporal da quantidade de movimento no interior do
volume de controle mais o fluxo liquido de quantidade de movimento através da superficie

de controle.

/v V- (pV)dy = }i (pV) - idA, (2.2)

ou seja, a integral de volume do divergente de pV ¢ transformada na integral da drea sobre

a superficie que define o volume.

Definigao 2.4 (Conservacao da energia). A taza de variagdio total de energia do sistema
¢ igual a tazxa de variacao no tempo da energia por unidade de massa dentro do volume de
controle somada a taxa de energia por unidade de massa através da superficie de controle.

dE . 0 —
. - Esz's ema — 7/ d j{ . _’dA, 2.
dt sistema ! ot v P v S(GPV) " ( 3)

onde e € a energia por unidade de massa, pd) é um elemento de massa contido no volume
de controle e pV - 1idA € a taxa de fluxo de massa através do elemento de drea dA = rid A

por unidade de tempo.

2.2 Classificacao de escoamentos de fluido
O modelo de escoamento usado nesse trabalho tem as seguintes caracteristicas:
e O escoamento ¢é dito ser tridimensional, ou seja, o fluxo de caracterizado pela

distribuicao de velocidades que varia em trés dimensoes. O cubo é o tipico caso de

geometria tridimensional.

LA Eq. 1D é obtida pelo Teorema de Transporte de Reynolds cuja validade é somente para
volumes de controle fixos e méveis, desde que o vetor velocidade seja a velocidade absoluta (vista por
um observador fixo).
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e O escoamento é interno quando o fluido esté inteiramente confinado (ou limitado)
a superficies solidas. Por exemplo, o escoamento de um fluido em um duto ou tubo.
Por outro lado, o escoamento externo é aquele que o fluido escoa sem limitacao

sobre uma superficie. Nesse caso podemos citar o escoamento de agua em um rio.

e Vamos considerar somente o escoamento laminar e natural de um fluido. Estas
duas condi¢oes implicam que o escoamento do fluido entre as paredes solidas é suave
e ordenado tendo origem devido a meios naturais. A elevagao do fluido mais quente

e na descida do fluido mais frio é um exemplo de escoamento natural.

e Em relagao ao fluido, a classificacao ¢ feita de acordo com sua taxa de deformacao
quando uma Tensao de Cisalhamento é aplicada. Um fluido Newtoniano é um
fluido cuja tensao de cisalhamento é linearmente proporcional a taxa de defor-
macao de cisalhamento. Alguns fluidos facilmente encontrados no dia a dia como
a agua, o ar e outros gases, gasolina sao fluidos newtonianos. Por outro lado, o fluido
nao Newtoniano nao apresentam taxas de deformacgao proporcionais as tensoes
de cisalhamento aplicadas. Fluidos newtonianos apresentam taxas de deformagao

proporcionais as tensoes cisalhantes aplicadas.

e Por fim, um fluido que apresenta resisténcia a reducao de volume préprio é deno-
minado fluido incompressivel, enquanto o fluido que responde com uma reducao
de seu volume proprio ao ser submetido a acdo de uma for¢a é denominado fluido
compressivel. Portanto, um escoamento serd incompressivel se a densidade perma-
necer constante em todos os pontos internos as superficies sélidas. A consequéncia
imediata é que o volume de cada porcao do fluido permanece constante durante o

decorrer de seu movimento.

2.3 Equacoes matematicas do modelo

A ideia desta secao é descrever o escoamento de um fluido entrando e saindo de
um volume de controle usando variaveis de campo. Nessa abordagem, assume-se que o
valor da variavel de campo em um local e tempo especificos seja o valor da variavel para

qualquer particula de fluido que ocupa aquela posicao naquele momento.

Definicao 2.5. O campo de pressao P € uma varidvel de campo escalar. Este campo tem

dominio Q C R* em R tal que em coordenadas cartesianas

p:p<t,$,y72), (24)

onde (r,y,2) € R® e tempo t € RT.
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Definicao 2.6. A densidade p é uma variavel de campo escalar. Este campo tem dominio

Q C R* em R tal que em coordenadas cartesianas

p=p(t,z,y,z2), (2.5)
onde (z,y,z) € R® e do tempo t € RT.

Definicao 2.7. O campo de temperatura T é uma varidvel escalar que pode ser uma

fungio da posicio (x,y,z) € R e tempo t € RT
T=T(txvy,z). (2.6)

Definigao 2.8. O vetor velocidade V € uma varidvel de campo vetorial do fluido. Este
campo tem componentes u = u(t,z,y,2), v =v(t,z,y,2) e w = w(t,x,y, z) é dado por
tal que

V =u(t,z,y,2)i +v(t,z,y, 2)] +wt,z,y 2)k (2.7)

onde (z,y,z) € R e tempo t € RT.

Definigao 2.9. A divergéncia do vetor velocidade V-V para o operador V em coordenadas

cartesianas € dado por

= ~0 A0 .0
¢ dado por
o o 0~ 0~ 0= N N N ou Ov Jw
V-V <8xz+8y‘7+8yk> <uz+v]~|—wk:) 8x+8y+8y (2.9)

que significa fisicamente a taxa de mudanca no tempo do volume de um elemento de fluido

movendo-se por unidade de volume.

Definicao 2.10. A derivada material representa a taxa de variagio no tempo de uma

varidvel de campo (escalar ou vetorial). Esta é definida por

. pa—p1 Dy
lim —— = —- 2.10
t21*r>11}1 to — 11 Dt ( )
onde o operador % em coordenadas cartesinas é
D 8 — —
— =4+ (V-V 2.11
-5 T VV) (2.11)

Observagao 2.2. As varidvel de campo (escalar ou vetorial) no espago ¢ = p, T, p, Ve

as componentes o vetor velocidade u, v, w sdo funcoes de classe C1.

Em coordenadas cartesianas, o escoamento laminar de um fluido viscoso e incom-

pressivel com propriedades constantes é regido pela equacao de conservacao de massa:

Op  Opu) | 9(pv)  O(pw)

= 2.12
ot Ox dy 0z 0 (2.12)
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pela equacao de Navier-Stokes na dire¢ao-x

<6u ou  Ov 0u> op Pu  0%u  O*u
0 _

=5, TPt L (31‘2 + Iy + 022> , (2.13)

na direcao-y

@—l—u@—l—v@—l—w% ——@4— + aiv—i-aiv-i‘@ (2.14)
P\at "% Ty T Vaz) T Tay TP T H a2 T oy T 822 ) '
e na direcao-z
dw 0w 0w 0w L a2w+82w+a2w (2.15)
P\ot "% "y T Vaz) T o PR a2 T a2 T 92 ) ‘
e pela equacao de energia
oT N or  or N oT O*T N o0*T N o*T L4 (2.16)
— FU— F+Vv— FWw— =« — -
ot Ox dy 0z ox?  0y? 022 PCp

onde o = k/pc, ¢é a difusidade térmica em [m?/s], x é a condutividade térmica em [W/mK],
p é a densidade em [kg/m?], ¢, é o calor especifico em [J/kgK] e ¢ é a energia gerada por
unidade de tempo e de volume. A deducao detalhada das equacoes da conservacao de

massa, equagao de Navier-Stokes e a equacdo conservagao de energia estd no Anexo [A]

2.4 QO problema de cavidade cibica

O cubo é um paralelepipedo retangulo com todas as faces e arestas congruentes e
perpendiculares. Uma cavidade ctibica é um espaco cavado ou vazio no formato de um
cubo. A cavidade cubica é uma extensao para a dimensao z de uma cavidade quadrada

no plano-zy.

A Fig. mostra uma cavidade ctbica alinhada ao eixo do sistema de coordena-
das. Como as arestas de uma cavidade ctbica sao iguais L = H = W (veja Fig. ),

entdao o volume da cavidade ctibica é V=L x H x W = L3,

O caso geral no qual a cavidade nao esta alinhada com o sistema de coordenadas
pode ser obtido através da rotacao do sistema de coordenadas. Nesse trabalho, ao invés
de rotacionar o sistema de coordenadas, optamos pela rotagdo do vetor gravitacional. A
motivacao esta no fato que é mais simples modificar o cédigo computacional para incluir

a rotacao do vetor gravitacional do que rotacionar o sistema de coordenadas.

A rotagao do vetor gravidade pode ser feita através do operador de rotacao

Ruy=(0,4,0) = Ra(9) Ry () R=(0), (2.17)

onde R,(¢) é o operador de rotagdo de um angulo ¢ € [0, 27] ao redor do eixo-z, R,(¢) é
o operador de rotagao de um angulo ¥ € [0, 27] ao redor do eixo-y e R.(#) é o operador

de rotagao de um angulo 6 € [0, 27| ao redor do eixo-z. A unidade de ¢, 1 e 0 é radianos.
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I
Figura 2 — Cavidade cibica com as arestas L, H e W alinhada ao eixo do sistema de
coordenadas.

Os operadores de rotacao R, (¢), R,(¢) e R.(f) tém representacdo matricial dada

por
(10 0
Ry(¢) = | 0 cos(¢) —sen(¢) |, (2.18)
| 0 sen(¢) cos(¢)
i cos(vp) 0 sen()
R, (B) = 0 1 0 : (2.19)

—sen(y) 0 cos(y)
cos() —sen(f) 0
R.(0) = | sen(f) cos(f) 0 |, (2.20)
0 0 1

tal que Ryy.(4,v,6) = Ry, pode ser escrito como

cos()cos(0)  cos(B)sen(p)sen(y) — cos(¢p)sen(d)  cos(¢p)cos()sen(0) + sen(d)sen(d)
Ryy. = | cos(y)sen(f) cos(¢)cos(0) + sen(p)sen(y)sen(d) —cos(0)sen(p) + cos(p)sen(ip)sen(6)
—sen(v) cos(v)sen(d) cos(¢)cos(¢))

Seja g o vetor velocidade representado na forma matricial por

9z
=1 gy (2.21)
9=
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O vetor gravitacional rotacionado g, serd obtido pela operacao g, — [;,.g. A represen-
tagdo matricial dessa operacao ¢é

Jar cos()cos(0) cos(0)sen(¢p)sen(v) — cos(d)sen(0)  cos(d)cos(y)sen(0) + sen(d)sen() gz
gyr | = | cos(¥)sen(8) cos(¢)cos(8) + sen(p)sen(i)sen(0) —cos(0)sen(d) + cos(p)sen(y)sen(d) Gy
—sen(y) cos(p)sen(e) cos(¢)cos(¢) 9=

Portanto, teremos

9zr

Gur = gzc08(¢)cos(0) + gy {cos( )sen(¢)sen(v) — cos(gb)sen(@)]—l—
g [cos cos()sen(0) + sen(qﬁ)sen(&)}, (2.22)
Gyr = gzcos(Y)sen(0) + g, {cos( )cos(0) + sen(¢p )sen(w)sen(ﬁ)} +

g- [ — cos()sen(¢) + cos((b)sen(lp)sen(ﬁ)}, (2.23)

Gor = —gusen(V) + gycos(y)sen(¢) + g.cos(¢p)cos() (2.24)

2.5 Ndmero de Nusselt e suas correlacoes empiricas

O problema de transferéncia de calor, ou seja, a energia térmica em transito devido
a uma diferenca de temperaturas no espaco, entre superficies a diferentes temperaturas
separadas por um fluido confinado tem sido objeto de estudo ao longo dos anos devido a

suas aplica¢oes em Engenharia [2].

A forma de estimar a transferéncia de calor por convecc¢ao entre duas superficies

é calcular o Numero de Nusselt.

Definicao 2.11. O numero de Nusselt proporciona uma medida da transferéncia convec-

tiva de calor na superficie da cavidade com temperatura mais elevada € definido como
hL

Nujy = (2.25)

K
onde h € o coeficiente de convecgao em [W/m*K] k é a condutividade térmica em [W/mK]

e L € o comprimento caracteristico da superficie de interesse em [m/].

Definigao 2.12. O coeficiente de transferéncia térmica (ou coeficiente de convecgao), h,

fornece a variagdo de temperatura na superficie. Esta quantidade € dada por
—Kor
h=——-2=0 2.26
TS _ TOO ( )

onde Ty € a temperatura na superficie e T, afastado da superficie tem unidades de [K].
Definicao 2.13. O fluxo térmico, entao, através da superficie é dado por
q" = h(Ts — Tw) (2.27)

onde q” tem unidades [W/m/].
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A forma funcional do nimero de Nusselt, seja em experimentos realizados em
laboratério ou simulagoes numéricas, nem sempre é conhecida. Nesse tipo de situacao,
busca-se uma correlagdo do nimero de Nusselt com as propriedades importantes do fluido

e as dimensoes do sistema fisico.

Entre as propriedades do fluido estdo os nimeros adimensionais de Prandtl (Pr)

e de Rayleigh (Ra) definidos como segue.

Definicao 2.14. O ndmero de Prandtl é definido como a razdo entre a viscosidade cine-

madtica v e o difusidade térmica o:

Pr=—, (2.28)

onde v € a viscosidade cinemdtica em [m?/s] e o é a difusidade térmica em [m?/s].

Definicao 2.15. O numero de Rayleigh é um numero adimensional associado com a

convecgao natural de um fluido, sendo definido como

Ra = M, (2.29)

av
onde g = |g| em [m/s*] é o médulo da aceleragio devido a gravidade, B é o coeficiente de
expansdo térmica em [K™1], AT =T, — T, é a diferenca de temperatura em [K], sendo
Ts € a temperatura da superficie e Ty, a temperatura ambiente (temperatura afastada da
parede). O comprimento caracteristico L tem unidades de [m], € a difusidade térmica

em [m?/s] e v é a viscosidade cinemdtica em [m?/s].

Diz-se que existe correlacao entre duas ou mais variaveis quando as alteracoes so-
fridas por uma delas sdo acompanhadas por modificagoes nas outras. Assim, a correlagao

revela se existe uma relagdo funcional entre uma varidvel e as restantes.

Diversas correlacoes do Nu com os numeros adimencionais Ra, Pr e os compri-
mentos caracteristicos da geometria de interesse L, H e W (veja Fig. ), além do angulo
de inclinagao 6 da superficie podem ser consultadas na Ref. [2], paginas 370-372. Sem

perda de generalidade, essas correlagoes podem ser escritas da seguinte forma:

Nu = f(Ra, Pr), (2.30)
Nu = f(Ra, Pr, L), (2.31)
Nu = f(Ra, Pr,0), (2.32)

onde a barra superior indica uma média ao longo da superficie entre 2* = 0 (y* = 0 ou

z* = 0) e a posigao de interesse.

Observacgao 2.3. As formas das fungoes sdo determinadas a partir de conjuntos de me-
dicoes experimentais realizadas em superficies de geometrias e tipos de escoamento espe-
cificos. Tais funcoes sao chamadas de correlagoes empiricas e aparecem sempre atreladas

as especificacoes referentes a geometria e das condigoes de escoamento.
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2.6 Adimensionalizacao das equacoes do modelo

A forma usual, porém nao unica, de adimensionalizar as equagoes de conservacao
de massa, Navier—Stokes e conservacao de energia é escrever as variaveis independentes
do modelo ¢, x, y e z em termos das variaveis adimensionais t*, x*, y* e z* usando
o comprimento caracteristico L (dimensao que define a escala de um sistema fisico), a

difusidade térmica « e a densidade p. A mudanca de varidveis é dada por

L2
t=—t" 2.33
o (2.33)
x = La*, (2.34)
y = Ly", (2.35)
z=Lz". (2.36)

As componentes da velocidade u, v e w também devem ser adimensionalizadas. Nesse

caso, faz-se a seguinte substituicao de variaveis:

«
= —u" 2.37
u= T, (2.37)
«
= —p* 2.38
«
= —w". 2.39
w=Zw (2.39)
Além disso, a adimensionalizagdao da variavel de campo de pressao p é dada por
a’p
P=h (2.40)
e no caso do campo de temperatura T fazemos a seguinte substitui¢ao
T—"T.
T" = = 2.41
AT (2.41)

onde AT = T,—T,, é a diferenga de temperatura da superficie T, (temperatura da parede)

e a temperatura ambiente T, (temperatura afastada da parede).

Com essas mudangas de varidveis, reescrevemos as Eqs. (2.12)), (2.13), (2.14),

ou* n ov* n ow*
or*  Oy*  0z*
que é a equagao de conservacao de massa adimensionalizada. A equagdo de Navier-Stokes

— 0, (2.42)

na forma adimensional na direcao-x

ou*  Ou*  Ou*  Ou op* vt *ut O*ut
== g — o 4
T + e + " + ppe RaPrT*n, py + Pr <8x*2 + 9y + 9.2 | (2.43)

na direcao-y

ov*  ov*  ov*  Ov* op* o%v* 0%v*  0**
— —RaPrT*n, — 22+ P 9.44
e L (aw Togr e (4
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na direcao-z

ow*  ow*  ow* Ow* op* Pw*  P*w* OPw*
+ + + = —RaPrT*n, — — + Pr + + , (2.45
ot dx*  Oy*  0z* 0z* ( ox*2  Oy*? 0z (245)
onde n,, n, e n, sao os cossenos diretores nas diregoes x, y e z, respectivamente. Por fim,
a equacao de conservacao de energia na forma adimensional é dada por
oT* oT* oT™ or* o*r*  o*T* 9T+

u* v* w* = )
o o TV o TV e T o T oy T o

(2.46)

A dedugao das equagoes adimensionais Eqs. (2.42), (2.43)), (2.44)), (2.45)) e (2.46)

feita no Anexo [Bl

Observagao 2.4. Nota-se que somente as equacoes de Navier-Stokes dependem dos niu-
meros adimensionais Ra e Pr. Portanto, para valores grandes de Ra e Pr temos que o
termo das forcas gravitacionais € dominante tal que o termo convectivo das equagoes de

movimento podem ser desprezados.

O ntmero de Nusselt médio Nu a partir da solucio adimensional ¢ dado por:

s (2.47)

onde S é a superficie de controle.

2.7 Condicoes de contorno

A solugao numérica do sistema de equagoes adimensionais exige a especificagao
das condigoes existentes no meio num determinado instante inicial, além das condigoes
existentes na sua fronteira. Portanto, as varidveis dependentes u,v,w e as variaveis de

campo T e p devem ser definidas em toda a fronteria do dominio ocupado pelo fluido.

Para cada uma das variaveis u,v,w e as variaveis de campo 1" e p, sao possiveis

dois tipos de condicoes de fronteira:

1. Condigao de Dirichlet: Seja 0€2; a fronteira do dominio €2 tal que 92y C Q. O

valor da variavel ¢ = u, v, w,p, T é conhecido e prescrito em uma porgao de 0€2;:

p=¢ em O (2.48)

onde ¢ ¢é o valor prescrito da variavel .
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2. Condicao de Newman: Seja 0€); a fronteira do dominio Q2 tal que 02, C €). Seja
71 o vetor normal a fronteira 0€);. Entao a variacao das variaveis ¢ = u, v, w,p, T

na direcao 7 é conhecida e dada por:

dp  Op
Se =g om 00, (2.49)

Se 0} for a fronteira do dominio €2 ocupado pelo fluido, entdao devemos ter

Conclusao: Revisamos as equagoes que modelam o escoamento de um elemento
de fluido obtidas usando os principios fisicos conservacdo da massa, a 2° lei de Newton
e a lei de conservagdo da energia. Também mostramos as equagoes adimensionalizadas
e a forma que as condigoes de contorno devem satisfazer para a andlise computacional.
No final, revisamos as correlagoes do numero de Nusselt com geometria e condi¢oes de

escoamento.

Proéximo passo: No proximo capitulo serda apresentado o problema fisico de in-

teresse e como serd feito seu o estudo numérico computacional.
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3 Metodologia

O problema fisico e a metodologia para seu estudo sao apresentados aqui. Sobre
o primeiro, mostramos como rotacionar o sistema fisico (cavidade ctbica) e, também,
qual é o modelo de escomento do fluido no interior do sistema. Na segunda parte, mos-
tramos como serd feito o tratamento numérico das equagoes dinamicas de escoamento
adimensionais com condi¢oes de contorno adequadas em €. O estudo computacional é

feito seguindo o roteiro apresentado no final do capitulo.

3.1 Descricao do problema fisico

Consideremos uma cavidade ciibica preenchida completamente por um fluido, ini-
cialmente em repouso. As paredes da caixa sao rigidas e impermeaveis. O escoamento do

fluido ¢ interno, viscoso, laminar e natural. O fluido é newtoniano e incompressivel.

A Fig. mostra a geometria do problema.

y
pare%alada
/N
y*=yy B \
- T*=]

H

pr=() —Y \V/
/ parede isolada
Z (- -

L
*—

Figura 3 — Cavidade ciibica alinhada ao eixo-x.

As condigoes de contorno apropriadas em 0§2; e em 02, sdo dadas por
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e " =0,0<y"<HelO<z*<W:

v=v"=w"=0, T"=1 p=p.=0 (3.1)

uv=vt=w"=0, T"=0, (3.2)

e <" <Liy=0yg=Hezr=0ezy =W:

oT* oT*
—0 —0

u =0 =w" =0, , 3.3
oy* oz* (3.3)
onde L, N, M € R sao os comprimentos caracteristicos.
O sistema fisico serd rotacionado somente na dire¢ao-r usando o operador
™
Ruy. = Re (o <o < 2) Ry (4 = 0)R.(6 = 0), (3.4)

As equagoes adimensionais (2.42)), (2.43), (2.44), (2.45)) e (2.46) pelo método de

volumes finitos o qual serd abordado no na Secao 3.2.

O ntimero de Nusselt médio Nu a partir da solucdo adimensional é dado pela Eq.
7).

3.2 Analise numérica das equacoes do modelo

Para obter solugoes numéricas das equagoes do modelo (2.42]), (2.43)), (2.44), (2.45)
e (2.46)), usou-se o Método dos Volumes Finitos (MVF) [5,6]. Este método representa

e avalia equacoes diferenciais parciais sob a forma de equagoes algébricas em cada volume

de controle do dominio computacional de interesse. As equacoes algébricas sao obtidas
pela integragao da equagoes do modelo, na forma conservativa, no tempo e volume do

subdominio.

O procedimento béasico de aplicacdo do MVF segue abaixo:

1. Identificar o dominio onde ocorre o fenémeno fisico;

2. Discretizar o dominio em pequenos volumes de controle localizando o seu centro

onde variavel de campo sera calculada;

3. Integrar as equagdes diferenciais governantes em cada ponto do volume de controle;
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A Fig. mostra de forma esquematica a ideia a qual o método dos volumes

finitos é baseada.

A cavidade cubica de volume V = AxAyAz esta alinhada ao eixo—z. O seu
centro ¢ indicado pelo ponto P. Os pontos N, S, E, W, L, F' e B sao as direcoes North
(Norte), South (Sul), East (Leste) e West (Oeste), Foward (adiante) e Back (atrds) sao
relacionados ao ponto P. As variavel de campo sao calculadas nos pontos P, N, S, F,
W, L, FeB.

N
®

}/ _ ol B il " :
- < o
b B
‘ - E
‘.” w &/ e -
.
Ay /t’ 1
F Jp-apu S »
e """8 e L L
‘--/. - Av = AxAy e
i (o]
S

Figura 4 — Representacao esquemadtica da discretizagao. Figura extraida da Ref. [5].

Como a literatura sobre o MVF é bastante grande, nosso foco nesse trabalho nao
sera nas deducoes e desenvolvimento do MVEF. Esses aspectos sao tratados em detalhes

na Referéncia [5]. Aqui estamos interessados no entendimento e aplicagio do método.

3.3 Andlise computacional das equacoes do modelo

Objetivo: A andlise numérica consiste em simular o escoamento 3D de um fluido

por convecgao natural em uma cavidade ctibica para diversos valores de angulo de rotacao
f em torno do eixo-z.
O material usado na simulacao foi um computador desktop com processador Intel®
Core™ 2 Quad CPU Q8300 @ 2.50GHzx4, grafico GeForce 8300 GT/PCle/SSE2, sis-
tema 64-bit, 3,9 GiB de memoria RAM e disco rigido de 240,3 GB. O sistema operacional
instalado é o Ubuntu 14.04.3 LTS (Trusty Tahr).

O codigo usado foi desenvolvido pelo orientador desse trabalho, Prof. Dr. Darci Luiz
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Savicki, em linguagem FORTRAN 90, sendo uma extensao do programa bidimensional
do Patankar [5]. As modificagoes feitas ao cdigo original foram a inclusao das equagoes
adimensionais do modelo e condi¢oes de contorno; além da matriz de rotagao da cavidade.
Deseja-se obter uma correlacdo para Nu em funcdo de Pr, Ra e 0 ajustando os dados
simulados a um modelo similar ao sigmoidal. Usamos o software GNU Octave para obter

a correlacao.

A metodologia para andlise numérica seguiu os seguintes passos: Entradas, Si-

mulacao, Saidas, Graficos e Ajuste de curva. Cada passo ¢ detalhado abaixo:

1. Entradas: sao os valores das condigoes de contorno e constantes do modelo.

a) Condigées de Contorno: defini-se as temperatura da parede quente (T* =

1), temperatura da parede fria (7" = 0), T'= 0.5 é a temperatura no interior

da cavidade ctbica e temperatura de referéncia (7.5 = 25).

b) Constantes: Numero de Prandtl (Pr = 1.0), nimero de Rayleigh (Ra =
10° ~ 107), dominio computacional (L = H = W = 1) e 50 pontos em cada

direcao do dominio computacional.
2. Simulagao: procedimento adotado foi

a) Fixa-se Pr = 1.0.

b) Para Ra = 10° fixo e 1 = § = 0, simule escoamento do fluido para os Angulos:
¢ =", onden=0,1,2,3,4,5,6,7,8 calculando o numero de Nusselt.

nm

c) Para Ra = 10° fixo e ) = 6 = 0, repita a simulacdo para os angulos: ¢ = TR

onden =0,1,2,3,4,5,6,7,8 calculando o nimero de Nusselt.

nm

d) Para Ra = 107 fixo e ¢ = § = 0, repita a simulacio para os angulos: ¢ = L

onden =0,1,2,3,4,5,6,7,8 calculando o nimero de Nusselt.

3. Saida: os campos de velocidade e temperatura. Além disso, cada simulagao fornece
um valor de Nu que depende diretamente dos valores de Pr, Ra e ¢ resultando na

distribuicao discreta de Nu.

4. Graficos: usa-se os dados do item Saida para construir os graficos dos campos de

temperatura T e velocidade do escoamento do fluido no interior da cavidade.

5. Ajuste de curva: obter uma correlacio de Nu em funcdo de Pr, Ra e ¢.

Conclusao: O problema fisico e a metodologia usada para estuda-lo foram apre-
sentados. Discutiu-se como as equagoes adimensionais do modelo serao resolvidas Método
de Volume Finitos, e a metodologia da analise numérica computacional para obter os cam-

pos de velocidade e temperatura, além do Nu de cada simulacao.
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Proéximo passo: Apresentagao e discussao dos resultados obtido através da ana-

lise numérica computacional.
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4 Resultados

Os resultados obtidos da analise numérica computacional proposta na Secao 3.3
sao apresentados nesse capitulo. A correlagao entre os dados obtidos por simulacao do
numero de Nusselt e um modelo tedrico obtida através de um ajuste de parametros. Para
testar a eficiéncia da correlagdo foram calculados o coeficiente de determinagao e o erro

global.

4.1 Simulacoes

Comecamos a apresentacao dos resultados das simulagoes feitas seguindo o proce-

dimento da Se¢ao 3.3 mostrando o campo de temperatura 7.

A Fig. mostra o comportamento do campo de temperatura do escoamento 3D
de um fluido com Pr = 1 no interior de uma cavidade ctbica através de um corte no
plano-yz. A cavidade foi rotacionada de um angulo ¢ = T ho sentido horério através do
operador R,,.(¢ = §,¢ = 0,0 = 0). O niimero de Rayleigh usado na simulacao do campo
T da Fig. foi Ra = 10°, da Fig. foi Ra = 10° e da Fig. foi Ra = 107.

A Fig. @ mostra apenas o corte no plano-yz, sem a cavidade, do mesmo campo de
temperatura 7' da Fig. .

Verificamos que a regido mais fria estd sempre na parte inferior da cavidade. Para
as camadas mais centrais, a temperatura, ao longo da linha vertical da cavidade é apro-
ximadamente a temperatura média no interior da cavidade. A camadas central mais
acentuada ocorre para Ra = 107. A regido mais quente estd sempre na parte superior da

cavidade.

A Fig. @ mostra o campo de velocidades do escoamento do fluido no interior
cavidade Fig. (5 (ou Fig. @, no plano-yz. Novamente plotamos um grafico para cada
numero de Rayleigh: a Fig. para Ra = 10°, Fig. para Ra = 10° e Fig. (7]

para Ra = 107, respectivamente.

Observa-se nas ilustragoes dos vetores, Figs. , e , que a circulagao
principal se situa muito préximo as paredes. Algumas particulas do centro da cavidade
sobem, mas nao chegam a atingir a camada aquecida superior. Estas, desviam-se de seus
caminhos e apresentam uma circula¢gao menor, tomando um movimento descendente em

direcao a parte inferior da cavidade.
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T*Cl
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(a) Campo T para 0 = 7 e Ra = 10°.
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(b) Campo T para 6 = 7 e Ra = 10°.
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(c) Campo T para ¢ = 7 e Ra = 107.

Figura 5 — Graficos do campo de temperatura T para os parametros Pr

Figs. , e , respectivamente.

=1.0e Ra = 10° ~ 107,
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(a) Campo T para 0 = 5 e Ra = 10°.
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(b) Campo T para 6 = 5 e Ra = 10°.
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(c) Campo T para § = 5 e Ra = 107.
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Figura 6 — Graficos do campo de temperatura 1" para os pardmetros Pr = 1.0 e Ra = 10° ~ 107,

Figs. , e (6c), respectivamente.
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Figura 7 — Graficos dos campos de vetores para parametros Pr = 1.0 e Ra = 10° ~ 107 Figs.
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(c) Campo de vetores para § = 5 e Ra = 107.

’ e 7 respectivamente.
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4.2 Ajuste de parametros

Objetivo: Determinar um conjunto de parametros que melhor ajustam a curva

obtida pelos dados simulados do niimero de Nusselt a um modelo tedrico.

Hipéteses: A correlacao entre os dados simulados do nimero de Nusselt para
cada angulo de rotacao da cavidade deve incluir os niimeros adimensionais de Rayleigh e
de Prandtl.

Metodologia: O modelo senoidal da forma

Nu(¢p) = sen (4(;5 - g) +1 (4.1)

foi usado inicialmente para ajustar os dados obtidos por simulagdo do niimero de Nus-
selt para cada angulo de rotacao da cavidade. Esse modelo foi escolhido a partir do

comportamento da curva Nusselt versus dngulo ¢. (Veja os pontos em vermelho da Fig.
8))-

Por hipoétese, deve-se os incluir efeitos dos ntimeros adimensionais Ra e Pr. Assim,

foi proposto o modelo

Nu(¢, Ra) = p1 + paRa”* PrP* + ps Ra

sin (4¢ - g) + 1] (4.2)
onde os parametros pi, ps, Ps, P4, P5 € Pg Sa0 numeros reais e ¢ € [0, 27w]. As constantes

adimensionais foram testadas com os seguintes valores: Ra = 10° ~ 107 e Pr = 1.

O ajuste da curva tedrica com os dados simulados foi feito no software livie GNU
Octave com a func¢ao “leasqr” do pacote de otimizacdo “optim 1.4.1” [8] que utiliza o
método de regressao nao-linear de Levenberg-Marquardt [9, 10]. O script para o ajuste

de pardmetros estd no Anexo [C]

A eficiéncia do ajuste calculamos o Coeficiente de Determinagao (R?) e o Erro
Global (EG). O primeiro indica se o modelo tedrico e os pontos simulados estao correla-
cionados, ou seja, se o modelo é uma boa aproximacgao dos pontos simulados. Matemati-
camente, R? ¢ calculado por
=1 (Nu — Nttgjustado)?

L (Nu—Nup

onde n é o numero de dados, Nu é o valor simulado do nimero de Nusselt e Nu,justado

R*=1- (4.3)

é o valor ajustado do nimero de Nusselt. Como R? varia entre 0 e 1, quanto maior R2,

mais explicativo é modelo, ou seja, melhor ele se ajusta aos dados simulados.

O segundo, erro global, é definido como o valor esperado dos erros ao quadrado.

Esse valor pode ser calculado por

n

EG = Z(Nu — Nuajustado)Q, (4.4)

i=1
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onde n é o numero de dados, Nu é o valor simulado do nimero de Nusselt e Nu,justado
¢ o valor ajustado do niimero de Nusselt. O EG ¢é usado para indicar o quao distante,
em média, o valor simulado do nimero de Nusselt estd do valor ajustado do ntimero de
Nusselt Nugjustado- Nesse caso um valor pequeno de EG significa que o modelo se ajuste

bem aos dados simulados.

A Tabela 2] foi criada a partir da analise numérica computacional seguindo o pro-

cedimento proposto na Secao 3.3.

Dados: A Tabela [2 apresenta os valores do Ntmero de Nusselt para 0 < ¢ < 77,

onde n =1,...,8 com nimeros adimensionais Ra = 10°> ~ 107 ¢ Pr = 1.0.
Tabela 2 — Ntimero de Nusselt simulados para ¢ € [0, 7z], onde n =1,...,8.
Dados simulados
b= Ra=10° | Ra=10° | Ra=10"
16 Nu
0m/16 4.39495 8.74258 16.61777
17/16 4.39934 8.75469 16.64485
27 /16 4.41300 8.79110 16.72480
37/16 4.43083 8.82855 16.80698
47 /16 4.43877 8.84141 16.84685
5m/16 4.42896 8.82570 16.80564
67/16 4.41021 8.78647 16.72033
/16 4.39647 8.74981 16.63929
87 /16 4.39184 8.73678 16.61052
Nu =4.4116 | Nu=8.7841 | Nu = 16.611

A Tabela [3| apresenta os valores dos Ntuumeros de Nusselt minimo (N, ), médio

(Nu) e maximo (Nuumay) simulados para ¢ € [0,5%], onde n = 1,...,8 com nimeros

adimensionais Ra = 10° ~ 107 e Pr = 1.

Tabela 3 — Ntimeros de Nusselt minimo (Ntyi,) € maximo (Nupy,y) da simulagao.

Ntumeros de Nusselt
Pr=1 Ntpin — @ NUupax — ¢
Ra =10° | 4.39184 — 5% | 4.43877 — 7%
Ra =10° | 8.73678 — 5% | 8.84141 — %

Ra =107 | 16.61052 — 5T | 16.84685 — 2=

16 16

Observa-se que Nupy,, ocorre para o mesmo valor de angulo de rotacao da cavidade

¢ = ?—’g = 7 para os valores Ra = 10° ~ 107. O valor de angulo de rotacdo da cavidade

AT _ 7w

em que ocorre 0 Numax ¢ ¢ = 15 = 7.
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Parametros: A Tabela [4] apresenta os valores dos parametros py, pa, p3, P4, P5 €
pe para Ra = 10° ~ 10" e Pr = 1.

Tabela 4 — Parametros py, p2, p3, ps, P5 € pg para os valores de nimero de Rayleigh
Ra =105 ~ 107 e niimero de Prandtl Pr = 1.

Parametros da simulacao

Parametros Valores
P1 -9.7909¢-01
D2 2.7127e-01
D3 2.5881e-01
jon 1.5490e-02
D5 5.7022e-04
De 3.4279¢-01

Correlagao: Para o conjunto de pardmetros da Tabela[d o ajuste da curva tedrica
dada pelo modelo Eq. (4.2)) com dados da simulacao apresentou coeficiente de correlagao

R? = 0.99997 e erro global EG = 0.038768.
Portanto, substituindo os pardmetros da Tabela [4] no modelo teérico, Eq. (4.2)),
chegamos a seguinte correlacao:
Nu(¢, Ra) = —0.97909 + 0.27127 Ra’2°%8! py0-15490
+0.00057022 Ra?-#27 [sin (4¢ - g) + 1] (4.5)

Na Fig. ¢ possivel observar a correlagdo Eq. (4.2) com os dados simulados.
Observa-se o comportamento aproximadamente senoidal dos dados simulados, além do
bom ajuste da curva tedrica dada pelo modelo Eq. (4.2)) com pardmetros pi, p2, ps, pa,

ps € pg da Tabela 3] (curva em azul) com dados da simulagao (pontos em vermelho).
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Figura 8 — Correlagao (curva em azul) versus dados da simulacdo (pontos em vermelho).

Conclusao: O comportamento do campo de temperatura e de velocidades esta de
acordo com aquele esperado pela fisica do problema (transferéncia convectiva de calor).
O conjunto de parametros que melhor ajusta os dados simulados do nimero de Nusselt
ao modelo tedrico apresentou coeficiente de correlacao R? = 0.99997 e erro global EG =

0.038768 indicando a obtengao de um bom ajuste.
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5 Conclusoes

Neste trabalho foi feito um estudo sistemdatico da conveccao natural de um fluido

no interior de uma cavidade ciibica para diversos angulos de inclinagao da cavidade.

O estudo comecgou pela revisao das equagoes que modelam o escoamento de um
elemento de fluido obtidas pelos principios fundamentais fisicos: conservacao da massa,
a 2° lei de Newton e a lei de conservacao da energia. As equagbdes adimensionalizadas
e a forma que as condigoes de contorno devem satisfazer para a analise computacional
também foram revisadas. Finalizamos essa parte revisitando as correlagoes do nimero de

Nusselt em funcao da geometria e condi¢oes de escoamento.

O passo seguinte foi a apresentacao do problema fisico e a metodologia usada para
estuda-lo. Mostramos que as rotacgoes da cavidade podem ser introduzidas de forma na-
tural através da matriz R,,.. O modelo de escomento do fluido no interior da cavidade
tem caracteristicas bem particulares as quais permitem escrever as equagoes dinamicas
de escoamento na forma adimensional. Foi proposta uma metodologia para anélise nu-
mérica computacional do problema fisico, onde os campos de temperatura e velocidade,
solugoes das equagoes adimensionais ja com rotacao incluida, sao calculados pelo Método
de Volume Finitos. Na analise numérica foram usadas condi¢ées de contorno de Dirichlet
e Newman no dominio 02 = 0€; U 0€2s.

Obtemos que o comportamento do campo de temperatura e de velocidades esta de

acordo com aquele esperado pela fisica do problema (transferéncia convectiva de calor).

Para o caso da correlagao, ajustamos um modelo tedrico do tipo senoidal modi-
ficado para incluir os nimero adimensionais de Rayleigh e Prandtl Eq. aos dados
simulados . Dessa forma, obteve-se um conjunto de parametros que melhor ajusta os
dados simulados do nimero de Nusselt da tablea[dl A correlagdo entre dados da simula-
¢ao e modelo tedrico, Eq. , apresentou coeficiente de correlacao R? = 0.99997 e erro
global EG = 0.038768 indicando que obtivemos um bom ajuste.
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A Deducao das Equacoes do Modelo

As dedugoes das equagoes de conservacao de massa, momento linear e conservacgao

de energia sao fortemente baseadas nas referéncias [I] e [7].

A.1 Equacao de conservacao de massa

A equacao da conservagao da massa aplicada a um VC é dada pela Eq. (2.1]
dp -
g f V) - iidA = 0. Al
v+ 4 (V) -iida =0 (A1)

da secao 2.1 Como nao ha fontes e também nao ha sumidouros de massa na SC, temos

que o fluxo da propriedade massa através da area ndA é nulo tal que

7{3 (oV) - 7idA = 0. (A.2)

Logo, a taxa de variacao no tempo de massa dentro do VC é dada por
0
/ Py =o. (A.3)

No caso que a taxa de variacdo total da massa dentro do VC ¢ igual a taxa na
qual a massa flui para dentro do VC, menos a taxa na qual a massa flui para fora do VC

teremos

/apdv— S - Y . (A.4)

entrada saida

ou ainda

S - Y - /apdv_o (A.5)

entrada saida

Vamos analisar cada termo da Eq. (eqapl:2) separadamente.

Afirmacio A.1. A medida que o VC tende para um ponto, o valor da integral do volume
no lado esquerdo da Fq. torna-se

/ O iy = gid:cdydz (A.6)
onde V = dxdydz.

0
Demonstragio. A integral de f(x) = —? no intervalo [z;, z,| U [y;, yn] U [2i, 24], n € N, é
igual ao limite do somatoério de cada um dos valores que a fungao f(x) assume, de 0 a n,

multiplicados por dxdydz

n

L (w4, Yi, 2i) ~ Op
/ —dxdydz = dgcdl;gzl—m; dedydz = ad:cdydz (A7)
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Logo, quando n for muito grande o valor da soma acima se aproxime do valor da integral
de f(z) no intervalo. O

A andlise das vazoes de massa para dentro e fora do VC é feita com auxilio da Fig.
@. Consideramos um VC na forma de uma caixa de dimensoes dzx, dy e dz e volume

VY = dxdydz alinhada com o sistema de coordenadas cartesiano.

.\.
(pl' r?[pl}c.ﬁ)! d-
dy 2
X

) T (pu' m‘”"’]d)f dy
l - L
put r}[pujch dyd: — >0
dr 2

(P"l' +r}[:pu,'ld') dx dy > - A
dz 2 dx |
v rJ"[Jr.JL,H.n’I.)Ill d-

dy 2

Figura 9 — Volume de controle na forma de uma caixa de dimensées dzx, dy e dz (volume
V = dxdydz). Figura extraida da Ref. [I]

dy

*~ o+ dEP“J & dv oz
dr 2

Afirmacgao A.2. As vazoes de massa para dentro e fora do VC' sao dadas por

3 <p Apu) dx) dydz +< _9v) dy) dudz +< _ 9l dz) dudy

o Ox dy 2 0z 2
face esquerda face inferior face de trds
(A.8)
e
Jd(pu) d d(pv) dy d(pw) dz
o AP L Gyd RPN Gz DI drd
s%am (,0 + o7 + | pv + oy 2 + | pw + 0z 9 Tay
face esquerda face inferior face de trds
(A.9)
respectivamente.

Demonstracio. Note que a densidade no centro da caixa definimos a densidade ¢é p e as
componentes da velocidade V do fluido sio u, v e w. Em pontos distantes do centro da

caixa, usamos umas expansao em Séries de Taylor em relacdo ao centro da caixa (Ponto

P).



Apéndice A. Dedugdio das Equagoes do Modelo 42

O centro da face direita da caixa estd localizado a uma distancia dz/2 do meio da
caixa na dire¢ao x, o valor de pu naquele ponto é:

(pu) dpu)dz 1 0*(pu) (d;p
(

or 2 21 Ox?
~ pu) dx dr 1 9 (pu)

(pu)centro da face esquerda — puU —

(pv>centro da face superior = pv + y

5
d(pv) d 182(pv) [dy\>
(pv)centro da face inferior = pU — (P ) y + (p ) <2y> + ...

~ pw)dz 10 (pw) (dz\’
(pw)centro da face frontal — PU + 5 5 9.2 5 +

- pw)dz 1 0%(pw) (dz\’
(pw)centro da face detras — PW — 92 2 + — ST ? 4+ ...

Porém, a medida que o VC vai se aproximando de um ponto, os termos de segunda

ordem e de ordem mais alta tornam-se muito pequenos. Portanto, a expansao em série

de Taylor pode ser truncada tal que

(PU) centro da face direit 8(@ ) d;
(PU) centro da face esquerda = PU — (8x pu) d 5
(PV) centro da face superior = PU + p >d2y

(V) centro da face inferior = oy )2

(W) centro da face frontal = (8 w) dz 5
(pw)centro da face de tras — PW ((92 ) 5

A vazao em massa para dentro de V é

S om <p 0g)xu)d$)d dz +< —a(pv)d>d dz +< 8(pw)dz> dxdy

entrada ay 2 82 2

face esquerda face inferior face detras

(A.10)

Analogamente, as faces direita, superior e da frente contribuem para a saida de
massa, e o segundo termo no lado direito da Eq. (A.g]) torna-se

o~ d(pu) dx d(pv) dy d(p )dz
S%;am—<pu+ o )dd +< oy 2 dadz + ( pw+ =2 dzdy

face esquerda face inferior face detras

(A.11)



Apéndice A. Dedugio das Equacdes do Modelo 43

O
Substituindo as Eqs. (A.6]), (A.8)) e (A.9) na Eq. teremos
Z m — Z m = 'Oda:dydz
entrada saida
_859[?) dxdydz — a(apyv)d:cdydz — E)((()Z)d:cdydz = Z’;dxdydz
(gﬁ + ag; Y 4 agj ) 4 agy) drdydz = 0 (A.12)
Novamente, o Volume de Controle dzxdydz é nao nulo, entao
g': + agp;) + ag);) + a(;;) ~0 (A.13)
Como V:u€+v§'+w/%e V—zax—l—jaerka temos que
.5 (pV) =0 (A.14)
ot

A Eq. (A.14) é chamada de equagdo da conservacao de massa (ou equagao da continui-
dade).

A.2 Equacao de Navier-Stokes

No secao 2.1, escrevemos a equagao da conservagao do momento linear, Eq. (2.12]

aplicada a um VC é dada por
, o - L.
SR = / S (V)Y + /(pV)V AdA (A.15)
Ve S

O lado esquerdo da igualdade da Eq. (A.15)) pode ser reescrito tomando a forga
total agindo no VC igual a taxa na qual o momento flui para dentro do VC menos a taxa

na qual o momento flui para dentro do VC

Z ﬁ = Z ﬁcorpo + Z F;superfl'cie (A16)

tal que

Z Fcorpo + ZFsuperflme - / 8t pV dV + Z BmV — Z BmV (Al?)

saida entrada

onde V nos dois ultimos termos é tomada como a velocidade média em sua entrada ou

saida, e B ¢é o fator de correcao de fluxo de momento.
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Afirmacao A.3. A tnica forca que age sobre o volume de controle infinitesimal € a forca

de gravidade (que é uma for¢a de volume).

Demonstragao. A forca gravitacional Y Fiopo = Peorpo Clja decomposicao no plano car-

tesiano do lado esquerdo da igualdade acima é

Z ﬁcorpo = Z Fx,corpog + Z Fy,corpoj + Z Fz,corpo]% (A18)

Por outro lado, pode-se escrever o lado direito como ﬁcorpo =mg = p(dzdydz)g tal que
Prorpo = (pgodadydz)i + (pgydedydz)] + (pg.drdydz)k (A.19)

ou seja, a forca que atua no corpo é a forca da gravidade dada aproximadamente pela

expressao
Z F, corpo =~ pgedxdydz, (A.20)
Z Fy corpo =~ pgydadydz, (A.21)
> F. corpo = pg.drdydz. (A.22)
O

Afirmagao A.4. A unica forca que age sobre a superficie do volume de controle infinite-
simal é a forca de Tensao (Tensor Tensao amultiplicado pela drea do volume de controle

infinitesimal).

Demonstragio. O Tensor Tensao o;; tem dimensoes de forga por unidade de area. Assim,
deve-se multiplicar cada componente de tensao pela area da superficie da face sobre a
qual ela age. Além disso, precisamos considerar apenas aquelas componentes paralelas
a entrada (ou saida) de cada face. (As componentes perpendiculares, embora possamser
nao nulas, nao contribuem para a forca na direcdo de interesse. Veja Fig. Usando-se

as expansoes truncadas da série de Taylor temos:

9, 0 0

Z Fx,superficie =~ <axaa:x + %Oﬂcy + 856'sz> d:cdydz (A23)
9, 0 0

> Fy superficie = <8xaym + e + axayz) dxdydz (A.24)
0 0 0

Z FZ,superficie = <am0-z:v + %Uzy + 8JIO-ZZ> d'rdydz (A25)

]
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v

i

(I?E  + opvu) d:) dx dz

rJ1.

o dipwuydzy
? (pn I — P ?> dx ey

e

dipun) dey |
(prm— o T)c!}. dz

- dipn) dey
(pr 3 )e!}. dl:

il iz
(ﬁ'"‘ r[p'-_1rije )I hi

d i
(L‘-i*u - dpru) 1) dxdz
3 dy

Figura 10 — Volume de controle na forma de uma caixa de dimensoes dz, dy e dz (volume
V = dzdydz). Figura extraida da Ref. [I]

Afirmacgao A.5. No limite de dV = dxdydz — 0. (O volume de controle tende a um

ponto.) Assim, temos que

/8tpu

g (pu)dzdydz, (A.26)
0

/ By (pv)d ~ —(pv)dzdydz, (A.27)
0

/a(/)w)d at(,ow)da:dydz. (A.28)

Ve

Afirmacgao A.6. A aplicagio das expansoes truncadas em primeira ordem das Séries de

Taylor em pontos distantes do centro do volume de controle de cada uma das seis faces

do volume de controle infinitesimal fornece uma aproximacdo para os dois ultimos termos

da Fq. . Somando-se todos os fluros que saem e subtraindo todos os fluros que

entram teremos:

Z,@mu— Z BmUN

saida entrada

Z Bmv - Z Br}w ~
saida entrada

Z Br'mu — Z Bmw o~
saida entrada

[0 0 0
o —(puu) + a—y(pvu) + (%(pwu)] xdydz, (A.29)
[0 0 0
_%(puv) + Fy(pvv) + az(pwv)] dxdydz, (A.30)
[0 0 0
o —(puw) + aﬁy(pvw) + az(pww)] dxdydz. (A.31)

Demonstragio. A Fig. (11) mostra os fluxos através da cavidade. Somando-se todos os

fluxos que saem e subtraindo todos os fluxos que entram. Na direcdo x teremos:
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der. dz dx
(H"_-_l - == ‘—> dx ey -
Y 2 der ., dy
+ —= — ldxdz

dyv 2

dor - dx
+ — Lt —) d_‘.' dz
dy 2

Figura 11 — Volume de controle na forma de uma caixa de dimensées dx, dy e dz (volume

V = dxdydz). Figura extraida da Ref. [I]

~ 0 d 9, d
> Brivu ~ [(pu)u + &E(pu)u;] dydz + [(pv)u + E)y(pv)ug] drdz+

saida
0 dz
+ l(pw)u + 82(,060)U21 dxdy
~ 0 dr 9 dy
enga:da Brivu ~ l(PU)u — ax(pU)UQ] dydz + l(ﬂv)u — 8y(,ov)uQ] dodz+
0 dz
+ [(pw)u - (‘9Z<pw)u21 dxdy
Entao
Z Bmu — Z Bmu ~ [a(pu)u + g(pv)u + a(pw)u] dadydz
saida entrada Oz ay 0z

Na direcao y teremos:

> B [(PU)U + ;x(pu)vdyl dxdz + l(pv)v - a(pv)vdy] dadz+

saida 2 ay 2
0 dz
+ l(pw)v + az(pw)UQ] dxdy

> friw ~ [(pu}v - ;x(pu)vcg

entrada

0 dy
] dxdz + l(pv)v — ay(pv)UQ] drdz+

+ l(ﬂw)v - aaz(pw)vdﬂ dady
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Entao

: : x 0 9] 9]
Y tildefrvv — > Priw ~ [ax(pv)v + a—y(pu)v + 8Z(pw)v] dxdydz

saida entrada

Na direcao z teremos:

3" Briaw ~ [(pu)w + i(pu)w?] drdz + [(pv)w + ;y(pv)wcéy} drdz+

saida
dz

+ l(pw)w + ;Z(pw)w 5 ] dzdy

~ 0 dr 9 dy
entzra:da Briw ~ l(pU)w - ax(pU)wQ] drdz + [(pv)w - Oy(pv)w2] dxdz—+

0 dz

+ [(pw)w - az(pw)wQ] dxdy

Entao

- < 0 0 0
> Priw— > Priw ~ [&E(pv)w + a—y(pu)w + az(pw)w] dxdydz

saida entrada

Escreve-se a Eq. (A.17)) em coordenadas cartesianas da seguinte forma:

0 0 0
pg.dxdydz + ((%Um + 8—yaw + 820’”> dxdydz =

0 9] 0 0
a(pu)dxdydz + [ax(pu)u + %(pv)u + 8Z(pw)u] dxdydz

0 0 0
pgydrdydz + ((%aw + a—yayy + (%azy) drdydz =

0 0 9] 0
&(pv)dxdydz + [ax(pu)v + 6—y(pv)v + 82:('0@@1 dxdydz
0

pg.dxdydz + (;xam + a—yayz + ;ZJZZ> drdydz =

0 0 0 0
a(pw)dmdydz + [m(pv)w + a—y(pu)w + aZ(pw)cu} dxdydz

Como dxdydz # 0 temos

00y 00y 004, Jd(pu) d(pu)u  I(pv)u  I(pw)u
pgx+< o9 T Dy + az> 9 T + + (A.32)

ox oy 0z

0oy 0oy, 00, d(pv) d(pu)v ~ I(pv)v  I(pw)v
— A.
pgy+< or oy | 02 o | Tor oy T os (4.33)
00y, 0oy,  0o0..\  O(pw) Ipv)w  Opu)w  O(pw)w
pgz+<ax "y "o ) “ o o TTay T ol (A-34)
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Escrevendo a equagao acima na forma vetorial

0 Lo
Py —(pV)+ V- (pVV) = pj+V - 0 (A.35)

e usando a regra do produto de derivada ao primeiro termo do lado esquerdo da equacao

acima, obtemos:

0 8V ~dp
— : A.
) =r gtV (A.36)
O segundo termo pode ser escrito como
V- (pVV)=VV-(pV)+p(V - V)V (A.37)

e assim, elimina-se o tensor de segunda ordem representado por V - V. Portanto

oV ~0p - - Lo .
P A VLA VY (pV) 4 p(V - V)W = pg + ¥ - 0,
ot ot
8‘7 by a — — — = -
pat—l—V[a'Z—FV (pV)]+p(V-V)V=p§+V i

onde a expressao dentro dos colchetes nessa equacao ¢ identicamente igual a zero pela

equacao da continuidade. Combinando os dois termos restantes no lado esquerdo, teremos

ov . - o -
1% §+(VV)V =p§+V Ojj
DV .
pﬁ*ngrV oy
onde .
DV oV
—_— = — V-V A.38
Dt 8t+( V) (A.38)

é a Aceleracao Material, ou seja, a aceleracao seguindo uma particula do fluido.

Além da densidade e das trés componentes de velocidade, ha seis incégnitas adi-
cionais para um total de dez incgnias. (Em coordenadas cartesianas as incdgnitas sao p,

U, U, W, Ogy, Ogzy Oyys Oysz € 0z.)

Temos até agora quatro equagoes — continuidade (uma equagdo) e a equagao de
Cauchy (trés equagdes) tal que as outras seis equagoes necessarias para seja possivel uma
solugao matematica sao as chamadas Equagoes Constitutivas. Estas equac¢bes permitem
escrever as componentes do tensor tensao em termos dos campos de velocidade e do campo

de pressao.

Note que a unica tensao agindo em qualquer superficie de qualquer volume ele-

mento de fluido é a pressao hidrostatica central P a qual sempre age para dentro e normal
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a superficie. Assim, para um fluido em repouso o tensor da tensao se reduz a

Oz Ozy Oz -P 0 0
Oij = | Oyz Oyy Oye | = 0O —-P O (A.39)
Ozz Ozy Oz 0 0 —P

Quando o fluido esta em movimento, a pressdo ainda age para dentro e é normal, mas
podem existir também tensoes viscosas. Generalizamos a equacao acima para fluidos em

movimento para

Ogz O Y Ozz —P 0 0 Tex Tmy Tez
Oij = | Oyz Oyy Oy | = 0 —P 0 |+ | Tye Tyy Ty (A.40)
Ozx Uzy Oz 0 0 -P Tza sz Tzz

onde 7;; ¢ o tensor de tensao viscosa. Em particular, se o fluido newtoniano incompressivel

com propriedades constantes temos
Tij = 2[1€55 (A.41)

onde €;; é o tensor da taxa de deformacao. O tensor de de tensao viscosa em coordenadas

cartesianas é

Tex Tay Taz 2p2t (B4 2) n(+%)
Tig = | Tyz Tyy Tyz | = | K (% + %Z) 2#% 7 (% + %) (A.42)
Tz Tzy Tzz 1% (% + %) 1% (% + %) 2#%
Em coordenadas cartesianas o tensor de tensdo torna-se:
0o wig (i) (e
o= 0 —P 0 |+ |np (% + %Z) 2/,42—; U (% + %)
0 0 P p(2+9) p(3+2)  2ud

P () w ()
= | u(+3) —P+2ud p(3+52)
L n(G+ ) n(%+3) P

Assim, a componente da equacao de Cauchy na direcao x temos

0
Ope = —P + Q,ua—z

(o
Tye = H or 0Oy

(e o
T = H Oor 0z
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tal que

_|_g —P+2 % _|_3 @4_ @ _|_g aﬁ_|_ @ —
PIe T B K ow dy How M@y 9 \Mor "1z ) T

9 Ipu)u  I(pv)u  O(pw)u

TR l or oy o
oP 0 Ju 0 v 0 Ou 0 Ow 0 Ou

PYr — w— + 24—+ + + + =

O ovor  Moyor " Moyoy T Mozox Moz 0s T
9 Ipu)u  I(pv)u  O(pw)u
AR l or oy o2
0P oou P oo Pu 000
P~ g T Hozor T Mo Maxay 'uayQ Foraz " Ha2
9 Ipu)u  I(pv)u  I(pw)u
at(pqu gz " oy ' oz
oP 9, <8u v &u) M[@% 0%u (9%]

P9~ ox THoz\ox Ty T 02 022 o2 T 922

9 Ipu)u  I(pv)u  O(pw)u
TAG l 0z ay 0z
Comoﬁ-‘?:g—;—k%ng—j:Otemos
_opP 0 0 Ipwu  O(pv)u  I(pw)u
Pz = 5o + puViu = p (pu) + [ I + ay + P (A.43)

A componente da equagao de Cauchy na dire¢ao y temos

N
0
ayy:—P—i—Quaz

T
= F oy T 52
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tal que

+8 8u+ ov +g —P—i—Q@ 0 8w+ ov
PI T s \Foy THaz) T oy "oy ) T oz \Fay THas
d(pv)  O(pu)v  I(pv)v = O(pw)v
o oxr oy " os
N giu_i_ 620_8£+2 @+ 88w+ 621}_
PIv T Foray " Foer ™ oy T Hozy THazay T Hoer T

d(pv) | O(puv  O(pv)v  O(pw)v
o T Tor oy T os
PIs T hayar THaxr T By T Hezy THayay T Paya: T Mo
d(pv) | O(puv  O(pv)v  O(pw)v
o or oy | os

_oP 9 (ou dv W) (& Ov O] _
PIv =3y TH oy \or Tay T B2 o2 "o To2)| T

dpv)  puwv  Ipv)v  O(pw)v
o | ox oy o os
Como V-V = g;—k +g°; = 0 temos
oP o O(pv)  O(pu)v  I(pv)v = O(pw)v
PGy Jy + uVv = T + o + Iy + P (A.44)

E finalmente a componente da equacao de Cauchy na direcao z temos

(o 0w
Oz = 0z Oz

(o
Uyz_ﬂ az ay

0
0., = —P—+ Q,ua—j
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tal que

A GP-COpcn NN CFELCd A (I A
PI=ox \Faz THax ) "oy \Maz THay ) T a2 o)~

Olpw) lf)(pv)w L Olpu)w a(pw)w]

ox Jy + 0z

. 88u+ 88w+ 88v+ 0 Ow 8P+2 0 Ow
PI: T horaz " Porar " Hoya: "Hayay 8z Mozoz
Opw) | [O(pv)w | Opu)w = O(pw)w

+[ ox * dy * 0z

p 000 000 00v 00w 0P 00w 8w
PI: T R 00 Horor " Fozay  Moyoy 0z Poza:  Foz

Opw) . la(pv) N a(pu) N 8(pw)w]

ot 0z
_OP )9 (O O Oy 0w 3
PI= =5, T 1Haz \ax Ty T B2 o2 ©
( ) ) ) 3(pw)
0z
Como
- - Ou Ov Ow
VoV =ty o "
2 2 2
v2w_8w Ow 0w
ox?  0y? 022
opremes o o) [0(p)e  dlpu _ 3lpw)
9 pw pU)w pU)w pw)w
_op _ A4
P9: = gy TV W= e e T ey T e (4.45)

A.3 Equacao de conservacao de energia

A equagao da conservagao de energia aplicada a um VC é dada pela Eq. (A.46]
dE

. 9 .
= Byaoma = — / qv f V) - iidA, A.46
dt lsistema ! ot Jy v * S<6p ) " ( )
da secao 2.1. A equacdo de conservacao de energia aplicada a um elemento de fluido é
traduzida em palavras da seguinte forma:
Taxa de variagao
Fluxo de Calor Taxa de trabalho

da Energia Total )
= dentro de um + realizado sobre o

dentro de um elemento

de fluido

A

elemento de fluido elemento de fluido

B C

Para expressar matematicamente as partes A, B e C' considere a Fig. .
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y
[ur, + ‘;(’;:“) dy | dx d
, )
g
— W s
e fi T UT,, + &(f?;”) dx | dydz
up dyds —— || ——————" —. -
ur, dy dz <
q, dy dz (4+ %2 ax) vt
H“-\""'\-\.‘_\“
a b [ur, + ﬂ%';i’i dz ] dx dy

Figura 12 — Fluxos de energia ¢, ¢, ¢ ¢, associados com um elemento de fluido infinitesi-

malmente pequeno movendo-se na dire¢do x com velocidade V= u+vj +wk.
Figura extraida da Ref. [7]

Comecamos por A. Note que deve-se levar em conta a taxa de variagdo da energia

total de um elemento de fluido devido a duas contribuigoes:

(i) A energia interna por unidade de massa devido ao movimento, e, aleatério das

moléculas.

(7i) A energia cinética por unidade de massa devido ao movimento de translagdo do

elemento de fluido:

1 1. - 1
SVi=5(V V)= 2<u2 +v + wQ) (A.47)

onde V2=V -V =42 + 0% + w?.
Assim, a energia total Era € dada por:

1
Erotal := € + 5 <u2 + 0% + w2> (A.48)

No caso de um elemento de fluido em movimento a taxa de variagdo da energia
total por unidade de massa é dada pela derivada material %ETOW multiplicado pela
massa m = pdrdydz do elemento de fluido. Logo,

D D 1 - =
p(mETotal> dxdydz = D (e + 5(\/ : V))dxdydz (A.49)
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ou ainda
D De 1D(V-V
P (D ET“al)dxdydz -7 (Dt * 2<Dt))dxdydz
De . DV . DV
_ = ) \dadyd
p[Dt Q(V ot Y Dtﬂx‘yz
De - DV
_ _ A
p( —+7 Dt)dxdydz (A.50)

. . € .
A derivada material Dt pode ser reescrita como

De Oe - o
Note que
d(pe)  Oe dp
5 p8t+66 (A.52)
Oe

tal que isolando o termo Poy teremos

e _ Ope) _ 0p

= A.
Poc = "ot~ “or (4.53)
O termo (pV - Ve) pode ser reescrito como
V- (peV)=eV - (pV) 4 pV - Ve (A.54)
ou ainda, isolando o termo (pV - Ve), teremos
pV -Ve =V - (peV) —eV - (pV). (A.55)
Logo, a derivada material — torna-se
De  O(pe) Op < - S o
Di= 6 o + V- (peV)—eV - (pV), (A.56)
De  0O(pe) <= - op = -
— = : —e|—= : A.
D T + V- (peV) —e [ s V- (pV) (A.57)
De  O(pe) = -
=T : A.
P = o TV (eeV) (A.58)

a — —
onde usamos a equacao da conservacao de massa a—f + V- (pV) =0. Como a densidade

d(pe)
ot

em termos do calor

p ¢ constante para um fluido incompressivel e reecrevendo

especificao ¢,

Oe B Oe 8T oT

o orot ot (A.59)
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a derivada material torna-se

De or = -
P = Porgy + V- (peV) (A.60)

Portanto, a taxa de variacao da energia total dentro de um elemento de fluido

—

or = ~ - DV
A= Per gy + V- (peV)+ V- 7 dzdydz (A.61)

Em B, o fluxo de calor em um elemento de fluido é devido a:

(1) Aquecimento volumétrico tal como absorgao ou emissao de radiagao;

(77) E condugao térmica, isto é, a transferéncia de calor através da superficie devido o

gradiente de temperatura.

No caso (i), seja ¢ € R é a taxa volumétrica de adigao de calor por unidade de
massa. Seja m = pdrdydz (com mm > 0) a massa de um elemento de fluido em movimento.

Logo, o aquecimento volumétrico de um elemento de fluido é

pgdxdydz (A.62)

No caso (ii), deve-se calcular a condugao térmica de um elemento de fluido em
movimento que entra e sai em cada uma das faces do elemento de fluido. Na direcao x

temos

: . 04, 04
[qw = <qm 3 dxﬂ dydz = —= *didyd: (A.63)

onde ¢, é o calor transferido na dire¢ao x por unidade de tempo por unidade de &rea.

Analogamente, nas dire¢oes y e z temos:

: . 04y _ 04y
[Qy (qy + dy dy)] drdz = dy drdydz

G — | g. + 94 dz || dedy = _8(]2 dxdydz
0z 0z

Logo, o fluxo de calor em um elemento de fluido é devido ao aquecimento volumé-

trico por absor¢ao ou emissao de radiagao é dado por

. (94z | 94y 04
[pq <6x + Dy + P dxdydz. (A.64)

Como a transferéncia de calor via condugao térmica é proporcional ao gradiente local de

temperatura:
or . ar . aT

q.ax - _Iiaa Qy - _Kaiy) q. = _’i§7 (A65>
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temos que o fluxo de calor dentro de um elemento de fluido é dado por

0 or 0 orT 0 or
B— Il Al - A.
pq + [8 ( 8x>+8y <K8y>+8z ( 82)] drdydz (A.66)
Como a condutividade térmica k é constante teremos
*T  9*T  O*T
B = pq A.
pq+ K (8 5+ Oy + 922 )dxdydz (A.67)

Em C, a taxa de trabalho realizado sobre um elemento é devido as forgas de

superficie e de volume, além das forcas externas.

A forga de superficie é devido ao Tensor de Tensao Viscosa 7. Na diregao z é dada

por:

UTpe + a(m‘”’”“”)d:zc — UTye | dydz = a(UT“”’)d dydz
ox | ox

l(m’w UTW dy
Kurm (u7ss) dz

O(utys)
Ay
O(uT,z)
0z

dxdydz

— UTy, | drdz =

dxdydz

— UT,, | dxdz =

na direcao y é dada por:

)

)
<v7xy W‘”y dx) - vuy_ dydz = a(g;”“y)dydydz
_(UTyy + a(g;yy)dy> — vay: drdz = (dedydz
-<v7'zy + a(gzzy>d ) — m'zy- drxdz = éy(gjy)dxdydz,

e na direcao z é dada por: -

l(wﬂm + 8(§;mz>dx> — wrm: dydz = @(L(;;m) dxdydz
Kmyz + a(g;yz)dy) - my{ drdz = 8(°(;;y2)dxdydz
l(wrzz + a((gzzz)dz> — szz: dxdz = a((g:zz)dxdydz

A taxa de trabalho realizado sobre o elemento de fluido devido as forcas de volume é

devido a pressao p. Nas direcoes x, y e z sao:

[up — (up + a(auf) dx) dydz = _8( )dxdydz

Ox

vp — | vp + Mdy drdz = — Ovp )d:cdydz
dy | dy
O(wp

[wp _ (wp + a(gzp ) dz) dedy = ~= > P) wdyd-
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respectivamente. As equagcoes acima podem ser reescritas como

d(up)  O(vp) | I(wp)
g + 9y + P dxdydz (A.68)

A taxa de trabalho realizado pelas forcas externas sobre um elemento de fluido em movi-

V- (pV) drdydz = — l

mento ¢ igual ao produto da forga f e a componente e a componente da velocidade V na

direcao da forca:
p(f - V)dadydz (A.69)

Portanto, juntando os termos A, B e C' e lembrando que dxdydz # 0:

or - . . DV , PT 9T O°T
pcpat—i-v-(pe‘/)—FV'm]—pq+lﬁ<ax2+ay2+az2>

I(up) 9(vp)  O(wp)

ox oy 0z
N O(uTpy) N O(utyy) N O(uTyy)

ox dy 0z
O(vTay) | O(vryy) | O(vTzy)
* ox * dy + 0z
O(wTy:)  O(wry,)  O(WTss)
+ ox + dy + 0z
+p(f-V) (A.70)

Como o fluido ¢é incompressivel com condutividade térmica s constante e o ele-

mento de volume é fixo no espago teremos

O | % (V) = pi+ or, o1 T
Py TPV V)= PITE G2 T g2 T 5,2

oT de de de , o?’T  0*°T  9*T
- + p(um +u—+ wz) =pq+K + + (A.71)

T oz oy "9 8z2 | Oy? | 922
Como
Oe  0e 0T oT
Rl A.72
or 0T oz  Pox’ (A.72)
Oe  0e 0T oT
R b i il A.
by T oy "oy’ (A.73)
de  O0e IT oT
% = 87@ = Cpa, (A74)
teremos
O+ upe, 2L 4 0pe, 2T 4 wpe, 2L = pyiw (2L 4 0T 0T
Py TPy TPy TP, TP R\ a2 T g2 T 022 )
oT n oT oT n or g n k [0°T n o*T N o*T
— Yt U— F VUV F W = — F —
ot Ox dy 0z ¢, pe, \0x2  Oy* 022 )
or  OT  oT  OT g PT T T
il il il = -1 A.
8t+uax+vﬁy+wﬁz Cp a<6x2+8y2+8z2 ’ (A.75)

,{/ / . . 7/’ .
onde o« = — ¢ a difusidade térmica.
PCp



o8

B Adimensionalizacao das Equacoes do Mo-

delo

A escritas das Equacoes de Navier-Stokes na forma adimensional possibilita uma

generalizagdo que abranja uma vasta gama de problemas.

E habitual escrever as variaveis independentes do modelo ¢, x, y e z em termos

das variaveis adimensionais t*, z*, y* e z* como segue:

L2
t= =1,
o
x = Lx*,
y =Ly,
z=Lz"
As componentes da velocidade u, v e w sdo:
a *
u=—-u
L Y
a *
V= —v
L )
a *
w=—-w"
L
E, finalmente, os campos de pressao p e temperatura 7"
_a’p
p= 72 P
T—-T, T—-T,
T = =

T.—-T. AT

A derivada temporal de primeira ordem nesse caso fica

9 o9 ( a ) 0
ot ot ot \L2) ot
A derivada temporal de segunda ordem nesse caso fica
O _0(0)_ (o) &
otz ot \ot) \L*) ot

As derivadas espaciais de primeira ordem nesse caso ficam

o 9z 9 _(1) %)

dr Oz O L) oz
9 oyt 9 (1) 0
oy Oy dy* \LJ oy

o 9 0 _(1) 0

0z 0z 0z L) 0z

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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As derivadas espaciais de segunda ordem nesse caso ficam

o? o (0 1y 0
92 " o (m) = () oo (B.15)
0? g (0 1y 02
5= () = () o (10
0? g (0 1y &°
92 s (a) () s (B.17)
A velocidade u = Fu* fica
ou a\ 0 [a a?\ ou*
ai = (1) o (1) = <L> e (B.18)
ou 1y 0 [fa )\ _ [a)ou
o= (2) 3 (1) = () o (B.19)
ou 1\ 0 /a , a\ ou’
5~ (2) oy (70) = (32) 5 (B.20)
ou Iy 0 fa \ [« ou
5.~ (2) o= (2v) = (&) 5 (B21)
A velocidade v = Fv* fica
v a\ 0 [a , a?\ ov*
ai = () o (1) = (L) e (B.22)
Jv Iy 0 [fa ,\ _ [a«a)ov
5= (2) o (17) = () o (B.23)
Jv 1\ 0 [a , a\ ov*
5= (o) ar (7) = () 5 (B:24)
ov N 0 fa )\ _ [a) v
o= (2)a (1) = (3) o= (B.25)
A velocidade w = Fw* fica
Ow a\ 0 [a a?\ ow*
5 =) o (7+) = <L> ot (B.26)
ow 1y 0 [a \\ _ [a) ow
o= (Do (1) = (&) o (B27)
ow 1\ 0 [a a\ ow*
o~ (D)o (1) = () 3 (B.28)
ow 1y 0 fa ,\ [« ow
o~ (D)o (1) = (&) 5 (B29)
As derivadas de segunda ordem das velocidades:
0 (0u 1\ 0 ([ «adu* a\ 0%u*
e (m) = (7)o <Lax> =(15) g (B-30)
J (ov _(1) 0 (adv _(a)a%* (B.31)
oy \oy) \L/Joy* \L2oy*) \L3/) oy2 '
0 (0ow 1\ 0 [ a ow* a\ 0*w*
9: (a) - (1) 9= (L az*> = (1) 2o (B:32)
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As derivadas da pressao p = aLiQpp* fica

) 2N
s L) e
, 2o

2Ga()-()E
L@ -(@)E e

As derivadas de primeira ordem da temperatura T = T*AT + T, ficam
T (e -(S) 8 o
T (1) 2 (rar+)- (ALT) o (B.37)
gz . (2) ai* (TAT+ TS) — (ALT> SZ;, (B.38)
N N T

As derivadas de segunda ordem da temperatura T = T*AT + T, ficam

%25 = (ﬁ) 86; (TAT + Ts> = (O[QLALLT) giz;, (B.40)
() ) ()2 we
O () fa(rar i m) - (f) o (5.42)
o () a(rarm) = (50) 27 (B.43

B.1 Adimensionalizacdo da equacao de conservacao de energia

A Equacao da Continuidade Incompressivel:

ou Ov Ow
—+—4+—=0. B.44
ox * dy + 0z ( )
Com a substitui¢ao de t = %zt*, rv=Lx*",y=Ly", z=Lz" u=fu",v= 70", w= Fw
temos
(D)2 (00)+ (D ar (7)+ (2) 5= () =0
L) o \L" L) oy \L" L)oo \r%) ="
tal que
ou*  Ov*  Ow*
() (B.45)

ox* + oy* + 0z*
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B.2 Adimensionalizacao das equactes de Navier—Stokes

A compomente x da Equacao de Navier—Stokes:

ou  Ou  Ou ou 10p p (0*u O*u  O*u
au AT — =92 L *
ot lar TVay TV T ePAT e T (8932 Tor T a2)

tal que, substituindo termo a termo

a? (Our  Ou*  Our  Ou a?py Op*  pa? (O*ur Pur O*ur
— = —g, AT — ,
3 <8t* * ox* * oy* * 82*) 99 pol3 Ox* * pol3 \ Ox*? * Oy*? * 0z*?

ou*  Ou* OJu*  ou* g ATL?  Op* wo (v OPur Ot
b b e b = — — =+ bt
ot Ox*  Oy*  0z* a? ox*  poa \ Ox*2  Oy*?  0z*?
ou* n ou* n ou* n ou* _g;,;ATL3 v ap* N v 0%u* n 0%u* n O*u*
ot~ Ox*  Oy*  Oz* a av  Ox* oxr*2 Oy 022 )’
ou*  ou*  Out  Ou* op* OPu* 0*ur *u*
= —RaPrT*n, — — - .
o o Tay T ar o Rl = m <8x*2 oy T
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onde o nimero de Prandtl (Pr), a viscosidade cinematica, (v) e o nimero de Rayleigh

(Ra) sao dados por:

Pr = K,
o
_u
V=—,
Po
ATL3
R — 95
av

respectivamente.

B.3 Adimensionalizacdo da equacao de conservacao de energia

(B.46)

(B.47)

(B.48)

A equacao de conservacao de energia no caso de um fluido incompressivel com

condutividade térmica x constante e temperatura:
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onde ¢, ¢ o calor especifico a temperatura constante e ¢ ¢ o termo fonte.
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C Script para o ajuste de parametros

Apresenta-se neste anexo o script usado para o ajuste da curva tedrica com os
dados simulados. Foi usada a funcao “leasqr do pacote de otimizacao “optim 1.4.1 do
software livre GNU Octave [§].

clear all; clf; close all;

% Modelo a ser ajustado
function [Nul=f(x,p)
phi=x(:,1); %vetor coluna do angulo de rotaco
Ra=x(:,2); %vetor coluna do numero de rayleigh
Pr=1.0; %vetor coluna do numero de prandtl
NuO=p(1)+p(2)*Ra. p(3) .*Pr. p(4);
Nul=p(5)*Ra. p(6);
Nu=NuO+Nul.*(sin(4xteta-pi/2)+1) ;
end
T %
% Dados simulados: Pr=1 (fluido ar)
% y1, y2, y3: numero de Nusselt simulado
% x: angulo de rotacao
% Ra = 1.e5
x=[0.000 0.196 0.393 0.589 0.785 0.982 1.178 1.374 1.571];
y1=[4.39495 4.39934 4.41300 4.43083 4.43877 4.42896 4.41021
4.39647 4.39184];
Rv=[ ones(9,1)*1.e5];
y2=[8.74258 8.75469 8.79110 8.82855 8.84141 8.82570 8.78647
8.74981 8.73678];
Rv=[Rv; ones(9,1)*1.e6];
% Ra = 1.e7
y3=[16.61777 16.64485 16.72480 16.80698 16.84685 16.80564
16.72033 16.63929 16.61052];
Rv=[Rv; ones(9,1)*1.e7];

% Dados em colunas

X=[x’; x’; x’1; Y=[y1’; y2’; y3’]; X=[X Rv];

% Ajuste: funcao leasqr, par: chute inicial para p(1), p(2), p(3),...
par=[-0.617769 0.145228 0.273102 0.214555 0.026885 0.147114];
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[F,P,CVG,ITER,CORP,COVP,COVR,STDRESID,Z,R2]=1easqr(X,Y,par,"f",1.e-5,100);

% Escreve na tela a lista de pardmetros (P), nimero de iteragles (ITER),
% coeficiente de correlagdo (R2), nusselt ajustado (Yaj) e erro quadratico
% médio (EQM)

P

ITER

R2

Yaj=f(X,P);

EQM=sum((Y-Yaj)."2)
/e ittt b
% Grafico: Figura 9 do tcc

hold on;

subplot (3, 1, 1)

plot(X(1:9,1),Y(1:9),"ro", X(1:9,1), Yaj(1:9),"b-*");
xlabel ("\theta (rad)");

ylabel ("N° Nusselt");

axis("tight");

grid on;

ymax=max(Yaj(1:9))+5;

subplot (3, 1, 2)

plot(X(10:18,1),Y(10:18),"ro", X(10:18,1), Yaj(10:18),"b-*");
xlabel("\theta (rad)");

ylabel ("N° Nusselt");

axis("tight");

grid on;

ymax=max (Yaj(10:18))+5;

subplot (3, 1, 3)

ymax=max (Yaj(19:27))+5;

plot (X(19:27,1),Y(19:27),"ro", X(19:27,1), Yaj(19:27),"b-*");
xlabel("\theta (rad)");

ylabel ("N° Nusselt");

axis("tight");

grid on;
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