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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma breve introducao a teoria dos fractais e a derivada
métrica. Desde o inicio do século XX, diversos cientistas e matematicos verificaram a
inabilidade da geometria euclidiana para descrever a forma de nuvens, plumas de chami-
nés, linhas costeiras, arvores, etc. Esta inabilidade vem do fato de que muitas formas e
trajetorias na natureza sao tao irregulares e fragmentadas que nao podem ser descritas, ou
mesmo aproximadas, pelos objetos regulares da geometria euclidiana. No entanto, apesar
da enorme complexidade, a maioria destas formas e trajetorias da natureza apresentam,
em muitos casos, leis de escala relativamente simples. Estas leis de escala motivaram a in-
troducao do conceito de geometria fractal. Por outro lado, devido a estas irregularidades
dos objetos fractais, nao podemos utilizar as ferramentas do célculo classico para estudar
fendmenos naturais descritos por func¢des que apresentam comportamento fractal. Nas
ultimas décadas surgiram diversas propostas de extensao dos conceitos do calculo com
grande potencial de aplicagao para o estudo de fendmenos e fungoes fractais. Entre essas

extensoes vamos estudar neste trabalho as chamadas derivadas métricas.

Palavras-chaves: Fractal, derivada métrica, derivada de Hausdorrf.



Abstract

In this work we present a short introduction to the fractal theory and to the metric deri-
vatives. Since the beginning of XX century, several scientists and mathematicians verified
the inability of euclidean geometry to describe the shape of clouds, chimney plumes, cos-
tal lines, trees, etc. This inability is due to the fact that most shapes and trajectories in
nature are so irregular and fragmented that can not be described, or even approximate,
by regular objects of euclidean geometry. However, despite the enormous complexity,
the majority of these shapes and trajectories displays, in several cases, relatively simple
scaling laws. These scale laws motivated the introduction of the concept of fractal geo-
metry. Moreover, because of these irregularities of fractal objects, we can not make use of
the machinery of differential calculus to study natural phenomena described by functions
displaying fractal behavior. In past decades emerged several approaches to extend the
concepts of calculus with potential to application to study fractal functions and pheno-

mena. Among these approaches, we study in the present work the metric derivatives.

Key-words: Fractal, metric derivative, Hausdorff derivative.
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Introducao

Em 1975 Bendit Mandelbrot publicou “Os objetos fractais: forma, acaso e di-
mensao”’, onde expos suas ideias desenvolvidas desde 1962 sobre uma geometria capaz
de descrever com precisao as irregularidades da natureza. Desde o inicio do século XX,
diversos cientistas e matematicos verificaram a inabilidade da geometria euclidiana para
descrever a forma de nuvens, fumagas de chaminés, linhas costeiras, arvores, etc [8] [13].
Esta inabilidade vem do fato que muitas formas e trajetorias na natureza sao tao irregu-
lares e fragmentadas que nao podem ser descritas, ou mesmo aproximadas, pelos objetos
regulares da geometria euclidiana (linhas, circulos, planos, etc.). No entanto, apesar da
enorme complexidade, a maioria destas formas e trajetérias da natureza apresentam em
muitos casos, leis de escala relativamente simples [, [I3]. Estas leis de escala é o que

motivou a introdugao do conceito de geometria fractal.

Os fractais sao objetos mateméaticos que descrevem formas irregulares infinita-
mente complexas, mas que sao invariantes por uma transformacao de escala. Além disso,0s
fractais sdo uteis para o estudo do movimento browniano, a turbuléncia de fluidos, a rugo-
sidade da superficie de certos materiais, a porosidade de certas rochas, etc. Hoje sabemos
que muitos fendmenos naturais como condig¢oes de tempo, fluxo de fluidos turbulentos e
arritmias cardiacas e cerebrais apresentam comportamento fractal [7]. Os fractais apre-
sentam propriedades e caracteristicas muito peculiares. Entre estas peculiaridades temos
que o grafico de funcgoes fractais apresenta propriedades muito diferentes das de curvas
geométricas habituais, mostrando auto-similaridade, estrutura fina, simplicidade da lei de

formacao e dimensao nao inteira [2].

Devido a estas irregularidades encontradas na natureza e nos objetos fractais,
nao podemos utilizar as ferramentas do calculo classico para estudar fendomenos naturais
descritos por funcgoes que apresentam comportamento fractal. Um exemplo é a funcao
de Weierstrass que descreve com boa aproximacao as plumas de chaminé [13]. Esta
funcao, embora continua em todos os pontos da reta real, é nao diferenciavel em todos
os pontos. Por outro lado, nas tltimas décadas surgiram diversas propostas de extensao
dos conceitos do calculo com grande potencial de aplicacao para o estudo de fendmenos
e fungoes fractais. Entre essas extensdes vamos estudar neste trabalho as chamadas
derivadas métricas. Essas derivadas métricas sao generalizacbes naturais da derivada
usual, mas podem ser aplicadas em um conjunto maior de fungoes, incluindo algumas

classes func¢oes nao diferenciaveis.

Para funcgoes diferenciaveis, as derivadas métricas contém, como caso especial,

diversas formulacoes de derivadas deformadas importantes. Entre elas podemos destacar
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a derivada de Hausdorff, que surge no mapa de dominios fractais para o continuio; a q-
derivada, que foi proposta para o estudo de sistemas complexos na mecanica estatistica;

e o calculo conformable, que é uma definigio muito recente de derivada fracionaria [11].

Neste trabalho estudamos a teoria basica dos fractais e das derivadas métricas,
tendo como objetivo o estudo de futuras aplica¢oes na dinamica de fend6menos naturais

com estrutura fractal.

No capitulo 1, apresentamos uma breve introducao a teoria de fractais, para isso
estudamos o conceito de métrica e apresentamos alguns exemplos, como a métrica "zero-
um', a métrica induzida, a métrica euclidiana na reta, no R”. Também apresentamos
o conceito de medida e alguns exemplos, como a medida de contagem, ponto de massa,
a medida de Lebesque, a distribuicdo de massa uniforme em um segmento de reta, e
restricao de uma medida. Finalmente apresentamos a definicao de medida e dimensao de
Hausdorff e apresentamos alguns exemplos cléssicos, como o conjunto de Cantor, a curva

de Koch, o tridngulo de Sierpinski, a poeira de cantor e o conjunto de Julia.

No capitulo 2, apresentamos a definicdo de derivada métrica e algumas de suas
propriedades, e discutimos a questao da funcao de Weierstrass que nao é derivavel e possui
grafico fractal. Também mostramos que a derivada métrica contém, como caso especial,
a derivada de Hausdorff, a derivada conformable e a g-derivada. Para concluir o trabalho

apresentamos um exemplo de aplicagao resolvendo a equacao do crescimento populacional.

Finalmente, no capitulo 3 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de tra-

balhos futuros.
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1 Introducao a Teoria de Fractais

Apresentamos neste capitulo uma breve introdugao a teoria dos fractais I}, 2, 8, 9],
as definigoes de métrica e medida [3, B, 1], e os conceitos de dimensdao e medida de
Hausdorff [I].

Objetos fractais tém estrutura muito complexa para serem estudados pelos méto-
dos classicos da geometria analitica e do calculo, para estuda-los é necessaria a defini¢ao
de novos conceitos, como o de dimensido de Hausdorff, e o uso de novas areas da mate-
matica. Entre essas novas areas esta o calculo fracionério e as derivadas deformadas, nos
ultimos anos houve um crescimento muito grande do uso do célculo fracionario e derivadas

deformadas para o estudo de fungoes e problemas definidos em dominios fractais.

1.1 Métrica

Estamos familiarizados com o espaco Euclidiano n-dimensional R", onde R! = R
é o conjunto de ntimeros reais na reta real, R? é o plano. Os pontos no R” sao denotados
pelas letras x e y, na forma de coordenadas como = = (z1,....,2,) € ¥y = (Y1, .-, Yn)-
Nestes espagos costumamos utilizar do conceito de distancia, ou métrica, Euclidiana, e
o conceito de medida. A métrica e a medida Euclidiana estao relacionadas a conceitos

da geometria Euclidiana. Sejam z e y pontos no R", a distancia entre eles ¢ dada por

|z —y| = \/ (X2 |z — yi|?). Por outro lado, a medida estd relacionada a dimensao de

subconjuntos do R", chamamos ;1 a medida em R".

Uma métrica em um conjunto M é uma funcao d : M x M — R™, que associa a
cada par ordenado de elementos de x,y € M um numero real positivo d(z,y), chamado
distancia de x a y, de modo que as seguintes condigoes sejam satisfeitas para quaisquer
x, Y, z € M:

1) d(z,y) 20sex #yed(x,y) =0z =y;
2) d(z,y) = d(y,z);

3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).

A condigao 1) diz que d(zx,y) é sempre positiva, e se anula se, e somente se = y.
A condigao 2) afirma que a distdncia d(x,y) é uma func¢do simétrica das varidveis z, y. A
condigao 3) é chamada de desigualdade triangular e se inspira na geometria euclidiana,
onde cada lado de um triangulo tem medida menor que a soma das medidas dos outros

dois lados.
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Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d uma métrica em M.
Os elementos de um espago métrico podem ser de natureza bastante arbitraria: ntimeros,
pontos, vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc. Vejamos agora alguns exemplos de

espagos métricos.
Exemplo 1: A métrica "zero-um"

Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico de maneira muito simples.
Basta definir a métrica d : M x M — R pondo d(z,y) =0sex =y ed(z,y) =1sex #y.

As condigbes 1) a 3) sao verificadas.
Exemplo 2: Subespago, métrica induzida

Se (M,d) é um espago métrico, todo subconjunto S C M pode ser considerado
como um espago métrico: basta considerar a restricdo de d a S x S, ou seja, usar entre
os elementos de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M. Quando

fazemos isto, S chama-se um subespagco de M e a métrica de S induzida pela de M.
Exemplo 3: A métrica euclidiana na reta

O conjunto R dos nimeros reais munido da métrica euclidiana (métrica da reta),
é o exemplo mais importante de espago métrico. A distancia entre dois pontos x, y € R é
dada por d(z,y) = |xr—y|. As condigoes 1) a 3) resultam imediatamente das propriedades

elementares do valor absoluto de niimeros reais. Esta é a chamada "métrica usual'da reta.
Exemplo 4: O espago euclidiano R"

Este exemplo generaliza o anterior. Os pontos de R" sdo as listas © = (x1,...,2,)
onde cada umas das n coordenadas de x; é um numero real. Ha trés maneiras de definir a

distancia entre dois pontos em R™. Dados x = (x1,...,2,) €y = (Y1, ..., Yn), €SCTEVEMOS:

n

2

1/2
d(w,y) = /(x1 = 91)2 + -+ (20— )2 = { (7 — yz-)2] :

1

n

d(z,y) =z — |+ + 20—l =D |zi—wil e
=1

d//('ra y) = max{\xl - y1|7 Ty |In — yn\} = maXlgign‘xi — yzl

A métrica d é chamada métrica euclidiana e se baseia no conceito geométrico de
distancia entre dois pontos no espago usual. As métricas d’ e d”, sdo métricas sobre o R,
vamos verificar o axioma 3). Neste caso precisamos estabelcer primeiro a desigualdade de

Cauchy-Schwarz no R™:

Se x1,...,Tn € Y1,-..,Y, SA0 numeros reais arbitrarios, entao

n n 1/2 n 1/2
i=1 i=1 i=1
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Vejamos. A desigualdade 2rs < r? + s2 é verdadeira para qualquer r,s € R

uma vez que (r —s)? = r? — 2rs + s> > 0. Assim, se fizermos p = (/23 +... +22 e

q=\/y} + ... +y2, é verdadeira a relagao
2

il lwl _ o3 o
2

2. <
P q P q

para qualquer i(1 < i < n). Somando em relagdo ao indice i teremos:
2
7Z|xzyzl <1+1
p-q

e portanto

> |z gp-q:\/x%+...+x%'\/y%—i—...—l—y%
que ¢é a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Agora podemos provar a desigualdade triangular no que se refere a d.

Sejam x = (x1,...,%,), ¥y = (Y1,---,Yn) € 2= (21,. .., 2,) pontos no R". Entao:

n

[d(‘ra y)]2 = Z( y1)2 - Z(ZL‘Z —Zi+ 2z — yi)2 =

:Z( —Zz +22 —Zz 2 — Yi +Zzl Z <
<Y (m—z)* +2 [Z(% - ?Jz’)z} v [Z(Zz ~ i) }1/2 +2 (i

W > (i — 22 e - ymr — [d(w, ) + d(z,y))

onde d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

1.2 Medida

O conceito de medida esta relacionada a nocdo de tamanho, ou dimensao, de

subconjuntos do R", chamamos p a medida em R", tal que:

b) u(A) < u(B) se A C B;

c) Se Ay, Ay, ... formam uma sequéncia enumeravel (ou finita) de conjuntos entao
(U2 4;) < ZM(Az‘) (1.1)
se A; for um conjunto disjunto entao se torna uma igualdade

(U2 Ar) Zu (1.2)
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Chamamos de u(A) a medida do conjunto A onde p(A) é o tamanho do conjunto
A medido por algum caminho. A condi¢ao (a) nos diz que a medida do conjunto vazio é
nula, a condigao (b) nos diz que a medida do conjunto A é menor que a do conjunto B se
A estiver contido em B, e (¢) nos diz que a medida da unido dos conjuntos é menor que o

somatoério da medida dos conjuntos, se eles forem disjuntos entdao temos uma igualdade.
Exemplo 1: A medida de contagem

Para cada subconjunto A de R™ | considere que u(A) é o nimero de pontos em A

se A ¢ finito, e oo se for infinito. Entao p é um a medida em R".
Exemplo 2: Ponto de massa

Considere a um ponto do R™ e defina p(A) sendo 1 se A contém a, e 0 caso
contrario. Entao p ¢é a distribuicdo de massa considerada como um ponto de massa

concentrado em «a
Exemplo 3: Medida de Lebesgue no R

A medida de Lebesgue £! amplia a ideia de comprimento de uma grande colecao
de subconjuntos de R que inclui o conjunto de Borel. Para intervalos abertos e fechados
temos que L'(a,b) = LYa,b] = b —a. Se A = U;[a;, b;] é uma unido finita ou contével de
intervalos disjuntos, consideramos que £*(A) = ¥(b; — a;) é o comprimento de A através
da soma do comprimento dos intervalos. Isso nos leva a definicao da medida de Lebesgue
L'(A) para um conjunto A arbitrario. Definimos:

[e o]

o0

i=1 i=1
ou seja, olhamos para todas as coberturas de A através de cole¢des de conjuntos
contaveis e pegamos o menor comprimento possivel. A medida de Lebesgue em R é o

comprimento euclidiano, e podemos escrever o comprimento (A) como L!(A).
Exemplo 4: Medida de Lebesgue no R”
Se A ={(z1,....,x,) € R" : a; < z; < b;} é um conjunto contido em um paralele-

pipedo no R”, o volume n-dimensional é dado por

vol™(A) = (by — a1)(by — ag)...(b, — ay)

No exemplo 3 vol' é o comprimento, assim como o vol? é a drea e o vol® é o volume
tridimensional. Entao a medida de Lebesgue n-dimensional £ pode ser vista como uma
extensdao do volume n-dimensional para uma grande classe de conjuntos. No exemplo 3
obtemos a medida no R" definida como:

LM(A) = inf{gvol”(zﬁli) tAC G Ai}

i=1
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onde tomamos o infimo sobre todas as coberturas de A por paralelepipedos. Ob-
temos que L" = vol™(A) se A é um paralelepipedo ou, de fato, qualquer conjunto para o
qual o volume pode ser determinado pelas regras usuais de mensuracao. Algumas vezes

podemos escrever a drea (A) como £%(A), o volume A como £3(A) e o vol™"(A) para L"(A)
Exemplo 5: Distribuicao de massa uniforme em um segmento de reta

Considere L um segmento de reta unitdrio no plano. Defina u(A) = £1(L N A),
isto é, o comprimento da interseccdo de A com L, entao p é a distribuicdo de massa com
suporte L, desde que pu(A) = 0 se AN L = @. Podemos pensar p como massa unitaria

espalhada uniformemente ao longo do segmento de reta L.
Exemplo 6: Restricao de uma medida

Primeiramente, precisamos mencionar uma classe de conjuntos, o conjunto de

Borel, que é o mais pequeno conjunto de subconjuntos do R com as seguinte propriedades:

a) Todo conjunto aberto e fechado é um conjunto de Borel.

b) Toda unido ou intersecao de colegoes de conjuntos de Borel finitos ou contéveis, é

um conjunto de Borel.

Agora considere p a medida em R” e E um subconjunto de Borel no R™. Definimos
a medida v no R™ e chamamos de restri¢cao de p para E, sendo v(A) = u(E N A) para

cada subconjunto A. Entao v é a medida no R™ com suporte contido em F

Na préxima secao iremos definir a medida de Hausdorff s-dimensional H*® nos
subconjuntos de R", onde 0 < s < n. Estas medidas sao a generalizagao das medidas
de Lebesgue em dimensoes que nao sdao necessariamente inteiras. O método a seguir é
utilizado para construir a distribuicao de massa em um subconjunto de R™. Isto envolve a
subdivisao repetida da massa entre partes de um conjunto limitado de Borel E. Considere
que & consiste no Unico conjunto E. Para k = 1,2, ... consideramos &, como a colecao de
subconjuntos disjuntos de Borel de F os quais para cada conjunto U em & estd contido
um dos conjuntos & _1 e contém um ndimero finito de conjuntos em &,;. Assumimos
que o didmetro maximo do conjunto em &, tende a 0 quando £ — oco. E definimos a

distribui¢do de massa em E pela subdivisao repetida (ver figura 1).

Consideramos que p(FE) satisfaz 0 < p(F) < oo, e dividimos a massa entre os
conjuntos Uy, ..., U, em & ao definir p(U;) de tal maneira que 1", u(U;) = p(E). Si-
milarmente, atribuimos massas para os conjuntos de & de forma que Uy, ..., U,, sejam
conjuntos de & contidos em um conjunto de U de &, entdao > u(U;) = uw(U). Em geral

distribuimos massas de forma que

> u(U;) = p(U) (1.3)
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Figura 1 — Passos na construgao da distribuicdo de massas p pela subdivisao repetida. A
massa nos conjuntos & é dividida entre os conjuntos &, ; como por exemplo

w(U) = u(Uy) + u(Us). (retirada de [I])

para cada conjunto U de &, onde os U; sdo conjuntos disjuntos de &1 contidos em U.
Para cada k, consideramos Ej como a uniao dos conjuntos em €k, e definimos pu(A) =0
para todo A com AN E, = @.

Considere que £ denota a colegdo de conjuntos que pertencem a &, para algum k
junto com os subconjuntos de R™\ Ey. O procedimento acima define a massa u(A) para
cada conjunto A em &£, e parece razoavel que, através da construgao de conjuntos em &,
especificamos o suficiente sobre a distribuigdo de massa p através E para determinar p(A)

para qualquer conjunto (Borel) A. E o caso, como a seguinte proposicio que segue.

Proposigao 1: Considere i definido em uma colecao de conjuntos £ como acima.
Entao a definicao de p pode ser extendida para todo subconjunto de R™ de maneira que
w se torne uma medida. O valor de p(A) é unicamente determinado se A é um conjunto

de Borel. O suporte de p esta contido em N2, Fy,.

Prova: Se A é qualquer subconjunto de R", considere:
p(A) = inf{z wl;): Ac U e 5} (1.4)

Assim que tomamos o menor valor possivel de Y%, u(U;), onde os conjuntos U;
estao em & e sao cobertura de A, podemos definir p(U;) para cada U;. Se A é um conjunto

em &, entao se reduz a massa (A) especificada na construgdo. E completa a prova o
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fato de que p satisfaz todas as condigoes de medida e que seus valores nos conjuntos de
& determinam seus valores nos conjuntos de Borel envolvidos. Desde que u(R"™\ Ej) = 0,
temos que p(A) = 0 se A é um conjunto aberto que nao intercepta Fj, para algum k,entao

o suporte de p estd em & para todo k.
Exemplo 7:

Considere que &, denota a colecido de intervalos bindrios de comprimento 2% da
forma [r27%, (r + 1)27%] onde 0 < r < 2F — 1. Se tomarmos u[r27* (r +1)27%] = 27% na

construgao acima, temos que u é a medida de Lebesgue em [0, 1].

Nota: Seja I um intervalo em &, de comprimento 27% e I, I, sdo dois subintervalos
de I em &,y de comprimento 2-*+Y temos u(I) = p(I;) + p(Iy). Pela proposicao 1, u
extende-se para a distribuigdo de massa em [0, 1]. Temos que p(i) = comprimento (1)

para I em &, isto implica que u coincide com a medida de Lebesgue em qualquer conjunto.

1.3 Medida e Dimensao de Hausdorff

Até o final do século XIX, os matematicos preocuparam-se com conjuntos e fungoes
que os métodos classicos do célculo pudessem ser aplicados. Conjuntos e func¢oes que nao
fossem suficientemente suaves ou regulares costumavam ser ignorados. Mas recentemente
esta atitude mudou, muitos estudos e descobertas tém sido feitas sobre a matematica
dos objetos nao suaves. Além disso, os conjuntos irregulares fornecem uma melhor repre-
sentacao de muitos fendmenos naturais, do que as figuras da geometria classica. Neste
contexto, a geometria fractal fornece uma estrutura geral para o estudo de tais conjuntos
irregulares. Vamos comecar olhando brevemente alguns exemplos simples de fractais e

suas estruturas.

O conjunto do terco médio de Cantor é o fractal mais conhecido e o de mais simples
construgao, mesmo assim ele exibe muitas caracteristicas nao usuais, tipicas dos fractais.
Ele é construido a partir de um intervalo unitario, por uma sequéncia de operacoes de

eliminagao (ver figura 2).

Seja Ey o intervalo [0, 1]. Seja E; o conjunto obtido ap6s deletarmos o tergo médio
de Ey, entdo E; consiste de dois intervalos [0, 3] e [2,1]. Deletando o ter¢o médio destes
dois intervalos obtemos Es, o qual contém 4 intervalos [0, é], [%, %], [%, g], [%, 1]. Seguimos
este processo, até Ej, que é obtido retirando os tercos médios de cada intervalo de Ej_;.
Entdo Ej consiste de 2¥ intervalos, cada um com comprimento 37%. O conjunto do terco
médio de Cantor F' consiste dos niimeros que estao em Ej para todo k; matematicamente
F ¢ a intersecgao N~y £k - O conjunto de Cantor F' pode ser pensado como o limite da

sequéncia de conjuntos Ej quando k tende a infinito.

De relance parece que retiramos muito do intervalo [0, 1] durante a construgao
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Figura 2 — Construcao do conjunto do ter¢co médio de Cantor F, pela remocao repetida
do terco médio dos intervalos. Note que F}, e Fg, a parte esquerda e direita
de F sdo copias de F escalonadas por um fator de 3. (retirada de [1])

de F', e que nada permanece. Mas F é um conjunto infinito e incontavel, que contém
infinitos niimeros na vizinhanga de cada um de seus pontos. O conjunto do terco médio
de Cantor F' consiste precisamente desses niimeros em [0, 1] cuja expansao em base 3 nao
contém o digito 1, ou seja, todos os ntimeros a137 4+ a2372 4+ a33 3 + -+ com a; = 0 ou
2 para cada 7. Para ver isto, note que para chegarmos em FE; de Ej removemos todos os
nimeros com a; = 1, e de F; para E5 removemos todos os nimeros com ay = 1, e assim
por diante. Vamos listar algumas caracteristicas do conjunto do terco médio de Cantor
F', como veremos, caracteristicas similares sdo encontradas em muitos fractais.

(i) F ¢ auto-similar. As partes de F' nos intervalos [0, 5] e [3,1] sdo geometricamente
similares a F', escalonado por um fator de % E novamente, as partes de F' nos
quatro intervalos de F5 sdo similares a F', mas escalonados por um fator de % e
assim por diante. O conjunto de Cantor contém coépias de si mesmo em diferentes

escalas.

(ii) O conjunto F' contém uma estrutura fina, isto é, contém detalhes em escalas peque-
nas. Quanto mais aumentarmos a imagem do conjunto de Cantor, mais intervalos

se tornam aparentes.
(iii) Embora F tenha uma estrutura detalhada, a definigdo atual de F' é bem direta.

(iv) F' é obtido por um procedimento de repetigdo. Sua construgdo consiste em remover
repetidamente o terco médio dos intervalos. As etapas sucessivas nos dao boas

aproximacoes de Fj para o conjunto F.

(v) A geometria de F nao é facilmente descrita em termos cldssicos: nao é o lugar
geométrico dos pontos que satisfazem alguma condi¢ao geométrica simples, nem é

o conjunto de solugoes de qualquer equacao simples.
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(vi) E dificil descrever a geometria local de F: perto de cada um de seus pontos, hd um

grande nimero de pontos, separados por intervalos de comprimentos variados.

(vii) Embora F seja de certa forma um conjunto grande, o seu tamanho nao é quantifi-
cavel pelos meios habituais. Obtemos o comprimento restante em cada nivel como

a soma dos comprimentos dos segmentos que permanecem:

nivel 0: [ =1
nivel 1: [y =2/3
nivel 2: I, =4/9
nivel 3: I3 = 8/27

nivel k: [, = (2/3)*

de modo que

Jim e =0

ou seja, o comprimento restante tende a se anular quando k£ — co.

Nosso préximo exemplo é a curva de Koch (ver figura 3). Seja Fy um segmento de
reta unitario. O conjunto E; consiste de 4 segmentos obtidos pela remocao do terco médio
de Fjy e substituindo-o por dois lados de um triangulo equildtero com base no segmento
removido. Contruimos Fs aplicando o mesmo procedimento para cada segmento em F; e
assim por diante. Entao Ej, é obtido substituindo o ter¢o médio de cada segmento de Ej_;
por dois lados de um triangulo equilatero. Quando k é grande, a curva Ejy_; e E) diferem
apenas em detalhes finos, e quando k tende a infnito, a sequéncia de curvas poligonais Ej,

aproxima-se da curva limitada F', chamada curva de Koch.

A curva de Koch contém caracteristicas muito semelhantes aquelas listadas para
o terco médio de Cantor. E constituida de partes, cada uma semelhante a anterior, mas
reduzida por um fator de escala % A estrutura fina é refletida nas irregularidades em
todas as escalas; mesmo assim a estrutura intrincada deriva de uma construcao simples.
Enquanto podemos chamar F' de curva, ¢ muito irregular para ter tangentes no sentido
classico. Um simples calculo nos mostra que o comprimento de Fj, é dado por (%)k, sendo
que k tendendo ao infinito implica que F' tem comprimento infinito. Por outro lado, F'
ocupa uma area nula no plano, por isso nem a area nem o comprimento nos dao uma

descricao muito util a respeito do tamanho de F'.

Muitos outros conjuntos podem ser construidos a partir do procedimento de re-
peticdo. Por exemplo o triangulo de Sierpinski que é obtido pela remocao repetida de

trangulos equilateros de um triangulo equilatero inicial com lado de comprimento unitario
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Figura 3 — (a) Construgao da curva de Koch F. A cada estigio o terco médio de cada
segmento € substituido por dois lados de um triangulo equilatero baseado no

segmento retirado. (b)Trés curvas de Koch colocadas juntas para formar a
curva snowflake. (retirada de [I])

- 8 .

(ver figura 4) .(Podemos pensar este procedimento como a substitui¢do repetida de um

tridngulo equildtero por trés tridngulos com metade da altura).

Um plano andlogo ao conjunto de Cantor a poeira de Cantor ( ver figura 5). Em
cada estagio, cada quadrado restante é dividido em 16 quadrados menores, dos quais 4

sao mantidos e o restante é descartado.

Todos estes exemplos contém propriedades similares as mencionadas no conjunto
de Cantor e a curva de Koch. Ha muitos outros tipos de construgdo. O conjunto de

Julia (ver figura 6), possui um estrutura altamente complexa, deriva da fungao quadratica
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Figura 4 — Construgao do triangulo de Sierpinski (dimyF = dimgF = log 3,/ log 2)
(retirada de [1])

Figura 5 — Construgao da poeira de Cantor (dimyF = dimgF = 1) (retirada de [I])

f(2) = 2?+c para uma constante adequada c. Embora este conjunto nio seja estritamente
auto-similar como o conjunto de Cantor e a curva de Koch sdo, ele é "quase-auto-similar"
em que pequenas porgoes do conjunto podem ser ampliadas e suavemente distorcidas de

modo a coincidir com uma grande parte do conjunto.

Todos estes exemplos sao referidos como fractais, as propriedades que foram lista-
das para o conjunto de Cantor sao as caracteristicas dos fractais. Certamente qualquer

fractal possui a estrutura fina, ou seja, seu grau de detalhamento nao diminui ao exa-
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Figura 6 — Conjunto de Julia (retirada de [I])

minarmos uma por¢do pequena do mesmo. Sua imagem no entanto esta sujeita a um
limite de detalhamento imposto pelo poder de resolugdo do meio no qual se faz sua re-
presentacao. As figuras geométricas tradicionais nao possuem essa caracteristica, pois o
grau de detalhamento cai consideravelmente ao fazermos um exame microscépico em um
intervalo cada vez menor. Muitos fractais possuem um certo grau de auto-similaridade,
onde uma parte do fractal se assemelha a uma parte maior , ou ao fractal inteiro. Alguns
fractais possuem uma auto-similaridade estrita, ou seja, quando uma porcao do fractal
reproduz exatamente a forma de uma por¢ao maior, também podem ter auto-similaridade
estocéstica, isto é, caracterizada estatisticamente, podem ter a mesma distribuicao, média

ou desvio padrao.

Métodos de geometria classica e do calculo classico sao inadequados para estudar
fractais e nés precisamos de técnicas alternativas. A principal ferramenta da geometria
fractal ¢ a dimensao em muitas formas. Estamos bastante familiarizados com a ideia
de que uma curva (suave), é um objeto de uma dimensdo, e uma superficie é de duas
dimensoes, o conjunto de Cantor possui dimensao log 2, log 3 =0,631--- e a curva de
Koch possui dimensao log 4, log 3 = 1,262 ---, é maior do que uma dimensao porque

tem comprimento infinito e menor do que duas dimensoes porque possui area zero.

A nocao de dimensao é central para a geometria fractal, a dimensao indica quanto
espaco um conjunto ocupa perto de cada um de seus pontos. Existe uma grande varie-
dade de dimensoes fractais em uso, porém a dimensao de Hausdorff é a mais antiga e a
mais importante, pois tem a vantagem de ser definida para qualquer conjunto, e é ma-
tematicamente conveniente, por ser baseada em medidas que sao relativamente faceis de
manipular. A principal desvantagem, é que em muitos casos, ¢é dificil calcular ou estimar

por métodos computacionais. No entanto, para uma compreensao da matematica dos
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fractais é necessario familiarizar-se com a medida e dimensao de HausdorfT.

1.3.1 Medida de Hausdorff

Se U é qualquer subconjunto nao vazio do espago Euclidiano n-dimensional, R",
o didmetro de U é definido como |U| = sup{|x —y| : z,y € U}, ou seja, a maior distancia
entre qualquer par de pontos de U. Se U; é uma colegdao contavel ou finita de conjuntos
de didmetro ao menos & que cobre F', isto é, F' C U2, U; com 0 < |U;| < § para cada 1,

dizemos que {Ur} é a d-cobertura de F.

Suponha que F' é um subconjunto de R" e s é um ntmero nao-negativo. Para

qualquer ¢ > 0 definimos:

H(F) = inf{z \U;|® - {U;} é a d-cobertura de F} . (1.5)
i=1

Olhamos todas as coberturas de F' por um conjunto de didmetros ao menos ¢ e
procuramos minimizar a soma dos didmetros (figura 7). Conforme ¢ diminui, as coberturas
admissiveis de F' sdo reduzidas. Portanto, o infimo Hj(F') aumenta, e se aproxima de um

limite quando 0 — 0. Escrevemos:

s s s
H(F) = lim 13(F) (16)
e = Wi
:S-'} & ""-'EI-"" LT
z T:‘F‘ L | i.l
'l:\.\}.!:‘:- h:::;' :
Ter,
F

@D 9 )
@-@E g & ?}3@&3
20

Figura 7 — Conjunto F' e duas d-coberturas possiveis para . O infimo do Y |U;|* sobre
todas as d-coberturas {U;} nos da Hj(F'). (retirada de [1])

Este limite existe para qualquer subconjunto F' de R", embora seu valor seja

normalmente 0 ou co. Chamamos H*(F) a medida s-dimensional de Hausdorff de F.
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Temos que H*(@) = 0, e se F estd contido em F' entao H*(F) < H*(F), e ainda se F; é

qualquer colecao de conjuntos contéaveis, entao:
H? (U F) <Y HA(F). (1.7)
i=1 i=1

A medida de Hausdorff generaliza a ideia de comprimento, area, volume, etc. K
possivel mostrar que, para subconjuntos de R", a medida de Hausdorff n-dimensional é,
com um miultiplo constante, a medida de Lebesgue n-dimensional, isto ¢, o usual volume

n-dimensional. Mais precisamente se F' ¢ um subconjunto de Borel de R", entao:

H"(F) = ¢, 'vol"(F) (1.8)

onde ¢, é o volume de uma bola n-dimensional de didametro 1, s6 que ¢, =
7/2/2"(n/2)! se n é par e ¢, = 7" V/2((n — 1)/2)!/n! se n é fmpar. Similarmente,
para subconjuntos de R™ de dimensoes menores, temos que H°(F) é o ntimero de pontos
em F; H'(F) nos d4 o comprimento de uma curva suave F; H*(F) = (4/7)xarea(F) de
F é uma superficie suave; H3(F) = (6/7)x vol (F); e H™(F) = ¢,;!x vol™(F) se F é

uma superficie m-dimensional no sentido classico.

As propriedades de escala de comprimento, area e volume sao bem conhecidas, na
ampliacdo por um fator A\, o comprimento da curva é multiplicado por A, a area de uma
regido plana é multiplicada por A2 e o volume de um objeto tridimensional ¢ multiplicado
por A3. Podemos ver na figura 8 as escalas de medidas de Hausdorff s-dimensional com

um fator \°

1.3.2 Dimensao de Hausdorff

Retornando a equacgao podemos ver que dado qualquer conjunto F' C R"™ e
6 <1, Hj(F) é nao-crescente com s, entdo por [L.6] H*(F) ¢ também nao-crescente. Se
t > s e {U;} éa d-cobertura de F' temos que:

DU QU < 67 Y (U (1.9)

entdao, tomando o infimo, H5(F) < 0" *HE(F). Seja § — 0 vemos que se H(F) < oo
entdao H'(F) = 0 para t > 0. A figura 9 nos mostra o grafico de H*(F') em comparagio
a s, vemos que existe um valor critico de s onde H?*(F') salta de oo para 0 . Este valor
critico é chamado de dimensao de Hausdorff de F', e escrevemos dimyF e estd definido

para qualquer conjunto F' C R". Formalmente
dimyF =inf{s > 0: H*(F) =0} = sup{s: H*(F) = oo} (1.10)
(tomando o supremo do conjundo vazio sendo zero), de modo que

0 < dimy F
Ho(F) = { 00 se s < dimpg (1.11)

0 ses>dimgk.
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Figura 8 — Escalonando conjuntos por um fator A aumentamos o comprimento por um
fator A, a drea por A2 e uma medida de Hausdorff s-dimensional por \*
(retirada de [1])

Se s = dimgF, entdo H*(F') pode ser zero ou infinito, ou satisfaz

0 < H(F) < 0.

H (F)

[i] 1 = £
0 dimy F H

Figura 9 — Grafico de ‘H*(F') em comparacao a s para um conjunto . A dimensao de
Hausdorff é o valor de s quando o salto de co para 0 ocorre. (retirada de [I])

Vejamos alguns exemplos de como calcular a dimensdo de Hausdorff de alguns

fractais mencionados acima.
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Exemplo 1

Seja F' o conjunto da poeira de Cantor construido a partir de um quadrado unitario,
figura 5. Entdo 1 < H' < V2, a dimyF =1

Célculo: Observe que Ej, o k-ésimo estagio de construcdo, consiste de 4* quadrados
de lado 47% e assim o didmetro é 47%v/2. Tomamos os quadrados de Ej como as 6-
coberturas de F onde § = 47F1/2, obtemos uma estimativa H}(F) < 4*4—k+/2 para o
mfimo em 2.5. § — 0 quando k — 0o, e obtemos que H'(F) < /2

Exemplo 2

Seja F' o conjunto do tergo médio de Cantor. Se s = log 2/ log 3 = 0.6309... entao
dimpyF =se i <H(F) <1

Célculo Euristico: O conjunto de Cantor F é dividido em duas partes, parte es-

querda Fi, = F N[0, 3] e a direita Fr = F N [2,1]. Ambas as partes sio geometricamente
similares a F reduzidas por um fator de escala 3, € F' = FUFg que é uma uniao disjunta.

Para qualquer s temos:
HI(F) = H(Fy) + HO(Fr) = ()"H0(F) + ()1 (F)

Assumindo que o valor critico s =dimgF' temos que 0 < H*(F) < oo, podemos
dividir por H*(F) para obter 1 = 2(3)* ou s = log 2/ log 3.

Calculo Rigoroso: Chamamos os intervalos que compoem os conjuntos Ej na cons-

trucdo de F de intervalos nivel-k. Entdo Ej, consiste de 2* intervalos nivel-k cada um
com comprimento 37%. Tomando os intervalos de FEj como a 3~ *-cobertura F que d&
sk(F) < 2F37% =1 se s = log 2/ log 3. Quando k — oo da H*(F) < 1.

Para provar que H*(F') > % temos que mostrar que:

DU >

(1.12)

l\D\»—t

para cada cobertura {U;} de F. Se {U;} é uma cole¢ao finita de subintervalos

fechados de [0, 1], para cada Uj;, seja k um inteiro tal que:

3~ Uy < 37, (1.13)

Entao U; pode interceptar ao menos um intervalo k-nivel desde que a separagao
destes intervalos k-nivel sio ao menos 37%. Se j > k entdo, pela construcio, U; intercepta
ao menos 2/7F = 2737k  273%|U;|* intevalos nivel-j de F;. Se escolhemos j grande o
suficiente para que 3~ < |Uy| para todo U, entao, desde que {U;} intercepte todos 27

intervalos basicos de comprimento 37/, contando os intervalos temos 27 < 3, 273%|U; |°.
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2 Introducao a Derivada Métrica

Neste capitulo vamos definir o conceito de derivada métrica , estudar suas pro-
priedades basicas, e analisar alguns exemplos. Essas derivadas recentemente mostraram
grande potencial de aplicacao para o estudo de sistemas complexos e de fenomenos defi-

nidos em dominios fractais.

Antes de definir as derivadas métricas, vamos relembrar alguns conceitos do cal-
culo. Sabemos do calculo usual que a derivada de uma funcao f(x) no ponto xq, denotada
por f'(zg) é definida pelo limite

f(x1) — f(xo) ~ lim f(xo + Az) — f(x0)

T1—To T — X T1—To Axr ’

(2.1)

onde Az esta relacionado a métrica euclidiana |z, — | por

Ag — |z1 — 20| se zp < a1
—|xy — o] se xy > x3.

Uma fungao f(z) ¢ dita diferencidvel em xy se o limite existir. A existéncia
deste limite implica que qualquer fungao pode ser aproximada por uma funcao linear cujo

coeficiente linear é a derivada f'(zo).

Teorema 2.0.1 (LEMA FUNDAMENTAL DA DIFERENCIACAO). [6] Suponha que
f(z) é uma fungao continua que tem derivada em zy. Ent@o existe uma funcdo n(Ax)
definida em um intervalo contendo 0 tal que f(xo + Az) — f(zo) = [f'(z0 + n(Ax)]Ax,

onde n(Az) é continua em 0 com 7(0) = 0.

Prova: Para provar o teorema basta verificar que podemos definir n(Ax) como:

n(Az) = { g[f(% + Az) — f(wo)] = f'(w0) zz ii i 8'

como f(z) tem derivada em z vemos que lima,,on(Az) = 0 = 1(0). Entao n(Azx) é

continua em Az = 0.

Como consequéncia desse teorema, temos para Az << 1 que f(zo+Az)— f(xg) =~
[/ (zo)Az, ou seja, |f(x1) — f(xo)] = |f (x0)||(x1 — xo)|. Em outras palavras, podemos
dizer que se f(z) é uma fungao diferencidvel, entdo |f(x1) — f(zo)| se aproxima de zero
quando x; — xy proporcionalmente & |r7 — xo|. A fungdo nao serd diferencidvel em zy se,

por exemplo, |f(z1) — f(xo)| se aproximar de zero mais lentamente que |z — zo|. O que
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ocorre, por exemplo, quando

|f(z1) — f(x0)| = kd(z1,z0), (2.2)
onde k é uma constante positiva e

d
lim d(@1, 7o) =
T1—T0 |l’1 —_ 5UO|

Um outro exemplo de fungao nao diferenciavel é a funcao de Weierstrass:

w(z) =" a" cos(2nbFz),
k=0

onde 0 <a<1<b, comab>1. A fungdo de Weierstrass é continua em todos os pontos
x, pois w(z) < Y52 af = ﬁ, 0 < a < 1, mas nao admite derivada em ponto nenhum. Se
derivarmos heuristicamente w(z) teremos w'(z) = — 332, 2m(ab)* sin(2wb*xr) = 400 se
x # 0. Pois neste caso ab > 1 e a série é divergente. Podemos mostrar rigorosamente que
a derivada nao existe para qualquer x € R. Isto estd relacionado ao fato que w(x;) —w(zo)

nao se aproxima de zero de forma proporcional & (z; — zo).

2 ¥ I I 1 ¥ 1 1 1 I

15
1k .
0.5
0k 2
-0.5

T
1

a1k .
-1.5 | -

2 I ] 1 | 1 I

0 01020304050607 0809 1

Figura 10 — Grafico de w(z) com a = 0.5 ¢ b = 3. (retirada de [10])

Além disso, o grafico desta funcdo tem dimensao fractal, se fizermos uma trans-

formagao de escala x — bx, teremos:

1 & 1 &
wbz) = =" a"cos(2rb" 1 a) = = 3 a* cos(2mbFz)

@ k=0 @ =
1 & 2

== d"cos(2nbFz) — cos(2mz)
a a

k=0
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portanto,

w(b) = wELx) B cos(jmv)

Apoés esta transformacgao podemos ver que o grafico da fungao difere do grafico ori-

cos(2mx 1
H) e por um fator de escala —. Como consequén-
a a

cia, o grafico de w(z) é auto-similar, tendo um comportamento fractal e sua dimensao é
[10]

ginal por uma funcao continua

1
D=2+ 8¢

logb
Note que 1 < D <2seab>1,sea=0.5eb=3. Neste caso D =2 —log2/log3 =~ 1.37.

Voltando ao caso de fungoes diferenciaveis, podemos dizer que |f(x1) — f(zo)| o
k|x1 — x| quando Az << 1. Porém em objetos fractais esta proporcionalidade pode nao

ocorrer, por isso é preciso definir uma variagdo A com uma métrica diferente:

AHy — d(r1,m0) se xo < 1y
—d(z1,m0)| se o > x1.

Com essa variacao podemos entdo definir o que chamamos de derivada métrica.

Definigao 1. Seja f(x) uma fungio definida em D € R, e seja d(xy,xo) uma métrica em

D, chamamos de derivada métrica em xqo o limite:

) S~ f)
di g z1 =0 AHy )

quando este limite existir dizemos que f(x) é H-derivavel em xg.

No caso da funcao f(x) ser diferencidvel, a derivada métrica se relaciona a derivada

usual. Temos:
Corolario 2.0.1. Se f(z) é diferenciavel, entao:
f(z1) — fxo) 21 — 20 _ f’(x)de

dH g

dHf(%) . f(331) - f(xo) .
dHy x}gnro AH g o x}ll}:lto T — To AH

. Hy o . . . [ .
ientamos que %= n ran riamente igu nder métrica qu
Salientamos ej = nao sera necessariamente igual a 1, dependera da métrica que

estara sendo utilizada.

Assim como no célculo usual, as derivadas métricas também possuem algumas

regras de derivagao:
1)Derivada métrica de uma fungao constante

Se f tem o valor constante f(z) = ¢, entao

M) de)
dig  dHz
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Prova: Aplicamos a defini¢do de derivada métrica para f(z) = ¢, fungao cujos

valores sao a constante c. Para qualquer valor de x, encontramos

H _
I 0 gim S im0 =

de T1—T0 AH:L' T1—T0

2) Regra da Poténcia

Se n é um numero inteiro positivo e f(z) = 2™ entdo, como z™ é diferenciavel,
temos:
H H
d" f(z) oy A7z

=nz" . —=
dix dHx

Prova: Como f ¢ diferenciavel, usamos o corolario 2.0.1.

3) Regra da multiplicagdo da derivada métrica por uma constante

Se f for uma funcao H-derivavel (possui derivada na métrica H) de z, e ¢ for uma

constante, entao:

dcf(z)  d"f(z)

diy —  dHx
Prova:
dcf(x) _cf(zy) = cf (zo) o flz) = flw)  d"f(x)
diz _JC}I—IEUO AHgy _Cﬂvy—gﬂlﬂo Ay - dHg

4) Regra da soma

Se f e g sao fungoes H-derivaveis de z, entao a soma de f + g é H-derivavel em

qualquer ponto em que f e g sejam H-derivaveis. Em tais pontos,

d"(f+g) d"f N d"g
diy  dHg  dHy’

Prova: Aplicamos a defini¢do de derivada métrica para h(z) = f(x) + g(z):

)+ g(e)] _ | )+ ale)] — o) + o)
dH x x1 =20 Afg

. flz) = f —
= z}lgio (xl)AHx (o) n g(xl)Ang(%)

— — d" d?
o S =S gl —glwy) _d7fdg
T1—20 AH T1—T0 AHy dH ¢ dH ¢
Combinando a regra da soma com a regra da multiplicagdo por uma constante,
obtemos a regra da diferencga, que diz que a derivada métrica de uma diferenca de

fungoes derivaveis é igual a diferenca de suas derivadas métricas:
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d'(f —g) dU[f+(-1)g] d"f
U9 A0 &S

5) Regra do Produto

Se f e g sao H-derivaveis em x, entao o produto fg também é, e:

d"(fg)  ,d"g ~ d"f

Aoz dex +9de'
Prova: .
d”(fg) _ - f(x1)g(z1) — f(x0)g(z0)
dH 1 —T0 AHqy

Transformamos esta fracdo em uma equivalente, subtraindo e adicionando f(z1)g (o)

ao numerador:

d"(fg) . flz)g(z1) — fla1)g(wo) + f(z1)g(xo) — f(w0)g(o)

= lim
dix T1—0 AHy

= lim f(il‘l)M + g(xo)‘lw

fla1) = flao) _ ,d"g  d"f

Jim S e Jdm N, = gy T gy

6) Regra do Quociente

Sejam f e g fungoes e h a funcdo definida por h(z) = f(x)/g(x), onde g(z) # 0.
d"f(z) d"g(x)

Se

existem, entao

dH dH
d? d?
) _ 90 g~ 1) G
iz [g(x)]?
Prova: Por hipétese, existem
@) )~ f) ) () — glw)
dHx 1 =0 AHy dHx 1 =0 AHy
E assim,
Fa)  fla)
dHh@) h(z1) — h(zo) g(x1)  g(xo) 1 f(x1)g(xo) — f(x0)g(21)

W T1—T0 AHqy T1—=T0 AHg wi—=wo AHy g(l’l)g(ﬂfo)
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Subtraindo e adicionando f(z¢)g(z) ao numerador, obtemos

A9y :Jc11g9160 AHy g(w1)g(z0)

dHf(l’) i L f(z1)g(wo) — f(wo)g(zo) + f(20)9(w0) — f(0)g(21)

f(x1) — f(xo) g(x1) — g(zo)
i | Ay ) S0 T,
2120 g(w1)g(zo)

f(x1) = f(xo) g(w1) — g(x0)

hm:c1—>xo g(xO) hmxl—mo - hmxl—mo f(xO) hmrl—mo

Af g Af g
hmll—mo g(xl) lim$1—>$o g(‘ro)
K e 2 O L A2 2
o(@)9(2) ) o(@P

7) Regra da cadeia

Se y = g(u), u = f(z) e as derivadas dy/du e d?u/d"x existem, entdo a funcio

composta y = g[f(x)] tem derivada que é dada por

dy _dy dfuy
diz  du dHz
Prova parcial: Vamos fazer a demonstracao supondo que existe um intervalo
contendo z, tal que f(z1) — f(zo) # 0.

Como y = g[f(z)], e g é diferencidvel, temos que:

dhglf(@)] _ gl @) —glf(@o)] _ . glf(e)] = glf(z0)] f(21) = f(o0)
dix T1=T0 Ahg 1=z f(xy) — f(x0) Ay
_ oy @)= glf(@o)] ) = fo) A (o)
= .7}}—)$0 f(l’l) — f(Io) m}—ﬂvo AH g ( 0) dH ¢

2.1 Relacdo entre derivada métrica e meios fractais

Em um trabalho recente, Balankin e Elizarraraz [12] propuseram um modelo de
hidrodindmica no continuo que descreve o fluxo de fluido em um meio fractal (meios
porosos e/ou fraturas). Este modelo é construido a partir de um mapa de operadores
no dominio fractal em derivadas métricas no continuo. A partir deste mapa construido

através de argumentos fisicos, sem o rigor matematico, os autores obtiveram um modelo
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de hidrodinamica com as derivadas métricas, chamadas de derivadas de Hausdorff, que
modela com grande precisao dados experimentais de fluxo de petréleo em meios porosos.
Os resultados obtidos justificam um estudo rigoroso da validade do mapa proposto, assim
como o potencial de aplicacoes das derivadas métricas em sistemas definidos em dominios
fractais. Neste trabalho vamos revisar brevemente trés tipos de derivadas métricas que se

mostraram importantes quanto a aplicacao.
Derivada de Hausdorff

Como discutido acima, a derivada de Hausdorff foi utilizada com sucesso para

descrever a dindmica de fluidos em meios fractais. Esta derivada ¢ definida a partir de

AP = 2§ — 5 como:

H _ - c—
jx( (o) = lim —f(xl) /(o) =" <?§+1>1 $ f= b li S (2.3)

w2z g8 g dr o dz’  dz

onde f é diferencidvel, [y é o limite inferior ao longo do eixo x, e o expoente de escala (

caracteriza a densidade ao longo de z.

*Esta equivaléncia foi obtida heuristicamente e descreve com grande precisao os

dados que foram obtidos experimentalmente [12].
Derivada Conformable Fracionaria

Recentemente, uma nova defini¢do de derivada fracionaria foi proposta [4], cha-
mada derivada fracionaria comformable. Diferente da maioria das derivadas fracionarias,
neste caso, os operadores sao locais e conservam propriedades similares ao do célculo

usual. Essas derivadas sao definidas como:

T f(zg) = lim L0 €70%) = [(20)

e—0 €

(2.4)

Se a f(x) for diferenciavel em g, e fizermos a mudanca de varidvel 7, = xq+exp

Tof(z9) = lim M%*a = x5 *f (x0). (2.5)

T1—T0 xl — :CO

obtemos:

Agora vejamos uma outra versao de derivada conformable, seja f : [0,00) — R e

t > 0. Entao a derivada Katugampola de f de ordem « é definada por:

D (F) () = lim 07 ) = S (0)

e—0 €

(2.6)

para xg >0, a € (0, 1).
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—«
EJEO

Se f(x) for diferencidvel em xy e se fizermos a mudanga de variavel x; = xge

obtemos:

f(x1) = f(wo) @1 — 19 .

Ty = xtl)_af/(xo)-

(2.7)

a RT flx1) = flwo) o o
D(f)(@o) = x}l—r}al:o In(xy) — ln(xo)l"o - mP_cho v —x0  In(z) — In(zo)

Portanto, para funcgoes diferenciaveis as defini¢oes sao equivalentes.
g-derivada no contexto nao-extensiva

Ao longo das ultimas décadas, diversos formalismos novos foram propostos na
tentativa de estudar sistemas complexos. Entre esses, podemos citar o g-calculo na versao
de Tsallis da Estatistica ndo-extensiva com seu inegavel sucesso quando aplicado a uma

ampla classe de sistemas diferentes.

Borges [I1] prop6s o operador para g-derivadas como segue:

_ i L@ = fy) df (x)
D f(z) = lim T zouy [1+(1—q)a] I

(2.8)

aqui, © é o operador de diferenga deformado,x 6,y = ﬁ, (y #1/(g—1)).

Recentemente, foi mostrado que em uma primeira aproximacao, existe uma relagao

(1-9¢)
lo

entre a g-derivada e a derivada de Hausdorff, onde 1 — ¢ =

2.2 Exemplos de aplicacao

Para ilustrar um exemplo simples de aplicacdo das derivadas métricas, vamos
estudar a equagao do crescimento populacional (ou decaimento radioativo) com derivadas

métricas. Esta equacgao é dada por:

dfy
% = ay, (29)

onde a € R e substituimos a derivada usual por uma derivada métrica na equacgao.

No caso de y(x) ser uma funcdo diferenciavel esta equagao pode ser facilmente

resolvida usando o corolario 2.0.1 e o método de separacao de variaveis, temos:

diz |
- =
dey Y

dy a
i f g
Yy e

-1

y = kgaf(jii) dx

onde k e a sdo constantes.

Os graficos foram obtidos pelo software wxMaxima 12.04.0, o wxMaxima é uma

interface para o sistema de algebra computacional MAXIMA baseada no wxWidgets.
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No caso da derivada de Hausdorff temos que:
d?x T 1=¢
==+
de (lo )
e portanto a solugao da equacao [2.9| é:
¢
alo(1+li)
y=ke < (2.10)

Vemos na figura [11] uma comparacao entre a solugao para derivadas de Haus-

dorff com a solugado y(x) = ke para derivadas usuais. Podemos notar que a solugao da

equacao do crescimento populacional com derivada de Hausdorff cresce mais lentamente
que a solugao cléssica. Além disso, a solugdo com derivada de Hausdorff (2.10]) é limitada

ao dominio x > —Iy, enquanto no caso classico o dominio é o conjunto de todos os reais.

1200

1000

800

600

400

%en(2*Fsqrt(x+1)) ——
Y%eNX ——

Figura 11 — Grafico da solucao da derivada de Hausdorff com k=a=1,[,=1e ( = %
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Para a derivada conformable, onde,

de 11—«
gy ="
a solugao é dada por:

Apresentamos na figura [12| uma comparacao entre a solucao [2.11] para as derivadas
conformable com a solugdo y(zr) = ke* para derivadas usuais. Com k = a = 1 e
= 1/2, temos que para 0 < z < 4 a solu¢do da equagao do crescimento populacional
com derivadas comformable é maior que a solucdo classica. A situacdo muda quando
x > 4, neste caso a solugao classica apresenta valores superiores. Além disso, vemos que
a solucao com derivada comformable tem o dominio limitado a x > 0.

160
%eN(2*sart(x)) ——

Y%oeNX ——

140 /

120 /

Figura 12 — Grafico da solucao da derivada conformable com k =a=1¢ a = %
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E finalmente para a g-derivada, onde temos:

dox
e N
a solucao da equacao do decaimento é:

aln(—qz4z+1)

y=~ke 1= (2.12)

que difere muito da solu¢do com derivada usual (ver figura[13)), onde a solugao com

k=a=1leq= % se reduz a uma funcao quadratica.

8
(x/2+1)72 —

Y%eNX ——

Figura 13 — Gréfico da solucao da g-derivada com k=1, a=1e ¢ = %

Os graficos das figuras [I1], [I2) e [13] foram obtidos pelo software wxMaxima 12.04.0,
o wxMaxima é uma interface para o sistema de dlgebra computacional MAXIMA baseada

no wxWidgets.
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3 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma breve introdugao a teoria dos fractais

e as derivadas métricas.

Conforme foi constatado por diversos ciéntistas, podemos verificar que as ferra-
mentas da geometrica euclidiana e do calculo classico ndo sao aptas para os estudo dos
objetos fractais, pelo fato de terem formas muito fragmentadas e irregulares, o que jus-
tificou a introducao de novos conceitos como o de medida e dimensao de Hausdorff e
as derivadas métricas. A medida de Hausdorff é essencial para que possamos calcular a

dimensao fractal do objeto, que no caso é dada pela dimensao de Hausdorff.

O estudo das derivadas métricas, nos possibilitou perceber que, de acordo com
a métrica escolhida, obtemos resultados diferentes do resultado usual, possibilitando as-
sim, que alguns fené6menos possam ser descritos com maior precisao, como por exemplo,
no caso de crescimento populacional, ja foi mostrado que nem toda espécie cresce de
forma expoénecial. Entao tomando uma métrica adequada é possivel modelar com grande

precisao diversos fenémenos da natureza.

E importante salientar que diversos trabalhos recentes mostraram um grande po-
tencial de aplicacdo das derivadas métricas na modelagem de sistemas complexos com
estrutura fractal. Como exemplo, podemos citar um modelo de hidrodinamica no conti-
nuo [I12] que descreve o fluxo de fluido em um meio fractal (meios porosos e/ou fraturas).
Este modelo é construido a partir de um mapa de operadores no dominio fractal em
derivadas métricas no continuo. A partir deste mapa construido através de argumentos
fisicos, sem o rigor matematico, os autores obtiveram um modelo de hidrodindmica com
as derivadas métricas, chamadas de derivadas de Hausdorff, que modela com grande pre-
cisao dados experimentais de fluxo de petréleo em meios porosos. Os resultados obtidos
justificam um estudo rigoroso da validade do mapa proposto, assim como explorar o po-
tencial de aplicagoes das derivadas métricas em sistemas definidos em dominios fractais,

como por exemplo, a turbuléncia de fluidos.



[11]

[12]
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