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Resumo

A teoria dos Multiplicadores de Lagrange é aplicada para determinar pontos de maxi-
mos e minimos de fungoes sujeitas a restricoes. Neste trabalho é avaliada a eficiéncia
deste método quando aplicado a problemas de otimizacao com restrigoes de igualdade.
Os resultados obtidos sao visualizados no software de geometria dindmica GeoGebra e

comparados com dados disponiveis na literatura.

Palavras-chaves: Multiplicadores de Lagrange, otimizacao, restricoes, GeoGebra, Hes-

siano Orlado.



Abstract

The Lagrange Multipliers theory is applied to determine maximum and minimum points
of constrained functions. This work evaluates the efficiency of this method when applied
to optimization equality constraints problems. The obtained results are visualized in the

dynamic geometry software GeoGebra and compared with data available in the literature.

Key-words: Lagrange Multiplier, optimization, restrictions, GeoGebra, Hessiano Or-
lado.
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Introducao

No mundo moderno, cada vez mais as pessoas estao interessadas em encurtar dis-
tancias para ganhar tempo ou economizar recursos financeiros. Agindo desse modo, elas
estao buscando maneiras de otimizar a aplicagdo de seus recursos. Essa busca constante
pelo melhor desempenho, teve inicio no final da década de 30 e inicio da década de 40
do século XX, com a situacao de guerra e competicao em que viviam e o forte desenvol-
vimento industrial. Nessa época, a gestao dos recursos impunha que utilizassem técnicas

sofisticadas de otimizacao que acabaram por, de uma forma ou de outra, cair no ambito
da matematica (SOARES, 2004).

Nesse sentido, a esséncia da otimizacao é melhorar algo em um conjunto de alter-
nativas disponiveis. Este algo tem uma representacao matematica que recebe o nome de
fungao objetivo ou indice de performance (ID). Mais especificamente, resolver um pro-
blema de otimizacao, consiste em determinar uma solu¢ao ou um conjunto de solugoes
6timas para uma determinada fungdo ou conjunto de fungoes. Trata-se de uma ferramenta
de grande aplicabilidade que se constitui em uma vasta e atraente area do conhecimento,
sendo de grande importancia nao apenas para as engenharias e ciéncias exatas, como

também para as mais diversas areas de biologia e tecnologia (OLIVEIRA, 2012).

Varios problemas classicos de otimiza¢ao com restri¢des nas areas de engenharia e
matematica aplicada vém sendo estudados utilizando-se diversas técnicas encontradas na
literatura em que um dos objetivos é minimizar o custo computacional necessario para a
localizagdo da solucao 6tima. Uma das formas mais comuns de tratar os problemas com

restrigoes consiste em transformé-los em problemas sem restri¢oes.

A medida que o niimero de fungoes e o nimero de variaveis aumenta, a dificuldade
de se determinar o conjunto de solugoes 6timas também aumenta. E neste contexto que
surge a necessidade de desenvolver técnicas matematicas e computacionais que refinem o

processo de otimizacao, dado que este é amplamente utilizado para resolver problemas de
engenharia (SARAMAGO; JGNIOR, 2008).

Os métodos de otimizac¢ao podem ser classificados em dois grandes grupos:

Os métodos randdmicos ou aleatérios (Random Strategies), ditos Nao - Determi-
nisticos. Pertencem a esse grupo os Métodos Evolutivos, como por exemplo, os Algoritmos
Genéticos (SARAMAGO; JuNIOR, 2008). Esse ultimo é baseado nas teorias de Darwin
sobre a selecao natural, reproducao genética e evolucao das espécies. Esse método nao
garante uma solucao 6tima, mas pode atingir um resultado sub-6timo com o custo com-
putacional razoavel (SILVA; LEMONGE; LIMA, 2014).
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Os métodos baseados no calculo (Deterministic Optimization) sdo chamados de
Métodos Deterministicos. Dentre estes, estd o método dos Multiplicadores de Lagrange.
Essa metodologia consiste em resolver problemas de otimizagao restrita e permite analisar
situacoes mais gerais. A partir de sua aplicagao, um problema de otimizagao restrita com
n variaveis e m variaveis de igualdade é transformado em um problema de otimizagao sem
restrigoes com (m + n) varidveis (GONGALVES; FLEMMING, 2007).

O objetivo do trabalho ¢ aplicar a teoria dos Maximos e Minimos Condicionados,
com o emprego do Método dos Multiplicadores de Lagrange na determinacao do ponto
otimo global para dois problemas sujeitos a uma restricao de igualdade. Tais problemas,
compoem um grupo de fungoes chamadas func¢ées G. Além disso, pretende-se identificar
quais sao os pontos que satisfazem os problemas através de uma representacao grafica
com software GeoGebra e verificar, pelo emprego do método de Hessiano Orlado, se tais

pontos sao 6timos.

Para verificar a metodologia proposta, os resultados obtidos sdao comparados com
os trabalhos de Pedrosa e Afonso (PEDROSA; AFONSO, 2011), que utiliza o método de
Enxame de Particulas (PSO), e de Koziel, que emprega Algoritmos Evolutivos Modificados
(EAs) (KOZIEL; MICHALEWICZ, 1999).

A fim de atingir os objetivos propostos, o trabalho esta organizado da seguinte
forma: no Capitulo 1, abordam-se defini¢oes e teoremas relacionados a teoria matematica

necessaria para a elaboracao deste trabalho.

No Capitulo 2, descrevem-se algoritmos de otimizacao evolutivos, particularmente

o Enxame de Particulas.

No Capitulo 3 faz-se a descricao dos problemas abordados neste trabalho, bem

como aplica-se a metodologia proposta e apresentam-se os resultados obtidos.

Por fim, as conclusoes e as propostas para trabalhos futuros estdo presentes no
Capitulo 4.
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1 Fundamentacao Matematica

Neste capitulo apresenta-se a fundamentacao teérico-matematica, base para a re-
alizagao deste trabalho. Sao abordados os conceitos a cerca de Fungoes Reais de Varias
Variaveis, Derivadas Parciais, Derivadas Direcionais, Maximos e Minimos de Funcoes de

Vérias Variaveis, Otimizacao, Multiplicadores de Lagrange e Hessiano Orlado.

1.1 Funcoes Reais de Varias Variaveis

Nesta se¢ao, estuda-se uma das nocoes centrais da Matematica, mais especifica-

mente na area do célculo diferencial, o conceito de funcao de varias variaveis.

Uma funcao de varias variaveis reais é uma regra que descreve como uma quanti-
dade é determinada por outras de maneira tinica. Através destas fungoes pode-se modelar

uma grande quantidade de fendémenos dos mais diversos ramos da Ciéncia.

Nas subsecoes seguintes descreve-se as defini¢oes de fungoes reais de duas e trés

variaveis.

1.1.1 Funcdes Reais de Duas Variaveis

Definicao 1.1.1. Fungoes Reais de Duas Variaveis. Uma funcao real f de duas
variaveis reais é uma relagao que transforma em um tinico niimero real z cada par ordenado
(x,y) de um ntimeros reais de um certo conjunto D, chamado de dominio da funcao. Se

a relacdo f transforma no nimero real z o par ordenado (z,y) em D, entdo escrevemos

z = f(z,y) (MUNEM; FOULIS, 1982).

Na equagao z = f(z,y), chamamos z de varidvel dependente e nos referimos a x
e a y como variaveis independentes. O conjunto de todos os valores possiveis de z, que
pode ser obtido aplicando a relagdo f aos pares ordenados (x,y) em D, é denominado
imagem da funcao f (MUNEM; FOULIS, 1982).

Definicao 1.1.2. Representacao Grafica. Se f é uma funcao de duas variaveis com
dominio D, entdo o grafico de f é o conjunto de todos os pontos (z,y, z) em R? tal que
z= f(z,y) e (x,y) € D (STEWART, 2006).

Assim como o grafico de uma funcao f de uma unica varidvel é uma curva C' com
equagao y = f(x), o grafico de uma fungdo com duas varidveis é uma superficie S de f
com o dominio D sobre o plano xy (Figura 1) (STEWART, 2006).
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PLIERNACS))

i i B

Figura 1 — Representagao Grafica da Superficie S.

Fonte: (STEWART, 2006)

Definicao 1.1.3. Curvas de Nivel. As curvas de nivel de uma funcao f de duas
varidveis sdo aquelas com equagao f(x,y) = k onde k é uma constante (na imagem de f).
Em outras palavras, ela mostra onde o grafico de f tem altura k£ (STEWART, 2006).

As curvas de nivel f(x,y) = k sdo apenas tragos do grafico de f no plano horizontal

z = k projetado sobre o plano zy (Figura 2).

Figura 2 — Curvas de Niveis de f(z,v) .

Fonte: (STEWART, 2006)

1.1.2 Funcdes Reais de Trés Variaveis.

Definicao 1.1.4. Fungoes Reais de Trés Variaveis. Uma funcao com trés variaveis,

f, é¢ uma regra que associa a cada tripla ordenada (x,y,2) em um dominio D C R? um
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tnico numero real denotado por f(z,y,z) (STEWART, 2006).

1.1.2.1 Superficies de Nivel

Pelo conhecimento das curvas de nivel, pode-se definir as superficies de nivel

da funcao f.

Definigao 1.1.5. Superficies de Nivel. As superficies de nivel de uma fungao f de

trés varidveis sdo aquelas com equacao f(z,y,z) = k onde k é uma constante.

Se um ponto (x,y,z) move se ao longo de uma superficie de nivel, o valor de

f(z,y, z) permanece fixo.

1.2 Derivadas Parciais

Definicao 1.2.1. Derivadas Parciais de Fungdes a Duas Variaveis. Se f ¢ uma

fungao de duas varidveis e (z,y) é um ponto no dominio de f, entdo as derivadas parciais

Of(z,y) Of(z,y)
e
ox Jy
pelas seguintes derivadas parciais

de f em (z,y) em relacdo a primeira e a segunda variavel sao definidas

or Alglclgo Ax
af(x,y) _1: f(x,y+Ay)—f(:Jc,y)
dy o Algl;IEO Ay ’

contanto que os limites existam. O procedimento para calcular as derivadas parciais é
denominado diferenciacao parcial (MUNEM; FOULIS, 1982).

Definicao 1.2.2. Derivadas Parciais de Fungbes a n Variadveis. Seja f é uma
fungdo a n variaveis e suponha que (xy, z9,- -+, Tk, -+ ,x,) pertenca ao dominio de f. Se
1 <k < n. Entao a derivada parcial de f em relacao a k — ésima variavel x; é denotada

por fi e definida por

af(xla"'vzn)_ li f(xhl'%'”)'xk_l_Axka'”7$n)_f(xl7$27"'7xka"'7$n)
= 11m
oxy, Azi—0 Axy,
deste que o limite exista (MUNEM; FOULIS, 1982).

1.3 Derivadas Direcionais

Definicao 1.3.1. Derivada Direcional.(STEWART, 2006) A Derivada Direcional
de f em (zg,yo) na diregao e sentido do vetor unitério u = (a,b) é

f(xo + ha,yo + hb) — f(x0,y0)
h ]

Duf (w0,50) = lim
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se esse limite existir.

Suponha que se quer determinar a taxa de variagdo de z no ponto (xg,%o) na

diregao e sentido de um vetor unitario arbitrario u = (a,b) (Figura 3).

YA

|
|
i
JsenEl
I

0
(X0, o) '—l—hﬂ—l-—-—-
cos B

[

4 x

Figura 3 — Representagdao do Vetor Unitario u.

Fonte: (STEWART, 2006)

Para fazé-lo, deve-se considerar a superficie S com a equagao z = f(z,y) e tomar
20 = f(xo,y0). O ponto P(xg, o, 20) pertence a S. O plano vertical que passa por P na
direcdo de u intercepta S em uma curva C' (Figura 4). A inclinacao da reta tangente T'
a C' em P ¢ a taxa de variagao de z na direcao e sentido de u (STEWART, 2006).

Qfx. 3. 2)

Figura 4 — D, f no P na Dire¢do Unitario u.

Fonte: (STEWART, 2006)
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Se Q(z,y, z) é outro ponto sobre C' e P’, ) sdo as projegoes de P, () sobre o plano
_>

xy, entdo o vetor P'Q’ é paralelo a u, e portanto
—
P'Q'= hu = (ha, hb),
para algum valor do escalar h.

Dessa forma, © — x¢ = ha,y — yo = hb, logo x = o+ ha , y = yo + hb, e
Az z—z _ fzo+ ha,yo +hb) — f(zo, yo)

h h h
Tomando-se o limite quando h — 0, obtém-se a taxa de variagao de z (em relagao

a distancia) na direcao e sentido de u, que é chamada derivada direcional de f na diregao

e sentido de u.

Teorema 1.3.1. (STEWART, 2006) Se f é uma funcao diferenciavel em x e y, entao f

tem derivada direcional na diregao e sentido de qualquer versor u = (a,b) e

Duf(:v,y) = fx($vy)a + fy(x7y)b :

1.3.1 Vetor Gradiente

Note que no Teorema 1.3.1 a derivada direcional pode ser escrita como o produto

escalar entre dois vetores:

Duf(x,y) = folz,y)a+ fy(z, )b = (fo(z,y), fy(2,9)) - {a,b) = (fol(z,y), fy(z,y)) - u.
(1.1)

O primeiro vetor no produto escalar na equagao (1.1) ocorre ndo somente no calculo
da derivada direcional, mas também em muitas outras situagoes. Logo chamaremos de o

gradiente de f, em uma notagdo matemética gradf ou Vf e 1é-se (del f).

Definigao 1.3.2. (STEWART, 2006) Se f é uma fungao de duas variaveis = e y, o
gradiente de f ¢é a funcao vetorial V f definida por

VHo) = (o) Sl 0) = i+ B

1.4 Maximos e Minimos de Funcoes de Varias Variaveis

1.4.1 Maximos e Minimos de Funcdes de Duas Variaveis

Defini¢ao 1.4.1. (GON¢ALVES; FLEMMING, 2007) Seja z = f(z,y) uma funcdo de

duas variaveis. Diz que (xg,y0) € D(f) é ponto de maximo absoluto ou global de f se,
V(l’,y) € D(f)a f($ay) S f(x()yyO)'

Diz-se ainda que f(xg, o) é o valor méximo de f.
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Definigao 1.4.2. (GON¢ALVES; FLEMMING, 2007) Seja z = f(x,y) uma fungao de

duas varidveis. Diz-se que (xg,y0) € D(f) é ponto de minimo absoluto ou global de f se,
v(ny) € D(f)7 f(‘ray) Z f('r()vyO)'

Diz-se ainda que f(zo,¥o) é o valor minimo de f.

Definigao 1.4.3. (GON¢ALVES; FLEMMING, 2007) Seja z = f(x,y) uma fungao de

duas variaveis. Diz-se que:

e (x0,%0) € D(f) é ponto de méaximo relativo ou local de f se existir um ponto aberto
:7)

B((l’g,yo) - r ‘ f(x,y) < f(l’o,yo),V(JI,y) S BﬂD<f)

e (x0,%0) € D(f) é ponto de minimo relativo ou local de f se existir um ponto aberto
B((zo,y0) :7) | f(2,y) > f(x0,%0),V(z,y) € BND(f).

1.4.2 Ponto Critico de uma Funcao de Duas Variaveis

Se as inequagoes da definigao 1.4.3 valem para todos os pontos (x, y) do dominio de
f, entdo f tem um méaximo absoluto (ou minimo absoluto) em (zg,yy) (STEWART,
2006).

Teorema 1.4.1. Se uma fungao f tem um maximo ou minimo locais em (zg,y) € as
derivadas parciais de primeira ordem de f existem nesses pontos, entao f.(zo,yo) = 0 e

fy(zo,y0) = 0 (STEWART, 2006).

1.4.2.1 Valores Maximo e Minimo Absolutos.

Proposigao 1.4.1. Seja z = f(z,y) uma funcdo cujas derivadas parciais de 1* e 2% ordem
sdo continuas em um conjunto aberto que contém (xo, o) € (o, Yo) seja um ponto critico

de f. Considera-se H(z,y) o determinante

frx fxy

fya: fyy ] = fx:)cfyy - (fzy) :

H(:Cay>: [

1. Se H(zo,y0) > 0 e frx(To,y0) > 0, entdo f(xg,yo) é um minimo local.
2. Se H(xo,y0) > 0 e fox(mo,y0) <0, entdo f(xq,yo) é um maximo local.

3. Se H(xg,y0) < 0, entdo (zo,yp) nao é extremante local. Nesse caso (zg,yy) ¢ um

ponto sela

4. Se H(xo,y0) = 0, nada se pode afirmar.
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Observagao 1.4.1. A matriz
[ fa:a: fxy

fyz fyy

é conhecida como matriz Hessiana. O seu determinante, H(x,y), é chamado determinante
Hessiano da fungao z = f(z,y) (GONGALVES; FLEMMING, 2007).

Na secao seguinte descrevem-se conceitos importantes acerca de otimizacao.
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2 Otimizacao

Otimizagao consiste em determinar uma solugao ou um conjunto de soluc¢oes 6timas

para uma determinada funcao ou conjunto de fungoes.

O conceito de solucao 6tima é especifico do problema que se deseja otimizar. No
entanto, pode-se ter uma tnica solu¢gao ou um conjunto de solugoes ou ainda nao haver

solugao que satisfaca todas as fungoes.

A medida que o nimero de funcdes e o ntiimero de varidveis aumentam, a dificuldade
em se determinar o conjunto de solucoes 6timas também aumentam. E neste contexto que
surge a necessidade de desenvolver técnicas matematicas e computacionais que refinem o
processo de otimizagao, uma vez que este é amplamente utilizado para resolver problemas
nas areas de Engenharia, Economia, Negdcios, Fisica, Quimica, Biologia, Arquitetura e

Administracao.

Os métodos para a solugao de problemas de otimizacao dividem-se em dois gru-
pos: métodos baseados no célculo (Deterministic Optimization) e os métodos aleatérios

(Random Strategies).

No grupo de método aleatérios podem ser citados os Métodos de Ordem Zero,

Algoritmos Genéticos, Simulated Annealing, Redes Neurais e Evolugao Diferencial.

Ja nos métodos deterministicos tém-se, por exemplo, o método de Multiplicador

de Lagrange e os métodos de Penalidade.

Quando a presenca de limitantes ao problema, tem-se a otimizacao irrestrita e a

otimizagao restrita.

Na otimizacao irrestrita tem-se, por exemplo, o Método de Newton e o Mé-
todo de Gradiente, enquanto que na otimizacao restrita existem os métodos indiretos

por exemplo métodos Sequenciais e os métodos diretos como a Programagao Linear
(SARAMAGO; JuNIOR, 2008).

Neste trabalho dar-se-4 uma atencgao especial ao problemas restritas, que no caso

o Multiplicadores de Lagrange.

2.1 Definicoes e Alguns Fatos Basicos

Sejam os conjuntos D C R™ e Q) C R” tais que D C (2, e uma fungao f : Q) — R".
O problema principal a ser considerado é o de achar um minimizador (ou maximizador)

de f no conjunto D.
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Esse problema pode ser escrito como

min f(z) sujeito a € D. (2.1)

O conjunto D serda chamado conjunto viavel do problema, os pontos do conjunto

D serao chamados pontos vidveis, e f serd chamada funcao objetivo.

Definigao 2.1.1. (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) Dizemos que um ponto & € D é

e minimizador (ou maximizador) global de (2.1), se

f(z) < f(x),Vx € D. (2.2)

e minimizador (ou maximizador) local de (2.1), se existe uma vizinhanca U de z tal

que

f(z) < f(x),Yxe DNU. (2.3)

Pela Definicao 2.1.1, todo minimizador global também ¢ um minimizador local,
mas nao reciprocamente. Se Vr # Z, a desigualdade (2.2) ou (2.3) é restrita, z sera

chamado minimizador restrito (global ou local, respectivamente).

2.2 Existéncia de Solucoes Globais

Serao definidos alguns critérios que garantem a existéncia de solugao global.

Teorema 2.2.1. Teorema de Weierstrass (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) Seja D C

R™ um conjunto compacto nao - vazio e f : D — R"™ uma funcao continua.

Entao, os problemas de minimizar e de maximizar f em D tém solugoes globais.

Definigao 2.2.1. (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) O conjunto de nivel da fungao f :

D — R™ associado a ¢ € R é o conjunto dado por
Lip(c)={z € D] f(z) <c}.

Corolario 2.2.1. (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) Seja D C R" e f : D — R" continua
no conjunto D. Suponha que exista ¢ € R tal que o conjunto de nivel L;p(c) seja

nao-vazio e compacto.

Entao o problema de minimizar f em D possui uma solugao global.

Definigao 2.2.2. (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) Dados o conjunto D C R™ e o ponto

y € R™ uma projecio (ortogonal) de y sobre D é uma solucao global do problema

min ||z —y|| sujeito a x € D.
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Corolario 2.2.2. (IZMAILOV; SOLODOV, 2007a) Seja D C R™ um conjunto fechado

nao-vazio. Entao a projecao de y sobre D existe para todo ponto y € R™.

2.3 Condicbes de Otimalidade

Quando D = R", diz-se que o problema (2.1) é sem restrigdo (ou irrestrito), e

quando D # R" falamos de otimiza¢do com restrigdo (ou restrito).

Apresentam-se, a seguir, as condi¢oes de otimalidade para o problema de minimi-

zagao sem restricao

min f(z),z € R". (2.4)

Percebe-se que estes resultados sao também verdadeiros para um problema com
restricao (2.1), desde que o ponto de interesse T esteja no interior do conjunto viavel, isto
é, x € int D.

Teorema 2.3.1. (Condigao de Otimalidade Sem Restrigao)(IZMAILOV; SOLODOV,
2007b)

e Supode-se que a funcao f : R® — R seja diferenciavel no ponto z € R” e também

que Z seja um minimizador local do problema (2.4).

Entao

f'(z) = 0. (2.5)

Se f é duas vezes diferencidvel em z, entdo além de (2.5) tem-se que a Matriz

Hessiano de f no ponto = é semi-definida positiva, isto é,

Yf"(z)d,d) >0, VdeR" (2.6)

Onde a condicdo necessaria e suficiente para que uma matriz simétrica H seja

semi-definida positiva:

- 2T Hz > 0 para todos os vetores x (isso define uma semi-definida positiva).
- Todos os autovalores de H satisfazem A > 0.

- Nenhuma submatriz principal possui determinantes negativos.

b (x,y) - produto interno Euclidiano entre z € R” e y € R".(IZMAILOV; SOLODOV, 2007a)
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- Nenhum pivd é negativo.

e Suponha que f: R"™ — R seja duas vezes diferenciavel no ponto x € R™.

Se T satisfaz (2.5) e se a Matriz Hessiana de f em z é definida positiva, isto é, se

existe v > 0 tal que

(f"(z)d,d) > ~||d||”, ¥ d € R" (2.7)

entdo z é minimizador local estrito do problema (2.4).

A condigao (2.5) chama-se condigdo necesséaria de 1* ordem para o problema (2.4),

e os pontos que a satisfazem se chamam pontos criticos deste problema.

A combinagao de (2.5) com (2.6) chama-se condi¢ao necessaria de 2% ordem, e a

combinagao (2.5) com (2.7) é a condigao suficiente de 2* ordem para o problema (2.4).

A seguir, apresentam-se as condigoes de otimalidade para o caso de restricao de

igualdade:

min f(z) sujeito a x € D = {x € R" | h(z) = 0}, (2.8)

onde f:R* = R e h:R" = R sdo funcdes dadas. A funcio Lagrange ou Lagrangiana,
do problema (2.8) é dada por

L:R"xR &R,

Lz, \) = f(x) + (\ h(2)) = f(2) + X Niha().
Observa-se qe

Li(x,A) = f'(w) + (W (2))TA = () + i Aihi(2),
L)\(z,\) = h(x)

Condigoes deste tipo necessitam de hipdteses de regularidade das restrigoes. As

condicoes de regularidade sao:

{hi(z),i=1,...,1} é um conjunto linearmente independentes, (2.9)

ou h é uma funcao afim, isto é,

h(x) = Az —a, onde A € R(l,n),a € R (2.10)

onde R(l,n) é o espago de matrizes reais de dimensao [ x n.

Sob qualquer uma das hipdtese acima, tem-se como resultado o Teorema 2.3.2.
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Teorema 2.3.2. (Condigdo de Otimalidade no Caso com Restricao de Igual-

dade)(IZMAILOV; SOLODOV, 2007b).

e Suponha que f : R — R seja diferencidvel no ponto z € R" e que h : R* — R
seja diferencidvel numa vizinhanca deste ponto, com derivada continua em z seja

minimizador local do problema (2.8).

Se vale uma das condigoes de regularidade das restrigdes ((2.9) ou (2.10)) entao
existe A € R! tal que

L' (%)) =0. (2.11)

Sob a condicio (2.9), A € R! que satisfazendo (2.11) é tnico.

Se f e h sdo duas vezes diferencidveis no ponto Z, entdo para qualquer A € R que

satisfaz (2.11) temos o seguinte:

(L2,(2,M)d,d) >0, Vd € ker h'(z)?.

O sistema de equagdes
L' (z,A\) =0, h(z) =0

em relacdo a (z,\) € R® x R!, que caracteriza os pontos estacionarios do problema (2.8)
e os Multiplicadores de Lagrange associados, chamam-se sistemas de Lagrange. De forma

equivalente, este sistema pode ser escrito como
/ —
L'(z,A\) =0,
onde a derivada é em relacao a todas as variaveis da Lagrangiana. O ntimero de variaveis

neste sistema é igual ao nimero de equagoes (IZMAILOV; SOLODOV, 2007b).

Na subsecao 2.4 descreve-se o método do Multiplicadores de Lagrange. Metodo-

logia empregada neste trabalho que permite solucionar problemas de otimizacao restrita

(B).

2.4 Multiplicadores de Lagrange, Maximos e Minimos Condiciona-

dos

Problemas de otimizacgao restrita podem ser muito complexos, nao havendo um
método geral para determinar a solugao de todas as classes de problemas. Em algumas
situagoes simples, é possivel obter um resultado explicitando uma variavel em funcao das
outras na restri¢ao; substituindo este resultado na funcao objetivo e resolvendo o problema

de otimizagao irrestrita (ou nao restrita) resultante.

2 ker A - o niicleo do operador linear A (ou da matriz A) (IZMAILOV; SOLODOV, 2007b)
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Entre os métodos que permitem analisar situacoes mais gerais, estd o método
dos Multiplicadores de Lagrange *. Por meio desse método, um problema de otimizacao
restrita com n variaveis e m variaveis de igualdade é transformado em um problema de
otimizagao nao restrita com (n + m) varidveis (GON¢ALVES; FLEMMING, 2007).

Em outras palavras, este método converte problemas de otimizagdo com restrigao
em problemas sem restri¢ao, através da insercao de um novo parametro: o Multiplicador

de Lagrange - \.

Resumidamente, um problema de otimizacao com restricao pode ser escrito da
seguinte forma: minimize (ou maximize) uma funcao real submetida a uma fungao limi-

tadora (ou restritiva)

Teorema 2.4.1. Método dos Multiplicadores de Lagrange (MUNEM; FOULIS,
1982)

Suponha que f e g sejam fungoes definidas e tenham derivadas parciais continuas
num subconjunto D consistindo inteiramente em pontos interiores. Suponha que, em cada
ponto (z,y,z) em D, pelo menos uma das trés derivadas parciais ¢;(z, vy, 2), g2(x, v, 2),
g3(z,y, 2) seja diferente de zero. Entéo os pontos (z,y, z) em D, nos quais f tem extremos
relativos, sujeito a restricao

9(z,y,2) =k,

onde k£ ¢ uma constante, podem ser determinados como segue.

Seja a funcao L definida por

L(z,y,2) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2)

para (z,y,z) em D e A (chamado de Multiplicador de Lagrange) uma constante a ser

determinada. Entao, resolvendo o sistema de equagoes
oL

%_0
=0
oo
ok

para x,y, z e A, diversas solu¢oes podem ser obtidas. Os pontos (z,y, z) desejados, onde

f tem seus extremos sujeitos a restricao, estao entre essas solugoes.

3 Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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2.4.1 Problemas Envolvendo Funcdes a Trés Varidveis e Duas Restricoes

Suponha agora que se quer determinar os valores maximos e minimos de f(x,y, 2)
sujeita a duas restrigoes (condigoes laterais) da forma ¢i(x,y,2) = k e go(z,9,2) = c.
Geometricamente, isso significa a procura pelos valores extremos de f quando (z,y, z) esté
restrito a pertencer a curva C, obtida pela interseccao das superficies de niveis g1 (x, y, 2) =
ke ga(z,y,z) = c (Figura 5) (STEWART, 2006).

Figura 5 — Maximos e Minimos da Interseccao g; e go.

Fonte: (STEWART, 2006)

Supde-se que f tenha valor extremo no ponto P(zg, yo, 20). Sabe-se que V f é orto-
gonal a C'. Além disso, Vg, é ortogonal a ¢, (z,y, z) = k e Vgs é ortogonal a go(z,y, z) = c.
Portanto, Vg, e Vg, s@o ambos ortogonais a C'. Isso significa que o vetor gradiente

V f (o0, Y0, 20) pertence ao plano determinando por Vg, (zo, Yo, 20) € Vga(o, Yo, 20)-

Supoe-se também que esses vetores gradientes nao sao paralelos e nem nulos. Logo,

existem numeros A e p (chamados Multiplicadores de Lagrange), tais que

Vf@o, Yo, Zo) = )\Vgl(%,yo, Zo) + MV92(370>3/0, 20). (2-12)

Neste caso o Método de Lagrange nos leva a procurar os valores extremos resol-
vendo as cinco equagdes nas cinco incognitas x,y,z, A e pu. Tais equagdes podem ser

obtidas escrevendo-se a equagao (2.12) como
Je = Ag1, + 192,
fy = Ag1y + pga,
f- = Ag1. + nga,
gz, y,2) =k

g2(x,y,2) = c.
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2.5 O Hessiano Aumentado (Orlado)

Tal como no caso do extremo livre ndo condicionado, é possivel expressar a condi-
¢ao de segunda ordem na forma de um determinante para situagoes envolvendo extremos

condicionados.

No lugar do determinante Hessiano |H |, encontrado para o caso do extremo condi-
cionado, usa-se o chamado Hessiano Aumentado (ou Hessiano Orlado) (CHIANG, 1982).

O desenvolvimento para se chegar na matriz Hessiano Orlado a partir da matriz
Hessiano, se encontra no livro Matemadtica para Economistas no capitulo 12 de (CHIANG,

1982), o foco deste trabalho é utilizar o método de Hessiano Orlado.

Jfaw [y
fyac fyy

O determinante denominado como Hessiano Aumentado ou Hessiano Orlado, denota-

De forma simples, o discriminante consiste no Hessiano |H| =

se por |H|, em que a barra na parte superior simboliza o aumento (ou orla). Dado um
valor critico ou estaciondrio de z = f(x,y) oude L = f(z,y) + A[c — g(z,y)] em que L é
a funcao Lagrangiana, um |H| positivo ¢ suficiente para estabelecer o ponto critico como
um méximo relativo da funcdo objetiva, f. Analogamente um |H| negativo é suficiente
para estabelecer o ponto critico como um minimo da funcao objetiva. Todas as derivadas

envolvidas em |H| sdo calculadas nos valores criticos de = e y (CHIANG, 1982).

De forma resumida, o ponto local ou relativo é (SILVA; MACHADO, 2010):

e Um minimo local ou relativo da funcio f se |H| < 0.

e Um méximo local ou relativo da funcdo f se |H| > 0.

2.5.1 O Caso de n-variaveis (CHIANG, 1982).

Quando a fun¢ao objetivo toma a forma

2= f(x1, 20, %3, ..., Ty).

Sujeita a

g($175€27x37 7xn) = ¢,

as condigoes para que fungao lagrangiana seja positiva definida (ou negativa definida)
envolvem, uma vez mais, o Hessiano Aumentado (ou Orlado). Dessa forma, é preciso
estabelecer condi¢des necessarias para serem expressas em termos dos menores principais

lideres aumentados do Hessiano.
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Onde a condicao necessaria e suficiente para que a matriz simétrica real H seja

positiva definida:

- 2T Hx > 0 para todos os vetores reais x nao nulos.

Todos os autovalores de H sejam positivos.

- Todas as submatrizes superiores Hj, a esquerda tém determinantes positivos.

Todos os pivos (sem alteragdes de linhas) sdo positivas.

Dado o Hessiano Aumentado (ou Orlado)

0 g1 g2 Gn
g1 Ly Ly Ly,
|H|: 92 Loy Loy Loy, |,

os menores principais aumentados podem ser definidos como

) 0 Yo 9y
[Ho| = | g, Ly Lyo (2.13)

Gy Ly Lo

e
0 g1 92 93
7 g1 L1y Lis Ly
|H3| = e (2.14)
g2 Loy Lo Los
93 L L3y L3
sendo que o tltimo é | H,,| = |H|. Nesta notacdo a barra horizontal acima de H novamente

significa o aumento, ou melhor aumentado. Por exemplo, |}_I2| envolve o segundo menor
principal lider do hessiano (simples), aumentado com 0, g; e go; e analogamente para os
demais (CHIANG, 1982).

As condigoes para definir positiva (minimo local) ou negativa (maximo local) do

Hessiano Orlado sdo:

O ponto critico (ou extremo) é:

e Um minimo local da funcio f se |Hyl|, |Hs|, ...,|H,| < 0.

e Um méximo local da funcio f se |Hy| < 0; |Hs| > 0; |Hy| < 0; ...
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e Se nenhuma dessas condigoes se verifica, a funcao deve ser examinada na vizinhanca

no ponto critico. (SILVA; MACHADO, 2010)

Na Matriz (2.13), para todos os menores principais lideres aumentados (Orlados),

necessitam ser negativos; e na matriz (2.14), os sinais devem se alternar (CHIANG, 1982).

2.5.2 Caso de Miltiplas RestricGes

Quando aparece mais de uma restri¢cao no problema, a condi¢ao de segunda ordem

envolve um Hessiano Aumentado (Orlado) por mais de uma linha e coluna.

Supde-se que hd n variaveis de escolha e m restrigoes (m < n) da forma ¢/ (xy, ..., x,) =

c¢;. Entao, a funcao de Lagrange serd

L= f(y, . wn) + 7 Ajle; — g7 (21, s )]

e o Hessiano Aumentado aparecera como

| g 95 In
| gt 9% 9n
|
0 0 0 | ¢ g5 y qr
m={- - - - - - - -
g1 9 91" | Lu Ls L
93 9 95" | Lx Lo Lon
|
gflz 9121 g | Lm Lps Ly,
9
onde g/ = 89 .1 =1(1,..,n) ej = (1,..,m), sdo as derivadas parciais das fungdes de
Z;

restricao e o simbolo L com dois indices denota a derivada parcial de segunda ordem da
funcao de Lagrange. Note que o Hessiano Orlado foi subdividido em quatro blocos para
uma visualizagao mais clara. O bloco superior esquerdo é composto somente de zeros, e
o bloco inferior direito é apenas o Hessiano simples. Os outros dois blocos, contendo as
derivadas gf , guardam uma relagdo de imagem especular entre si com referéncia a diagonal
principal, resultando, assim, em um arranjo simétrico de elementos em todo o Hessiano

Aumentado.

Vérios menores principais lideres aumentados podem ser formados a partir de |H|.
O que contiver L9y como tultimo elemento de sua diagonal principal serd denotado por
’ﬁg’. Incluindo mais uma linha e mais coluna, de modo que L33 entra em cena, tém-se
|Hs| e assim por diante. Com essa simbologia, pode-se enunciar a condicio suficiente de

segunda ordem em termos dos sinais dos seguintes (n — m) menores principais lideres
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aumentados:
| Hpi1|, | Hsa|, ooy [ H| (0w |HJ).

Para um méaximo de z uma condi¢ao suficiente é que esses menores principais
é o de (=1)™*1. Para

um minimo de z, uma condi¢ao suficiente é que todos esses menores principais tenham o

lideres aumentados alternem sinais, sendo que o sinal de |H,, 41

mesmo sinal, a saber, o de (—1)™.

Note que ter um nimero par ou um niimero impar de restricdes faz uma grande
diferenga, porque (—1) elevado a uma poténcia impar resultara no sinal oposto ao de (—1)
elevado a uma poténcia par (CHIANG, 1982).

No capitulo seguinte é descrito o algoritmo de Otimizacao: Algoritmo Evolutivo e

Enxame de Particulas.



31

3 Algoritmos de Otimizacao

Neste capitulo ¢ descrito o algoritmo evolutivo para otimiza¢ao chamado Enxame
de Particulas (PEDROSA; AFONSO, 2011). A escolha deste método, deve-se ao fato
de que os resultados obtidos pela metodologia proposta nesse trabalho serao compara-

dos com dados disponiveis na literatura resultantes da implementacao deste algoritmo
(PEDROSA; AFONSO, 2011).

3.1 Algoritmos Evolutivos

Problemas de otimizacao modelados através de uma fungao matematica podem
ser resolvidos através de métodos cléssicos de otimizacao, como a programagcao linear e
inteira, onde o objetivo é localizar o valor 6timo para a funcao que representa o pro-
blema. Embora esta técnica seja muito utilizada, o processo de localizacao do 6étimo pode
ser computacionalmente custoso. Como alternativa, podem ser utilizados os Algoritmos
Evolutivos, que nao garantem uma solugdo 6tima, mas podem chegar a um resultado

sub-6timo satisfatorio com um custo computacional aceitavel.

Os Algoritmos Evolutivos tém sido exaustivamente investigados neste contexto
devido a sua capacidade de resolver problemas de otimizacao complexos, trabalhando de
forma eficiente na avaliacdo das variagoes especificas dos problemas estudados. Dentre os
algoritmos evolutivos mais utilizados estao os: Algoritmos Genéticos, Algoritmos Memé-
ticos, os Sistemas Imunolégicos Artificiais e as Colonias de Formigas e, por fim, o Enxame

de Particulas (PSO) (SILVA; LEMONGE: LIMA, 2014).

3.1.1 Particle Swarm Optimization - PSO (Enxame de Particulas)

PSO ¢é uma técnica que se baseia no movimento coletivo de um grupo de particulas,
o enxame de particula. Cada membro desse enxame é movimentado através do espaco de
busca do problema por duas forgas. Uma forga os atrai com uma magnitude aleatéria para
a melhor localizagao ja encontrada por ele proprio (pbest) e a outra forga os atrai para
a melhor localizagdo encontrada entre alguns ou todos os membros do enxame (gbest).
A posicao e a velocidade de cada particula sdo atualizadas a cada iteracao até todo o

enxame convergir.

O algoritmo (Figura 6) inicia cada particula com valores aleatérios de posicao e
velocidade. Durante a sua execugao cada particula avaliard sua posigao atual (ou solugao
atual) em relacdo a melhor posi¢do ja encontrada por ela mesma, fazendo com que o

valor de pbest seja atualizado. Cada particula também avaliara a qualidade da melhor
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solugao encontrada na sua vizinhanca, permitindo atualizacdo do valor gbest. A avaliacao
da qualidade de uma posigao (ou solugdo) é realizada por meio da fungao de fitness ou
aptidao. Apds atualizar o valor de velocidade com os novos valores de pbest e gbest, cada

particula ird se deslocar para uma nova posigdo (NASCIMENTO et al., 2012).

O algoritmo PSO nao trabalha diretamente com restrigdes. Uma estratégia para
que esse algoritmo manipule restri¢oes, é utilizar as fungoes de penalidade. Assim, a
funcao objetivo penalidade f,(x) é obtida através da modificagdo da funcao f(x) da

seguinte forma:
fo(@) = f(z) = op VT,
em que:
fp(x) = valor da fungao-objetivo penalidade para solugao z;
f(x) = valor da funcdo-objetivo do problema;
vp = penalizagao para cada unidade de producao violada;

VT = violagao total das restrigoes de produgdo (minima e maxima);

Inicialize a populagio (enxame)
vetor posigio (aleatoria): x
vetor velocidade (aleatoria): v

___________________________________________

v Para cada particula

Awvalie a qualidade da posigio atual Atualize a
em relagio a ela mesma N posigio

Awvalie a qualidade da posigio atual Atualize a
em relagio a sua vizinhanga velocidade

§ : |

Retome a melhor
solugio

Figura 6 — Fluxograma PSO.

Fonte: (NASCIMENTO et al., 2012)

No capitulo seguinte sdo apresentados os resultados e as discussoes pertinentes.
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4 Resultados Numéricos

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos apds a implementacao da

metodologia proposta, tendo como premissa as formulagoes descritas nas segoes 1.4 e 2.4.

A teoria dos Maximos e Minimos condicionados com o emprego do Método dos
Multiplicadores de Lagrange é aplicada na determinacao do ponto 6timo global para pro-
blemas sujeitos a uma restricao de igualdade. Inicialmente, realizaram-se testes para a
funcao do tipo G11. Em um segundo momento, fez-se um estudo utilizando os mesmos
procedimentos para identificar os pontos 6timos para a fun¢do chamada de G3. Os pon-
tos obtido, que satisfazem os problemas, foram representados graficamente no software
GeoGebra e, finalmente verificou-se, pelo emprego do método de Hessiano Orlado, se tais

pontos sao, de fato, os pontos 6timos.

4.1 Grupo de Funcoes G

O grupo de fungdes G, do inglés G-suite, citados (KOZIEL; MICHALEWICZ,
1999), tem sido utilizado de forma a validar e comparar o desempenho de algoritmos de
otimizacao. Optou-se por utilizar este grupo para que fosse possivel comparar com outros

métodos de otimizagao de problemas com restri¢oes.

O grupo de funcoes G é composto por 24 fungoes. Neste trabalho optou-se
por utilizar as fun¢des denominada G11 e G3 para validagdo da metodologia proposta.
Os dados para as fungoes G11 e G3 sao comparados com os resultados obtido por
(PEDROSA; AFONSO, 2011), onde foi utilizado o algoritmo Enxame de particulas (Par-
ticle Swarm Optimization — PSO) e por (KOZIEL; MICHALEWICZ, 1999), onde foi

utilizado um Algoritmo Evolutivo modificado, respectivamente.

4.2 Descricao do Problema 1 - Funcao G11

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos para a funcao G11. A fungao

G11 é representada por,

flz,y) =2+ (y—1)° (4.1)

e sujeita a restricao
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4.2.1 Desenvolvimento do Problema
Empregando-se o método dos Multiplicadores de Lagrange obtém-se,
L(z,y,A) = [(2,y) — Ag(z,y)
fla,y) =a® + (y — 1)?
gla,y) =y —a?
L(z,y,\) = 2%+ (y — 1)* — My — 7).

Aplicando as derivadas de 1* ordem tem-se que,

oL
oL
oL ,

Colocando-se em evidéncia 2z na equagao (4.2), tem-se que:

20(14+ X)) =0.

Logo, obtém-se duas condigoes:  =0e A = —1.
1° caso, = = 0:

Substituindo-se o valor encontrado para = na equacao (4.4), tem-se

y—(0*=0—y=0.

Uma vez obtido o valor de y, determina-se o valor de A. Logo, substituindo-se

y = 0 na equagao (4.3), tem-se que

20)—2-A=0— A= —2.

Neste caso, o ponto critico encontrado para o 1° caso, x = 0, é o ponto (0,0,1) e

o Multiplicador de Lagrange, A = —2.

Com o valor do par de pontos (z,y) pode-se determinar a coordenada z a partir
da fungao f(z,y), isto é, a fungao objetivo f sujeita a restrigdo g do problema G11. Desta
forma, com o resultado do ponto (z,y, z), e utilizando-se o software GeoGebra, é possivel

obter a representacao deste no grafico (Figura 7).
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Figura 7 — Representacao do ponto (0,0, 1) para o 1° caso, x = 0, da fun¢ao G11.

Observa-se pelo grafico (Figura 7) que o ponto (0,0, 1) ndo pode ser um ponto de
maximo ao decorrer da interseccao das duas fungoes. Isto sera analisado, posteriormente,

com o emprego do método do Hessiano Orlado.
2° caso: A = —1.

Substituindo-se A = —1 na equagao (4.3), obtém-se,

Uma vez obtido o novo valor de y, substitui-se na equagao (4.4). Logo,

O E if
- —a" = T = —-.
2) " 2

Neste caso, o ponto critico encontrado para o 2° caso sao, na verdade, dois pontos
(\/g, %, %) e (—\/g, %, %), o multiplicador de Lagrange A = —1.

Com os novos pares de pontos de (z,y) pode-se determinar a coordenada z a partir
da fungao f(z,y).

E importante ressaltar que deve-se analisar o caso para x > 0 e z < 0. A partir

desta andlise, obtém-se o grafico pelo software GeoGebra. Uma vez obtido o resultado

para as coordenadas (z,y, z), representam-se os pontos no grafico (Figura 8).
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Figura 8 — Representagdo do ponto Critico para o 2° caso da funcao G11.

Observa-se pelo gréfico (Figura 8), ao decorrer da intersec¢ao das duas fungoes,

que os pontos determinados sao pontos de minimo.

Para verificar se os pontos obtidos para os dois casos, sdo de fato pontos de maximo

ou de minimo ou nenhum dos dois, aplica-se o método do Hessiano Orlado (Aumentado).

Relembrando que o ponto (x,y, z) sera:

e Um minimo local da funcio f se |Hy|, |Hs|, ..., |H,| < 0.
e Um maéximo local da funcao f se |Hy| < 0; |Hs| > 0;|Hy| < 0;.....

e Se nenhuma dessas condigoes se verifica, a fungao deve ser examinada na vizinhanca

do ponto critico.

Esse método sera aplicado, como segue, nos 1° e 2° casos decorrentes da aplicacdo
p ) ) p

dos Multiplicadores de Lagrange na resolugao do problema G11.

Para a aplicacdo do método, sao necessarias as derivadas de 1% ordem da funcéo
p )

g, e também das derivadas de 2% ordem da funcao L.

Calculando-se as derivadas necessarias, tem-se:
dg
e
dg
a_y =
0*L
922
0*L
2
0*L _0
0xdy
0?L B
oydr

—2;

1;
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Substituindo-se os valores encontrados para os pontos criticos do 1° caso, (0,0, 1)

e o valor do Multiplicador de Lagrange (A = —2), tem-se:
g:r::O; gyzl; La:x:67 Lyy:2; L:I:y:O; Ly:c:O

Sendo assim tem-se:

- 0 s
|Ha| = ‘
g$ L.Z’Z'
€
B 0 gz Gy
|H3| = | Gz Lxx L:cy
Gy Ly, Lyy

Substituindo-se os valores nos determinantes do Hessiano Orlado, obtém-se;

_ 0 0
|H,| = =0-0=0
0 6
(§
0 1
|Hs| =1 0 6 0/=0+0+0—-6—-0—0=—6.
1 0 2

Como, o valor obtido, nao corresponde aos requisitos de ponto maximo ou de ponto
minimo, segundo a definicio do método do Hessiano Orlado, com |Hy| = 0 e |Hs| < 0,

nada pode-se concluir sobre o 1° caso.

De fato, pelo grafico da Figura 7, o ponto (0,0, 1), ndo pode ser um ponto maximo

extremo, como ja se foi observado.
Para o 2° caso, aplica-se novamente o processo.

Os valores encontrados para o 2° caso sdo:

113 113
(\[2’2’4) ’ (_\@’2’4) eA=-l

Primeiramente, avalia-se o caso em que x = +\/g e obtém-se:
9o = —2x; 9y =1; Lyy =2 —=2\; Lyy =2; Ly, =0; L, = 0.

Substituindo os valores tem-se
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g:r::_2 %;gyzl; sz:4, Lyy:2; nyzo; Ly:(::O
Aplicando-se o método do Hessiano Orlado chega-se a

_ 0 —2,/1 1 1
|Hy| = y \[2 =0—[=2¢/=][=2¢/=] =-2
_Q\E 4 2 2

(&
0 —24/2 1
[Hs| = | —2\/3 4\6 0|l=-4-0-2 —2\/T BV I
i 2 - 2 2] 7
1 0 2

o

Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| < 0, isto é, o ponto ( ,%, %) do 2° caso, para

situagao de x positivo, ¢ um ponto extremo minimo.

Considera-se agora a situagao para x = —\/g . Logo,

9o = —2x; gy = 1; Lyy =2 —2\; Lyy = 2; Ly = 0; L, = 0.
Substituindo-se os valores tem-se

Go=—2(—\/3); 9y =1; Lyy =4; Lyy =2; Ly, = 0; Ly, =0

Simplificando-se os resultados chega-se a

()6

1| =

(\]
S
N[

0 1
s = | 2,/3 0|=—4-0-—4=-8
1 2
Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| < 0, isto é, o ponto do 2° caso, de fato, é um
ponto de minimo local.
Com a aplicacdo do método do Hessiano Orlado, é possivel comprovar que o ponto
encontrado ¢ de fato um ponto extremo de maximo (ou minimo). Para situagoes de

funcgoes com mais de 2 variaveis, nao é possivel a visualizagdo grafica, entretanto esta

verificacdo ainda pode ser feita pelo emprego deste método.
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Figura 9 — Pontos de maximos e minimos para a fungao G11.

A partir da aplicagdo do método dos Multiplicadores de Lagrange foi possivel
definir os pontos que solucionam o problema. A representagao grafica, obtida com o
software GeoGebra, auxilia na identificacdo dos pontos candidados a maximo e/ou minimo
(pontos criticos) e com o emprego do método do Hessiano Orlado verifica-se e classifica-

se quem sao, de fato, os pontos de maximos e/ou minimos extremos.

Na Tabela 1 sao apresentados os resultados obtidos a partir da aplicacdo do Mé-
todo dos Multiplicadores de Lagrange, proposto neste trabalho, os dados gerados por Pe-
drosa e Afonso (PEDROSA; AFONSO, 2011) e por Koziel (KOZIEL; MICHALEWICZ,
1999). Observa-se uma excelente concordancia com os resultados apresentados por Koziel
e Michalewicz (KOZIEL; MICHALEWICZ, 1999).

Tabela 1 — Comparacgao dos Resultados

Teste 1 Teste 2 Teste 3
Koziel e Michalewicz 0.75 0.75 0.75
Pedrosa ¢ Afonso 0.7487 0.7355  0.7525
Método do Multiplicador de Lagrange 0.75 - -

Ao confrontar os resultados, pode-se notar que a metodologia proposta neste tra-
balho possibilitou uma melhor aproximacao que o método proposto no trabalho de Pe-
drosa e Afonso (PEDROSA; AFONSO, 2011). Além disso, por se tratar de um método

deterministico, nao exige um grande esfor¢o computacional.



Capitulo 4. Resultados Numéricos 40

4.3 Descricao do Problema 2 - Funcao G3

O segundo problema abordado neste trabalho considera - se a funcao G3 repre-

sentada por

fz,.xy) = (ﬁ)nf[lxz (4.5)

e sujeita a restricao

onde 0 <x; <1;1=1,2,....,n

Neste problema foi restringido para ¢ = 1,2, logo o problema reescrito ¢

f(z1,m0) = (\/5)2 2129 (4.6)

e sujeita a restricao

g(x1,x9) = x% + :Eg =1.

O problema G3 foi resolvido de maneira analoga a sub-secao anterior. No entanto,

os resultados foram apresentados de maneira simplificado.

4.3.1 Desenvolvimento do Problema
Empregando-se o método dos Multiplicadores de Lagrange obtém-se
L(z1, 29, A\) = f(21,29) — Ag(x1, 22)
flar,22) = (\/5)2 21T
g(z1,20) =23+ 22 -1
L(xy,29,\) = (\/5)2:1:1@ — Mzt +a23-1).

Aplicando as derivadas de 1* ordem tem-se

OL
OL
oL

Isolando x; na equacao 4.9 tem-se
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_ / 1

Substituindo-se o valor encontrado para z; na equagao 4.8 e isola-se x5, chega-se

a

Ty =+ >\21+1‘

Substituindo-se o valor encontrado para x; e x5 na equacgao 4.7, isola-se \, obtendo-
se

A= =£1.

Os valores encontrados para A = 1 e A = —1, onde nas duas situacoes de A,

substituindo-se encontra-se o mesmos valores para x; e x9, que sdo r; = :I:\/g €Ty = :l:\/g .

Neste caso, os pontos criticos obtidos sdo (\/g, \/g, 1) , (—\/g, —\/g, 1) , (—\/g, \/g, —1)
1 1
)
Com os pontos de (x1,x2) pode-se encontrar a coordenada z a partir da fungao
f(z1,29), isto é, a funcdo objetivo f sujeita a restrigdo g do problema G3, desta forma

obtém-se o grafico pelo software GeoGebra, com o resultado das coordenadas (x1, z9, z)

e se obtém os 4 pontos representados em azul na (Figura 10).

Figura 10 — Pontos de maximo e minimos para G3.

Para verificar se os quatros pontos encontrados sao de fato pontos de maximo ou

de minimo ou ndo nenhum dos dois, aplica-se o método do Hessiano Orlado (Aumentado).

Sendo assim, optou-se por dividir esse problema em 2 casos, 1° para A = 1 com
4 sub-casos para cada ponto obtido e 2° caso A = —1 com mais 4 sub-casos para cada

ponto obtido.

Para se aplicar o método, é necessaria a obtencao do valor das derivadas de 1¢

ordem da funcao ¢, e também das derivadas de 2% ordem da funcao L.

Calculando-se as derivadas necessérias, tem-se:
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dg
oy
dg
O,
0*L
0x12
0*L
0Tox
0*L
0x129
0*L
0T
Analogamente, substituem-se todos os pontos nas suas derivadas e se aplica o

= 211;

= 2x9;

= —2);

= —2);

método de Hessiano Orlado.

Sabe-se que as matrizes Hessiano Orlado sao:

7 0 gx
|Ha| = '
Gz, La:13[11
e
- 0 Yz, Gz,
|H3| = | 9z Lxlz1 Lang
Gy Lxg:m Lxga:g

Substituindo-se os valores nos determinantes do Hessiano Orlado para;
1° caso A = 1.

Sub-caso 1, ponto dado (\/g, \/g)

. 0 2,/1
‘HQ‘: 1 > = -2
2,/1 —2
(S
0 2\/3 2,/3
|Hs| =| 2,/1 -2 2 | = 16.
2,/3 2 -2

Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| > 0, isto ¢, o ponto (\/g, \/g) ¢ 0 maximo.
Sub-caso 2, ponto dado (—\/g, —\/g)
_ 0 ~2,/1
|Hy| = -
~2,/% —2

= -2

(S
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0
|H| = —2\@

_2\/g

-2 2

2 -2

= 16.

Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| > 0, isto ¢, o ponto (—\/g, —\/g) ¢ 0 maximo.

Sub-caso 3, ponto dado (—\/g, \/g)

| 1| =

(S

| Hs| =

0

1
_25
0
_2%
2./1

2 - _9
—2
1 1
—2y/3 2y/3
—2 21=0
2 —2

Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| = 0, isto é, para o ponto (—\/g, \/g) nao se pode

confirmar nada.

Sub-caso 4, ponto dado (\/g, —\/g)

| 1| =

(S

|H3| =

0

0
2,1
-9,/

2,/1 .

—2
1 1

2,/1 —2,/1

—2 2 =0
2 —2

Logo, tem-se que |H,| < 0 e |Hs| = 0, isto é, para o ponto (\/g, —\/g) nao se pode

confirmar nada.

2° caso A = —1.

Sub-caso 1, ponto dado (\/g, 3).

| 1| =

(S

| Hs| =

0

0

2,/1 .
2

=0.

2,1 2/}
2 2

2

Logo, tem-se que |Hy| < 0 e |Hs| = 0, isto é, para o ponto (\/g, \/g) nao se pode

confirmar nada.

Sub-caso 2, ponto dado (—\/g, —\/g)
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1
|H| = _2\/2 22\/5 ~ 9
€
0 -2¢/3 -2¢/3
|[Hy| =] —2,/1 2 2 [ =0.
~2,/1 2

Logo, tem-se que |H,| < 0 e |Hs| = 0, isto é, para o ponto (—\/g,—\/g) nao se

pode confirmar nada.

Sub-caso 3, ponto dado (—\/g, \/g)

_ 0 —2,/%
|H2|: _2\/g 2\/g = —2
€
0 -2,/1 2L
|Hs| = | —2,/1 2 2 | = —16.
2,/1 2 2

Logo, tem-se que |H,| < 0 e |Hs| < 0, isto é, o ponto do (—\g, \/g) é minimo.
Sub-caso 4, ponto dado (\/g, —\/g)

0 2/% L
2\@ 2 |

|Hs| =

€
0 2,/1 —2

[Hy| =] 2,/1 2

~2,/1 2

Logo, tem-se que |H,| < 0 e |Hs| < 0, isto é, o ponto do (\/g, —\g) ¢ o minimo.

Portanto, os pontos (\/g, \/g, 1) e (—\/g7 —\/g), 1) para A = 1 sdo os pontos de
maximo e (—\/g, \/g, —1) e (\/g, —\/g, —1) para A = —1 sao os pontos de minimo, de

fato é visto na (Figura 10).

= —16

[\pl\pﬁy

De acordo com Koziel (KOZIEL; MICHALEWICZ, 1999), o resultado exato de-
1 1

n’ ' n

pende a quantidade de varidveis escolhidas, genericamente f(z1, ..., z,) = f( ) onde

o valor do ponto é 1.

A aplicagdo da metodologia proposta no trabalho foi feita manualmente. Exceto o
grafico, gerado no software GeoGebra, levando cerca de dez segundos para obter os resulta-
dos desejados. No trabalho de (PEDROSA; AFONSO, 2011) e (KOZIEL; MICHALEWICZ,

1999) nao é citado o tempo computacional.
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5 Conclusoes

A fim de mostrar a aplicacao da teoria de Maximo e Minimo condicionados, com
o emprego do Método dos Multiplicadores de Lagrange na determinacao do ponto 6timo
global para um problema sujeito a uma restricao de igualdade, apresentou-se neste tra-
balho uma fundamentacao teérico-matematica sobre fungoes reais de varias varidveis e
extremos condicionados, bem como conceitos basicos sobre otimizacao e métodos para

determinar pontos 6timos locais ou globais.

Os algoritmos, baseados em métodos aleatoério, utilizados na determinacao dos
pontos que minimizam (ou maximizam) uma func¢ao objetivo, na sua maioria, dispen-
dem um certo tempo computacional. Entretanto, os métodos deterministicos, como os

Multiplicadores de Lagrange, nao apresentam tal dificuldade.

Diante desses aspectos, com aplicagao da metodologia proposta neste trabalho foi
possivel determinar os pontos que satisfazem a fungdo objetivo e a restricao no conjunto
viavel. Os pontos encontrados foram representados através de um grafico obtidos com o
software GeoGebra, sendo possivel a sua visualizagdo. Além disso, pode-se verificar, pelo
emprego do método Hessiano Orlado que tais pontos sdo de fato pontos extremos e nao

apenas pontos criticos.

Para a efetivacao do objetivo deste trabalho, desenvolveu-se a solugao analitica,
pelo emprego de Multiplicadores de Lagrange, de duas fungoes globais restritas do grupo
de fungbes G, determinadas G11 e G3. A representagao grafica dos problemas foi obtida
com o emprego do software de geometria dindmica GeoGebra. Em um segundo momento,
os resultados obtidos foram comparados com dados disponiveis na literatura. A partir
dessa comparacao, verificou-se uma excelente concordancia com os valores determinados

com o emprego de algoritmos Evolutivos.

Diante do exposto, considera-se que os objetivos deste trabalho foram atingidos,
tendo em vista que, através dos comparativos estabelecidos, pode-se verificar que a for-
mulacao deterministica, Multiplicadores de Lagrange, pode propiciar 6timos resultados

quando comparada com métodos aleatérios.

Em trabalhos futuros, pretende-se empregar a metodologia de Multiplicadores de

Lagrange em problemas com restricao envolvendo desigualdade.
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ANEXO A - Métodos de Otimizacao

Irrestrita

A seguir apresentam-se dois métodos classicos de maximizacao de fungoes irrestri-

tas, o método do Gradiente e o método de Newton.

A.1 O Método do Gradiente

Um dos métodos mais antigos e melhor conhecido de maximiza¢ao de uma funcao
de varias variaveis ¢ o método do Gradiente. Esse método ¢ muito importante do ponto
de vista tedrico, uma vez que é um dos métodos mais simples que apresenta uma analise

satisfatoria.
O Método

Seja f uma funcao continua, com derivadas parciais continuos de 1* ordem e matriz

identidade de dimensao n x n.
O método do Gradiente ¢ definido pelo algoritmo iterativo
Tht1 = Tk + Tk -Gk,

onde 7 é um escalar ndo - negativo que maximiza f(xy+7.gx), isto é, pesquisa-se a partir
do ponto x; ao longo da direcao do Gradiente, até um ponto maximo ser encontrado nessa
linha. Neste caso, o maximo é x4, (FRITZSCHE, 1978).

A2 O Método de Newton

O método do Gradiente baseia-se em aproximacoes lineares, ou de 1* ordem, de

Taylor a f.
Considerando uma tal aproximagao f; no ponto xy.

fr(x) = f(xx) + Vf(zp)(z — ).

O método de Newton estende a idéia do método do gradiente aproveitando apro-

ximacoes quadraticas a f.

Aproximagoes quadraticas ndo sdo somente melhores que aproximagoes lineares,
mas ganham importancia a medida que se aproximam do ponto de solucao z*. Também
no procedimento de Newton, um ponto de solucao é definido como um ponto z*, onde
Vf(z*) =0 (FRITZSCHE, 1978).
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ANEXO B - Métodos de Otimizacao
Restrita

H& problemas em que se procura o maximo de uma funcdo de n variaveis, sendo

que essas varidveis estdo sujeitas a restrigoes lineares e/ou nao lineares.

Neste trabalho apresentam-se dois métodos: um dos métodos mais conhecidos,
chamados o método de diregbes viaveis (restricoes nao lineares) e o método das
penalidades (FRITZSCHE, 1978).

B.1 O Método de Direcbes Viaveis

Considere o problema a ser encontrado a solugdo do seguinte problema nao linear

max f(z1,...,x,) sujeita a g,(z1, ..., x,) > 0; by (21, ..., 2,) =0 (B.1)

onde z tem dimensao n, enquanto f, g e h tem dimensoes 1, p e m, respectivamente.

Suponha que todas as fungoes tenham derivadas parciais continuas e de ordem 2.
Muitas vezes, o método de dire¢oes viaveis é também chamado método primal. Outra
possibilidade é aproximar o problema (B.1) por uma sequéncia de problemas aproximados

que somente no limite convergirao a solucao.

Em resumo, o método de Dire¢des Viaveis é de importancia central entre os al-
goritmos de programacao nao - linear, devido a sua aplicabilidade geral, simplicidade e

boas propriedades de convergéncia, sobretudo no caso de restricao lineares.

A idéia bésica consiste em iterar, através do conjunto F' para que seja viavel, da

seguinte maneira:
Tl = Tg + T-dy,

onde di é um vetor de direcao e 7, é um escalar nao negativo. O escalar 7 ¢é selecionado,
tal que f seja maxima na direcao dj, e, além disso, todo segmento de linha entre x; e x4
esteja dentro do conjunto F' vidvel (FRITZSCHE, 1978).

B.2 O Método das Penalidades

O método de fungoes de penalidade é um procedimento que visa aproximar pro-

blemas de otimizacao com restri¢coes, por problemas de otimizagao sem restrigoes.
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Considera-se o seguinte problema restrito
max f(x) sujeita a g;(z) > 0;i=1,2,...,m,

onde f é uma fungao continua definida em R™ com valores em R, e as restri¢oes g;(x) > 0,

determinam um conjunto vidvel F', sendo as fungoes g;(z) continuas.

Substituindo por um problema irrestrito, ou seja, maz f(x) + puP(x), onde p é

uma constante positiva e P é uma funcao do R™ em R satisfazendo as trés condicoes:

e P(z) é continua no R",
o Plz) <0V zeR"

e Plx)=0& el

P ¢é definida como uma fungdo de penalidade. (FRITZSCHE, 1978)



