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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo do modelo epidemiolégico SIR (Suscetiveis - In-
fectados - Recuperados), proposto por McKendrinck e Kernack em 1927, o qual prevé
a propagacao de uma doenca contagiosa e a interacdo dos individuos envolvidos. Apre-
sentamos a boa colocacao do modelo e comparamos as dinamicas do modelo SIR usando
conceitos de calculo fracionéario e inteiro. Mostramos que a introducao de derivadas de
ordem nao inteira na modelagem da dindmica SIR apresenta propriedades de memdria,
a qual estd presente em qualquer fenémeno infeccioso e, portanto, sendo uma proposta

mais fidedigna a realidade.

Palavras-chaves: Epidemiologia Matematica, Equagoes Diferenciais Fracionarias, Doen-

cas infecciosas, Modelo SIR.
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Introducao

Em busca pela sobrevivéncia nossa histéria como sociedade humana é marcada por
diversas adversidades e desafios. O clima, as guerras, os predadores sempre foram uma
preocupacao da humanidade, nenhum outro fator traz tanto temor a sociedade quanto as
epidemias. Estudos revelam que o niimero de mortes provocado pelas maiores epidemias
¢ impreciso, mas que quando comparado o nimero de mortes provocado por todas as
guerras é muito maior (ANDERSON; MAY; ANDERSON, 1992). Um exemplo que melhor
sintetize o efeito devastador de doengas infecciosas é a peste negra que levou a morte de
um quarto da popula¢ado Europeia durante os anos de 1347 a 1350 (ALONSO; MEDICO;
SOLE, 2003). Outra epidemia que causou milhes de mortes, foi a epidemia mundial da

gripe, em que morreram cerca de 20 milhdes de pessoas.

A raga humana vem incansavelmente estudando solugoes que possam minimizar
esses efeitos (COX; TAMBLYN; TAM, 2003). A Epidemiologia é a ciéncia que se propoem
em estudar quantitativamente a distribuicao de fenémenos, que diz respeito a doencas epi-
démicas e as suas consequéncias na populacao humana. Ela tem como fatores importantes
os métodos cientificos e o fornecimento de subsidios para criar acoes voltadas a prevencao
e controle de doencas. Seu desenvolvimento como ciéncia estabelece um papel impor-
tantissimo para a melhoria das condigoes de saide da populagao humana (WALDMAN;
ROSA, 1998).

O fator mais importante no estudo de doengas infecciosas esta relacionado com
a melhoria do controle epidémico de forma a erradica-las o mais rapido possivel. Com
isto surgem os modelos matematicos, ferramentas poderosas nesta abordagem, que nos
permitem otimizar o uso de recursos ou simplesmente direcionar para medidas de controle
mais eficientes. Na literatura, podemos encontrar diferentes tipos de medidas de controle
que funcionam de modo a reduzir a quantidade média da transmissao entre individuos
infectados e suscetiveis. As estratégias de controle sao utilizadas de diferentes modos,
dependendo sempre de qual tipo de doenca enfrentada, quem é o hospedeiro e qual o grau
de dimensao tal epidemia se encontra (KEELING; ROHANI, 2008).

A imensa necessidade de compreender a proliferacdo de doencgas infecciosas do
ponto de vista dinamico fez surgir uma nova area da ciéncia denominada de Epidemiologia
Matematica. Ela propoe modelos que possam ajudar a tracar politicas de controle dessas
doencas. Um dos modelos mais estudados é o modelo compartimental denominado SIR
(Suscetivel - Infectado - Recuperado) (KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Este modelo
SIR nos permite analisar determinadas caracteristicas dessas doencas infecciosas, tais

como, a fase epidémica, o patamar endémico em que a doenca se encontra e a existéncia
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de limiares nas taxas de propagacao para possibilitar a erradicagao de doencas infecciosas

pelo mecanismo de extingao dos pontos fixos ndo-nulos (HETHCOTE, 2000).

Este trabalho tem como dos objetivos principal apresentar um estudo de boa co-
locagao para do modelo epidemiolégico SIR (Suscetiveis-Infectados-Recuperados) desen-
volvido por McKendrinck e Kernack em 1927, para ordem inteira e fracionaria. Vamos
apresentar a proporcao minima de vacinacao para o controle de uma epidemia e fazer
uma comparacao entre a dindmica inteira e fracionaria usando simulagdoes numéricas.
Neste modelo usamos como hipotese que apéds o individuo adquirir a recuperagao, au-
tomaticamente adquira também imunidade, ou seja sem risco a uma nova infeccao da
mesma doenca. Algumas das principais doencas que podem ser estudadas por este tipo

de modelo sao a Rubéola, o Sarampo e a Variola.

Estruturamos o trabalho da seguinte forma: No capitulo 1 introduzimos os concei-
tos da Epidemiologia Matematica e os conceitos bioldgicos que serao utilizados, exemplifi-
cando cada um deles. Apresentamos uma breve introdugao as origens do estudo nesta area,
vacinagao como um meio de controle epidémico e para concluir iremos analisar um con-
ceito importante sobre Dinamica Populacional, a Forca de Infeccao e Reprodutibilidade
Basal/(Reprodugao béasica). No capitulo 2 apresentamos a Modelagem Epidemiolégica SIR
(Suscetiveis-Infectados-Recuperados) com trés tipos de modelos SIR diferentes, a saber: o
modelo SIR simples, o modelo SIR com Dindmica Vital sem vacinagao e o modelo SIR com
vacinagao, ap6s o modelo SIR com vacinagao em representagao de ordem fracionaria. Para
ultimo, faremos um estudo de estabilidade. No capitulo 3 estudaremos conceitos de cal-
culo fracionario. Apresentamos conceitos preliminares sobre as funcoes especiais, integral
fracionaria de Riemann-Liouville, defini¢cao de derivada fracionaria de Riemann-Liouville

e Caputo e transformada de Laplace para integral e derivada fracionaria.

Além disso, mostramos os resultados de existéncia e unicidade de solucao para o
modelo o ordem inteira e nao inteira. Apés ter estabelecido resultados importantes sobre os
modelos apresentados, no capitulo 5 apresentaremos alguns resultados numéricos, para o
modelo de ordem inteira e para o de ordem fracionaria. De posse das solugoes apresentadas

faremos comparacoes e interpretacoes entre estes dois modelos.
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1 Conceitos Basicos de Epidemiologia Mate-

matica

A palavra Epidemiologia vem do grego, epi que significa sobre, demos que significa

populagao e logos que significa estudo. Sendo assim, podemos entender a Epidemiologia

como o estudo das doencgas infecciosas que acometem a populagdo humana ou doencas

infecciosas que acometem seres vivos.

Caracterizamos uma doenca infecciosa através da presenca de um agente microbi-

ano patogeénico. Esses agentes microbianos causadores de doencas infecciosas podem ser

virus, bactérias, fungos, parasitas e outros.

Dentre todos os tipos de doencgas infecciosas, as doencgas contagiosas sao aquelas

doencgas que sao transmitidas de individuo para individuo de forma indireta ou direta-

mente. A transmissao de doencas infecciosas podem ocorrer por diversas vias. Para um

melhor entendimento do processo de transmissao, vamos classificd-los da seguinte maneira:

a) Horizontal: Quando a transmissao se d4 de um individuo para outro e pode ser:

Contato direto: Como o proprio nome sugere, sao transmitidas por contatos

diretos, como toque ou relagoes sexuais.

Contato indireto: Sao transmitidas através de objetos, sangue ou qualquer
outro liquido corporal. Por exemplo uma doenca que se encaixa nesta modali-

dade ¢ a influenza;

Vias aéreas: Sao transmitidas pela inalacao de goticulas contaminadas pre-
sentes no ar. Podemos citar, como exemplo, a variola, sarampo, catapora e

caxumba;

Por vetores: Sao transmitidas por vetores. Os mais comuns sao os artropodes,

como mosquitos e carrapatos. Por exemplo, maléaria e a dengue;

Agua e alimentos contaminados: Sao transmitidas pela ingestao de ali-
mentos e agua contaminados. Aqui temos a célera que é transmitida por agua

contaminada pela bactéria Vibrio Cholerae.

b) Vertical: Acontece quando a transmissao da doenga se da através da mae para o

filho, pode ocorrer pela placenta, no nascimento, ou através do leite materno.

Caracterizados cada processo de transmissao de doengas infecciosas, vamos definir também

alguns outros conceitos basicos de epidemiologia.
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1.1 DefinicGes basicas de doencas infecciosas

Antes de partirmos para o modelo epidemiolégico matematico, é importante defi-
nirmos alguns conceitos bésicos que sao de extrema importancia e que desempenham um

grande papel na construgao dessa modelagem matematica.

e Individuos suscetiveis: Caracterizados pelos individuos saudaveis, que passa a ser
vulneraveis a contrair a doenca fazendo algum tipo de contato potencialmente infec-
cioso. Individuos caracterizados suscetiveis podem ou nao desenvolver a doenca, isto
é, nao sao individuos infectados. Geralmente, nos modelos matematicos propostos,
assumimos que todo individuo suscetivel é capaz de, eventualmente, desenvolver a

doenca.

e Individuos infectados: Caracterizado pelos individuos que contrairam o agente
patogénico. Quando o individuo estd infectado, automaticamente, comecamos a
chamé-lo de infeccioso, e este individuo passa a ser o principal meio de propagagao

da doenga.

e Individuos recuperados: Caracterizados pelos individuos que passam do quadro
de infectados para recuperados, ou seja, quando o individuo é totalmente curado da

doencga.

e Periodo latente: Caracterizado pelo periodo de evolucao clinica da doenga, no qual
o virus se replica no interior das células parasitadas do individuo. E o0 momento em

que o individuo adquire a doenga, mas ainda nao apresenta sintomas.

e Periodo de incubacgao: E o periodo entre a exposicdo de um agente infeccioso
e o aparecimento dos sintomas da doenga. Para doencas infecciosas, o periodo de
incubagao é o tempo necessario para o agente infeccioso se multiplicar até o limiar

do aparecimento de sintomas.

e Incidéncia: Podemos caracterizar a incidéncia em valores percentuais como a pro-
porcao entre o numero de individuos que adoecem durante um intervalo de tempo
pelo total da populacao. Na maioria das vezes, a incidéncia ¢ determinada pelo
numero de casos ja confirmados de infeccao, os quais subestimam a verdadeira in-

cidéncia, pois sao ignorados os casos suspeitos.

e Prevaléncia: Caracterizado pelo niimeros de pessoas que possuem a doenca por
um determinado tempo especifico. Em valores percentuais, a prevaléncia é a pro-
porcao entre o niimero de pessoas que tém a doenga por um tempo especificado pelo

tamanho total da populacao.

e Proporcao de casos fatais: Caracterizado pela taxa de pessoas que morrem da

doenca em relagao aos que contrairam.
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e Mortalidade induzida pela doenca: é a propor¢cao do niimero de pessoas que

morreram da doenca em uma unidade de tempo pelo total da populacao.

e Taxa de contato: Medida de frequéncia de encontro entre individuos suscetiveis e

infectados.

e Transmissao: Caracterizado pelo processo no qual um virus passa de uma fonte de

infeccao para um novo hospedeiro.

e Vacinacgao: Caracterizado pela preparacao de uma droga, que contém microrga-
nismos vivos, mortos ou fragoes deles, aplicada nos individuos suscetiveis com o

objetivo de imuniza-los contra a doenca.

1.2 Origem da Epidemiologia Matematica

A historia da epidemiologia é longa, iniciada com a obra Epidemia de Hipocrates
(458-377 a.C.). Nesta mesma época, surgiram também as obras de Aristoteles (384-322
a.C.) evidenciando os primeiros registros sobre a ideia da existéncia de seres invisiveis

como causadores de doencas.

O primeiro trabalho que utilizou ferramenta matematica para entender as dina-
micas das doencgas infecciosas, foi a obra “FEssai d'une nouvelle analyse de la mortalité
causée par la petite verole, et des advantages de [’inoculation pour la prévenir” de Daniel
Bernoulli (1700 - 1782), publicado em 1760, que tinha objetivo principal influenciar a

politica de saude publica na época.

Em 1798, 0 economista Thomas Robert Malthus (1766-1834) publicou o livro “ Um
ensaio sobre o principio da populagdio na medida em que afeta o melhoramento futuro
da sociedade, com mnotas sobre as especulacoes de Mr. Godwin, M. Condorcet e outros
escritores”, onde utilizava de modelos matematicos como principio fundamental para a
hipétese de que as populagoes humanas crescem em progressao geométrica. Nele estudou
possibilidades de restringir esse crescimento, uma vez que os meios necessarios para a
sobrevivéncia humana poderiam nao acompanhar o crescimento exponencial. Surgiu assim
o modelo malthusiano (SABETI, 2011). Apds as descoberta de Malthus, outros trabalhos
mais abrangentes comecaram a surgir, mas somente depois de 110 anos que conseguiram
formular teorias especificas sobre transmissao de doencas infecciosas. Os modelos de W. H.
Hamer, em 1906, e do médico britanico Sir Ronald Ross, em 1908, apresentavam teorias
especificas sobre a transmissao de doencas infecciosas com uma expressao matematica
simples. Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende de fatores
como o numero de individuos suscetiveis, o numero de infectados e a taxa de contato

entre suscetiveis e infectados. Isto resultou em um dos conceitos mais importantes na
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epidemiologia matemética denominado de o principio da acao das massas (ALMEIDA et
al., 2014).

No estudo sobre a dindmica de transmissao da malaria, Ronald Ross sugeriu que
devia existir um valor limiar de densidade de mosquitos, abaixo do qual ocorreria a ex-
tincao da malaria. Este pode ter sido o prenincio do Teorema do Limiar, proposto por
Kermack e McKendrick em 1927, em que ha uma densidade critica de individuos susce-
tiveis e abaixo dela a introducao de individuos infectados ndo provoca uma epidemia. A
densidade limiar depende de fatores como infectividade, recuperacao da doenga e taxa de
mortalidade relativa a epidemia (YANG, 2001).

Os primeiros sistemas de equacgoes diferenciais surgiram nos trés artigos de Ker-
mack e McKendrick publicados em 1927, 1932 e 1933, onde introduziram matematica-
mente os conceitos de imunidade e vacina¢ao, demonstraram que ndo é preciso uma va-
cinacao total da populacao para que a doenca seja totalmente erradicada. Esta teoria
tomou forca apds a erradicacao da varfola em 1970, pois com 80% de toda a populacio
mundial vacinada, a doenga foi totalmente erradicada e controlada (KRETZSCHMAR,;
WALLINGA, 2009).

Num trabalho mais recente, em 1955, Whiter estendeu a teoria do valor limiar,
considerando modelos deterministicos mais complexos, (SABETI, 2011). Anderson e May,
em 1986, mostraram a importancia da heterogeneidade na transmissao das infecgoes,

marcando significativos avangos na Epidemiologia Matematica (ALMEIDA et al., 2014).

1.3 A vacinacao como um meio de controle epidémico

Alguns dos principais estudos na area de doencas contagiosas, sdo os métodos de
controle para erradicar doencas o mais rapido possivel. Nestes métodos sao estudada es-
tratégias que podem ser utilizadas de forma a reduzir a quantidade ou a velocidade de
propagacao de uma certa epidemia. Os métodos sao ferramentas poderosas nesta aborda-
gem, pois nos permitem otimizar o uso de recursos limitados ou, simplesmente, direcionar
medidas de controle mais eficientes (KEELING; ROHANI, 2008).

O principal método utilizado para erradicacdo de uma doenca é a vacina. Uma
vacina é produzida a partir de substancias infectantes, ou seja, partes de virus e bactérias
atenuados ou mortos, de forma a atuarem no organismo humano fornecendo a cura ou
a imunidade total sobre a doenca. A vacina é geralmente aplicada a uma proporcao da
populacao, com o objetivo de reduzir consideravelmente o niimero de individuos susceti-
veis. As campanhas de vacinagao profilaticas conseguem reduzir a incidéncia de muitas
infeccoes na infancia em todo o mundo. Podemos citar o trabalho da OMS em 1988 que
resolveu usar estratégias de campanha semelhantes a da variola para erradicar a polio-

mielite em todo o mundo até 2005. Este trabalho pode ser considerado um dos grandes
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projetos ainda em andamento.

1.4 Conceitos da Modelagem Matematica

No campo das ciéncias aplicadas, um modelo mateméatico é um tipo de modelo
cientifico que emprega um formalismo matematico para expressar relacoes, previsoes,
variaveis, parametros, entidades e relagoes entre variaveis e/ou entidades ou operagoes.
Estes modelos sdo usados para analisar o comportamento de sistemas complexos, dificeis
de serem observados em situagoes da vida real. Neste trabalho, iremos nos concentrar na
modelagem de doencas infecciosas e seu espalhamento em populagoes, mas a principio,

modelagem matematica pode ser aplicada para qualquer sistema biolégico ou fisico.

Um modelo matematico deve apenas possuir informacoes que sdo relevantes para
o objetivo especifico ou para a questao biolégica estudada. Uma vez que o modelo é

formulado, partimos para as seguintes investigagoes utilizando métodos matematicos:

a) Como se comportam globalmente as solugbes do nosso modelo.
b) Os dados disponiveis podem ser ajustados ou podem ser mudados para novos dados.
¢) O estudo da estimagao de pardmetros do modelo.

d) Através de interpretagoes numéricas ou graficas, conhecer a importancia de cada

parametros.

e) Conhecer convergéncia e pontos de estabilidades do modelo.

Feito a andlise do nosso modelo, devemos entao através dos resultados interpretar
e entender o sentido bioldgico. Apresentar questoes que respondam quais explicagdes este
modelo pode nos dar sobre o mundo real e concluir se este modelo esta apropriado ou nao

para o problema real.

Modelos matematicos usualmente consistem de parametros e variaveis que estao
relacionados. As variaveis sdo as ideias abstratas das propriedades do sistema que sao
quantificadas ou mensuradas. Os modelos matematicos podem ser classificados das se-

guintes maneiras:

a) Linear/ndo linear: um modelo serd linear se conter independéncia linear entre as

variaveis. Caso contrario, sera nao-linear;

b) Estéticos/Dindmicos: um modelo dindmico é responsével por mudangas no estado
do sistema ao longo do tempo. Os modelos estaticos resultam em quantidades as-
sumindo que nao se alteram ao longo do tempo. Geralmente, modelos dinamicos

empregam equacgoes diferenciais;
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c¢) Continuo/discreto: um modelo discreto trata o tempo ou o estado do sistema como
discreto. J& os modelos continuos incorporam o tempo ou o estado do sistema como

dinamicos;

d) Estocasticos/deterministicos: um modelo deterministico é aquele na qual um con-
junto de estados da variavel é unicamente determinado pelos parametros do modelo
e do estado inicial das variaveis. J& o estocéstico é caracterizado por aleatoriedade

e os estados das variaveis sao descritos por distribuicoes de probabilidade.

A ferramenta utilizada como principal modelo matematico sdo as equacoes diferenciais.
Estes modelos suprem um papel muito importante em diversas areas, como por exemplo
em ciéncias naturais, incluindo ecologia, genética e epidemiologia. Eles sao de altissima
utilidade para um melhor entendimento e organizacao para os dados biolégicos disponiveis,
obtém a resposta para o comportamento, buscam otimizacao e estratégias de intervencao,
e fazem predigdes sobre o sistema (SOTOMAYOR, 1979).

Os modelos estudados ao longo desse trabalhos serdo modelos nao lineares, dina-

micos, continuos e deterministicos.

1.5 Conceitos sobre Dinamica Populacional de Doencas Infecciosas

Um modelo matemaético ¢é feito através de hipoteses de quantificagoes e de ideias
baseadas nos conhecimentos biologicos do fendmeno da interagdo hospedeiro-parasita.
Sabemos que neste aspecto nao ha como existir modelos matematicos que retrate defi-
nitivamente um problema sobre hospedeiro-parasita; ao contrario existe uma constante
interacao entre os avancos dos conhecimentos biologicos a respeito do virus e dos indivi-
duos e os modelos propostos. Assim, os modelos matematicos estdo sempre em constante

aprimoramento.

Para estudarmos a dinamica por tras dos modelos aplicados neste trabalho e en-
tender o comportamento das doencas infecciosas sao necessarios conhecimentos sobre os
pardmetros fundamentais, sendo eles, a forca da infeccdo de uma doenca e a razao de

reproducao basica (Reprodutibilidade basal).

1.5.1 Incidéncia ou Forca de Infeccao

J& vimos que as doencas infecciosas causadas por virus ou bactérias se dao através
de contatos fisicos diretos ou indiretos. Descrevemos assim p o tempo que o individuo leva
para se recuperar da infecgao, tornando-se assim imune. Assim, chamamos o parametro
1 de taxa de recuperagao. Descrevemos (3; como o ntimero de vezes que um individuo
infectado entra em contato com outros individuos em uma unidade de tempo, chamando-

a de taxa de contato. Esta taxa de contato representa dois pontos importantes:
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1) a maneira de como os individuos de uma determinada comunidade estao interagindo

entre si;

2) e a capacidade de infectividade do virus.

Sabemos que a taxa de contato pode ser influenciada por diversos fatores, entre
eles, o convivio entre os individuos, a diversidade genética do virus e do hospedeiro e
as distribui¢oes demogréfica dos individuos. Para o problema se tornar mais simples,

consideramos uma populagao homogénea.

Suponhamos que a probabilidade de infeccdo para cada contato seja p. Assim,
temos que o termo pf; representa a capacidade de um individuo infectado acabar in-
fectando outros individuos. Entao, este individuo pode apenas infectar outros individuos
nao infectados, ou seja, pode apenas infectar os individuos suscetiveis, podemos escrever

o termo da capacidade de infec¢do como:

pﬁli, (1.1)

onde temos T' = S + I + R que representa a populagao total ou a soma dos individuos

suscetiveis, infectados e recuperados. Para o termo (1.1) chamamos de razao de infecgao.

Portanto o niimero de novos infectados é dada por:

pﬁli-’, (1.2)

sendo também conhecido como incidéncia da doenca, representando a transferéncia dos

individuos da classe suscetivel para a classe de infectados.

Quando temos a taxa de contato proporcional ao niimero total de individuos, ou

seja, f1 = 1T com ¢; € R, obtemos a seguinte taxa de incidéncia
051, (1.3)

onde d = pc; e é chamado de coeficiente de transicdo e 91 a forca de incidéncia. Deste
modo, este modelo se torna mais realistico que o anterior, pois se a populagao aumentar,
o numero de contatos entre os individuos sera maior e, sendo assim, temos que a taxa de
contato aumentara. Ao contrario disso, se a populacao total se reduzir, o contato entre os

individuos também sera reduzida tornando uma taxa de contato menor.

Agora, se considerarmos a taxa de contato sempre constante, isto é 1 = ¢ com

¢ € R, entao obtemos como incidéncia

o1

T (1.4)

onde 3 = pco é chamada incidéncia padrao, ou também forca de infeccao.
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Ha outras formas diferentes de definir incidéncia. Podemos usar o modelo mais
realistico e pela Lei da Agao da Massas, temos que \(t) = 01 representa a forca de
infecgdo e A(t)S o niimero de individuos que sao infectados por unidade de tempo. Neste
trabalho usamos esse tipo de incidéncia. (VIEIRA et al., 2017)

E importante ressaltarmos também que nestas expressoes pressupomos que a po-
pulagao esta distribuida homogeneamente, isto €, todos os individuos suscetiveis tem a
mesma probabilidade de serem infectados. Portanto para facilitar o processo de entendi-
mento e simplificar o problema, este trabalho ird utilizar a equacao (1.3) para descrever

o nuamero de novos individuos infectados.

1.5.2 Reprodutibilidade Basal

A forga de infeccao como mostrado anteriormente nos indica o grau de contamina-
¢ao no grupo de individuos suscetiveis pelos agentes infecciosos transmitidos por todos os
individuos infectados. J& a razao de reproducgao basica, também conhecida como Ry, pode
ser interpretada como o numero de casos secundarios que um individuo infeccioso pode
gerar em uma populagao que esta totalmente suscetivel. Este parametro esta diretamente
relacionado com o Teorema do Valor Limiar (DIEKMANN; HEESTERBEEK; METZ,
1990), que determina a existéncia de uma densidade minima de pessoas na populac¢ao em
estudo que sao suscetiveis a uma doenca e acima da qual é favoravel o surgimento de uma
epidemia transmitida diretamente. Para cada doenca epidemiologica é possivel estabele-
cer o parametro Ry pelo qual podemos verificar o desenvolvimento dos infectados. Além
disso, como a razao de reproducao bésica ¢ uma grandeza matematica, ela podera ser
derivada da forca de Infeccao. Sendo assim, o parametro Ry podera assumir os seguintes

valores:

a) Ry =1, temos uma condi¢ao de equilibrio epidémico;

b) Ry > 1, temos descontrole da doenga, ou seja, ela se espalha na populagao de forma

a aumentar o nimero de individuos infectados;

c) Ry < 1, temos controle da doenga, ou seja, a doenga tende a desaparecer na popu-

lacdo, pois o nimero de infectados diminui.

Portanto, para determinar a reproducgao béasica devemos levar em conta a forma
assumida pela taxa de contato, consideremos ela como d = pc;. Outros fatores importantes
para a expressao da reproducao basica sao a taxa de mortalidade m e a taxa de recuperacao
1. Se a taxa de reproducao for alta, temos que a tendéncia é que este periodo de infec¢ao
seja longo. Por outro lado, caso a taxa de mortalidade for alta, entdao os individuos nao

permaneceram muito tempo dentro do periodo de infecgdao. Deste modo, definimos o
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periodo médio de infec¢ao como:

1
PMI = , (1.5)
m—+

onde PMI representa o periodo médio de infeccao. Como sabemos, que a reprodutibilidade
basal é diretamente proporcional ao perfodo médio de infec¢ao (2.5) e & taxa de infecgio

0, entao

4]
m+pu

Ry = (1.6)

A equacao (1.6) nos da a férmula da Reprodutibilidade Basal com a hipétese da

populagao estar uniformemente distribuida.



20

2 Modelagem Epidemiologica SIR

Neste capitulo vamos apresentar o modelo mais simples SIR, na sequéncia mostra-
remos o modelo SIR com Dindmica Vital e sobre esse ultimo adicionamos a campanha de
vacinagao constante, tornando um modelo SIR com Dindmica Vital e vacinacao constante.

Apresentamos também o modelo SIR completo tanto na forma inteira quanto fracionaria.

Os primeiros modelos matematicos a serem introduzidos em epidemiologia tiveram
inicio com Kermack e McKendrik em 1927 (KERMACK; MCKENDRICK, 1927) e foram
recentemente aprimorado por Isea. Lonngren (ISEA; LONNGREN, 2013), sendo eles os

modelos conhecidos como SIR, (Suscetiveis-Infectados-Recuperados).

Em 1927, Kermack e McKendrik, em seus estudos sobre as doencas que se espalham

na populacao, propuseram uma divisao em classes disjuntas, denotadas por:
a) Suscetiveis, S(t), que representam a classe dos individuos saudéveis, ou seja, aqueles
individuos que estao expostos a uma eventual infecc¢ao.

b) Infectados, I(t), que representam a classe dos individuos que estao infectados e que

sao possiveis causadores de novas infecgoes, ou seja, individuos infecciosos.
¢) Recuperados, R(t), que representam os individuos recuperados da doengas, passando
assim a se tornarem imune a uma nova infeccao.

Ainda Devemos considerar também as seguintes hipdteses sobre o modelo:

e todos os individuos nascem suscetiveis;
e infectados que se recuperam, ganham imunidade total,
e as interagoes entre os componentes se dao de forma homogénea;
e o tamanho da populag¢ao permanece constante em relagdo ao tempo;
e nao consideramos emigracao ou imigracao.
Levamos em conta também que o nimero de individuos em cada uma das trés
classes mudam em relagdo ao tempo, entao, S(t), I(t) e R(t) sdo fungoes dependentes do

tempo t. Portanto, o total da populacao é a soma do niimero de individuos que estao em

cada uma das classes.
T(t)=S(t)+1(t) + R(t) (2.1)
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E importante ressaltarmos que estas hipoteses serao usadas nos modelos apre-
sentados ao longo deste trabalho, tendo como principal objetivo tornar o sistema menos

complexo e, assim, simplificar os calculos.

2.1 Modelo SIR Simples

Para comecarmos, vamos apresentar um dos modelos SIR mais simples que envolve

a dindmica dos individuos suscetiveis, infectados e recuperados.

Quando um individuo suscetivel entra em contato com um individuo infectado,
este individuo pode ser infectado ha uma certa probabilidade, como vimos no Capitulo
anterior e é transferido da classe de suscetivel para a classe dos infectados. Observamos
que o numero de individuos suscetiveis decresce em uma unidade de tempo, pois dos novos
individuos se tornam infectados durante este determinado tempo. O contrario acontece
com os individuos infectados, ou seja, na medida que o tempo passa o nimero de indi-
viduos infectados aumenta por causa dos novos infectados que agora fazem parte desta
classe. Como ja vimos, o crescimento do nimero de individuos que se tornam infectados é
chamado de incidéncia. Entao, a taxa de mudanca da classe de suscetiveis para infectados
¢ denotada por:

S'(t) = —incidencia (2.2)

Para deixarmos nosso modelo o mais simples possivel, vamos considerar a taxa de incidén-
cia sendo 1. Assim 0S5, é o nimero de individuos que tornam-se infectados por unidade

de tempo. Lembramos que ¢ = pc;.

Definimos A(¢) = 401, entdo temos o nimero de individuos que sao infectados
por unidade de tempo é igual a A(¢)S. A fungdo A(t) é chamada de forga de infeccao.
Observamos que o nimero de individuos infectados na populacao I(t) é chamado de

prevaléncia da doenca.

Ressaltamos que existem diferentes outros tipos de incidéncia, ou seja, tudo de-
pende de como sao feitas as pressuposicoes sobre a forca de infeccdo. Uma delas é a
Lei de Acao das Massas que nos fornece a seguinte equagao diferencial ordinaria para os

individuos suscetiveis:

S'(t) = —A(t)S = —61S (2.3)

A lei de Acao das Massas nos diz que o termo de transmissao 3; = ¢;T é uma taxa
de contato entre os individuos suscetiveis e infectados, no qual, os individuos suscetiveis

passam a se tornar parte da classe de infectados I(%).

Concluimos que ha duas possibilidades para os individuos infectados, ou morrer
ou recuperar-se, deixando a classe de infectados por uma taxa constante per capita por

unidade de tempo p. Portanto, pul representa o niimero de individuos infectados que foram
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recuperados. Assim,
I'(t) = X\t)S — ul = 61S — pul (2.4)

Quando os individuos se recuperaram passam a deixar a classe de infectados para

a classe de recuperados R. Sendo assim,

R(t) = ul (2.5)

Desta forma, encontramos todas as equacgoes diferenciais que compdem nosso sis-

tema dado por:

S'(t) = —A(1)S
I'(t) = A1) — I (2.6)
R(t) = ul

onde A(t) = 01 representa a Forga de Infecgao.

Lembramos que para que o modelo em (2.6) ainda é necessario fornecermos a
condigao inicial S(0), I(0) e R(0) para que uma tinica solugao. Para a maioria dos modelos
em Epidemiologia sdo quantidades fisicas, onde as solu¢bes comecam a partir de uma
solucdo inicial positiva (ndo negativa) e permanecem sempre positivas (ndo negativas)

por todo o tempo.

Denotaremos por 7" o total da populagao no tempo zero, 7' = S(0) + 1(0) + R(0),

e somando as trés equagoes de (2.6) obtemos que
T'(t)=S{t)+I'(t)+ R(t) = =At)S(t) + N¢)S(t) — ul(t) + pl(t) =0 (2.7)

portanto, T"(t) é constante e igual ao seu valor inicial. O modelo (2.6) é chamado de SIR,

pois cada letra representa um compartimento no qual o individuo reside.

Na Figura 1, esquematizada por um diagrama, geralmente chamado por fluxo-
grama, cada compartimento é um fluxograma representado por uma caixa com a respec-
tiva letra. As setas indicam a direcao do movimento de individuos entre as classes. As

setas de movimento sao tipicamente rotuladas pelas taxas de transicao.

2.2 Modelo SIR com dinamica vital

Neste modelo iremos definir, além dos parametros nao negativos d e p que sao,
respectivamente, a taxa de infecgao e a taxa de recuperacgao, o parametro m que representa

a taxa de natalidade.

Assumimos que a populacao cresca de forma que aos novos nascidos sao suscetiveis.

Representaremos como m71 o nimero total de nascimentos. Consideramos também que
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Figura 1 — Esquema compartimental do modelo SIR simples, onde 0 e p sdo as taxas
infeccao e recuperagao, respectivamente.

individuos de cada classe morrera a uma taxa de mortalidade m, ou seja, levaremos em
conta a morte da populacdo com ou sem estar ligado a epidemia. Consideramos m.S, m/
e mR a taxa de pessoas que morrem na classe de suscetiveis, infectados e recuperados,

respectivamente.

Para tornarmos o modelo mais realistico, continuaremos usando como taxa de
incidéncia a expressao representada por 651, onde & = pc;. Entdo, a nossa primeira

equacgao diferencial, é dada por

S'(t) = mT — 6ST —mS, (2.8)

onde mT é a taxa de natalidade (mortalidade), ST representa a taxa de incidéncia e mS

a taxa de mortalidade da classe dos suscetiveis.

Agora para nossa segunda equagao I(t), precisamos apenas adicionar a expressao

—mJl que representa a taxa de mortalidade dos individuos infectados. Entao,

I'(t) = 6ST — ul —ml. (2.9)

E, por fim, para a tltima equagao R(t) adicionamos a expressao —mR que repre-

senta a taxa de mortalidade dos individuos recuperados. Obtemos assim:

R'(t) = ul —mR (2.10)

Portanto, nosso modelo completo da Epidemiologia SIR com Dinamica Vital, é
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representados pelo sistema de equagoes diferenciais (2.8), (2.9) e (2.10).

S'(t) =mT —§ST —mS
I'(t) =681 — ul —mlI (2.11)
R'(t) = ul —mR

onde a forga de infecgao é dada por: A(t) = 61

Para estudarmos como se comporta o total da populagao, iremos somar as trés

equagoes em (2.11), Entao,

T'(t) =mT —m(S+ 1+ R) (2.12)

Sabemos que o total da populacao é dada pela expressao T'= S + I + R e é cons-
tante. Entao, dai concluimos que T”(t) = 0. Por razao de simplificagdo vamos considerar

o tamanho da populacao normalizada sendo 7" = 1. Obtemos assim o seguinte modelo:

S'(t) =m —6ST —mS
I'(t) = 6ST — ul —mlI (2.13)
R'(t) =ul —mR

Portanto, S(t), I(T) e R(t) representam a propor¢ao de individuos em cada com-

partimento no instante de tempo t.

Na Figura 2, esquematizada por um fluxograma, cada compartimento é um flu-
xograma representado por uma caixa com a respectiva letra. As setas indicam a direcao
do movimento de individuos entre as classes. As setas de movimento sdo tipicamente

rotuladas pelas taxas de transi¢ao e natalidade (mortalidade).
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Figura 2 — Esquema compartimental do modelo SIR simples com dinamica vital, onde
m, 0 e 1 sdo as taxas de natalidade (mortalidade), infecgdo e recuperagao,
respectivamente.

2.3 Modelo SIR com dinamica dital e vacinacao constante

Nesta secgao apresentaremos o modelo SIR com vacinagao constante a partir do

modelo SIR com dindmica vital apresentado na se¢ao anterior.

Com intuito de prevenir uma determinada doenca, a vacinagao aparece como im-
portante meio de combate e prevencao de vacinacao constante, que tem como objetivo
vacinar uma porcentagem de todos os recém nascidos e evitar que novos recém nascidos
se tornem suscetiveis a tal doenga. Para este modelo consideramos v como a proporgao
de sucesso da campanha de vacinacao constante, sendo 0 < v < 1. Podemos representar

este modelo através do seguinte fluxograma:

Figura 3 — Esquema compartimental do modelo SIR simples, onde d, u e m sdo as ta-
xas infecgoes, recuperagdo e natalidade (mortalidade), respectivamente, e v
representa a taxa de vacinagao.

De modo anélogo aos modelos anteriores, consideramos o tamanho da populacao
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normalizado para uma unidade, ou seja, T'(t) = S + 1 + R = 1. Com a campanha de

vacinacao constante, podemos considera-la a partir de dois modos, sendo eles:

1°) o numero de individuos suscetiveis vacinados que ganham imunidade a doenga é

representado por vS, ou;

2°) a proporgao de individuos recém nascidos que sdo vacinados diminui para (1 —v)m.

Usaremos a ideia do segundo item. Portanto, nosso novo modelo SIR com Dindmica

Vital e vacinagao constante pode ser escrito como:

S'(t) = (1 —v)m — 65T —mS
I'(t) =651 — ul —mlI (2.14)
R'(t) =vm+ pl —mR

onde a forca de infecgdo é representado por: \(t) = 61

No modelo (3.14), v, m, u e ¢ sdo as constantes definidas e 0 < S(t), I(t), R(t) <1

sao proporg¢oes de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Ressaltamos que para ser usado uma campanha de vacinacao s6 faz sentido se
tivermos uma reprodutividade basal maior do que 1, ou seja, Ry > 1, pois se o sistema for

o caso Ry < 1 ele ird convergir para o ponto livre de infeccao, isto é, ndo havera epidemia.

2.4 Modelo SIR completo na forma inteira ou fracionaria

Neste modelo atribuimos a ideia de derivada fracionaria, ou seja, temos agora
um certo sistema de equagoes diferenciais de ordem n com 0 < n < 1. O sistema que

representa é dado por:

S™(t) = (1 —v)m—486S1 —mS
I"(t) = 6SI — pl —ml (2.15)
R*(t) =vm + ul —mR

onde A(t) = 01 é a forga de infeccio e 0 < n <1 é a ordem das derivadas.

Para esta representacao temos duas possibilidades:

e Se n =1 entdo temos o modelo de ordem inteira (2.14).

e Se 0 <n < 1 entdo temos o modelo de ordem fracionaria (2.15).

A partir daqui usaremos o modelo (2.15) e estudaremos propriedades de sua solugao

como a unicidade, existéncia e simulagoes numéricas de ordem inteira e nao inteira.
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2.5 Estabilidade local dos pontos de equilibrio

Nesta secdo mostraremos os pontos de equilibrio e estabilidade para o modelo

(2.15).

Observamos que como estamos trabalhando com uma populagao uniformemente

distribuida, temos
St)+1I(t)+R(t)=T=1 (2.16)

De (2.16) obtemos que R(t) = 1 — S(t) — I(t) e, assim, podemos considerar o
modelo (2.15) sendo equivalente a
S™(t) = (1 —v)m —0SI —mS
I"(t) = 651 — pd —ml

(2.17)

Os pontos de equilibrio do sistema sao aqueles onde a taxa de crescimentos das
populagoes de suscetiveis e infectados permanece constante. Na linguagem matemaética,
os pontos de equilibrio do sistema sao aqueles onde a derivada se anula, ou seja, sao os

pontos em que

s _

dt
(2.18)

ar __

dt 0

2.5.1 Pontos de equilibrio

Proposicao 2.5.1 O modelo com campanha de vacinagdo constante admite dois pontos
de equilibrio: Ey = (1 —v,0), chamado de equilibrio livre de infecgao,

B = (RLO’ ,u—l—lm [1 —v— R%D’ chamado de equilibrio endémico.

Demonstragdo: De (2.17) e (2.18), obtemos que

(1—=v)m—6SI—mS =0
0ST —pl —mI =0

(2.19)

Entdo, da sequnda equagao do sistema (2.19), temos
I(0S—pu—m)=0
logo, I =0 ou S —pu—m=0.
1) Se I =0, substituimos na primeira equagio e temos que

(1—vm—-—mS=0=5=1-v
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logo, temos Ey = (1 —v,0). E o primeiro ponto de equilibrio, chamado equilibrio

livre de infecgao.

2) Se S = ’”Tm, substituimos na primeira equagdo temos que

(1—v)m—(5<'u§m>l—m<'u—gm> = 0 (2.20)

De (2.20) obtemos que

| m [1_U_(u+m)}
Hw4+m )
comoRozwLmentdome:Rio,e
1
e — [1—0—]
w+m Ry

Logo Ey = (R%)? Hﬂm {1 —v— RLO}) ¢ o sequndo ponto de equilibrio, chamado equili-

brio endémico.
O

Definicao 2.5.1 A matriz Jacobiana associada a duas fungoes derivaveis f,g : I C R =

R ¢ dada por

o(f, o o
J(S,1) = agég(s, 1) = [zag % ] (2.21)

Teorema 2.5.1 (Método Trago-Determinante) Considere o polinémio caracteristico p(\) =
N2 —tr(J)A\+det(J), sendo tr(J) o trago de J e det(J) o determinante da matriz Jacobiana
calculada em (S, I) por (2.21).

(i) Se det(J) < 0 entdo (S,I) € instdvel.
(i) Se det(J) >0 e tr(J) >0, entdo (S,I) € instdvel.
(iii) Se det(J) >0 etr(J) <0, entio (S,I) é estdvel.

A demonstragio desse teorema pode ser encontrado em (ALMFEIDA et al., 201}).

Vamos usar esse teorema para mostrar estabilidade dos pontos de equilibrio a sequir.
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2.5.2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

Proposicdo 2.5.2 A andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo SIR com

vacinacdo constante revela que hd uma proporcao minima de vacinacao denotada por v,

e dada por v, =1 — Rio, que governa a dinamica do sistema da sequinte forma:

(i)

(i)

Se v > v., ou seja, a taxa de vacinacao for maior que a taxa minima de vacinagdo,
entdao o ponto de equilibrio livre de doenga Fy é estavel e o ponto Ey é biologicamente

irrelevante;

Se v < ., ou seja a taxa de vacinacao forma menor que a taxa minima de vacinacao,

entao o ponto de equilibrio epidémico E; é estdvel e o ponto Ey € instdvel.

Demonstragdao: Seja a matriz Jacobiana associada ao sistema (2.19)

—0l — —0S
J(S,1) = " (2.22)
ol 0S —pu—m
Caso 1) Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre de infec¢io Ey.
Como Ey = (1 —v,0), temos que
_ —5(1 —
JE)=| " (1-v) (2.23)
0 o0(1—v)—(u+m)

tr(J(Ey)) =0(1 —v) —2m —u

det(J(Ep)) = m[(p +m) — (1 — v)]
Notemos que det(J(Fp)) < 0 se e somente se

u+m<di(l—0o)

ot m
<l—-w
)
como mi—l—,u = Ry e O0<m<1, temos que
v<1l—— =01,
R

logo se v < v., Ey é instdvel pelo teorema (2.5.1).
Por outro lado, se v > v, =1— RLO teremos det(J(Ep)) >0 e

(1 +m)

>1—
v 5
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ou seja,
dv—1)>—-pu—m

(1—=v)d—p—m<0

com 0 <m <1, temos

tr(J(Ep)=1—-v)0—2m—pu<(l—=0v)d—m—pu<0

e dessa forma temos que
tr(J(Ep)) <0

Se v > v, entao det(J(Ey)) > 0 e tr(J(Ey)) < 0. e pelo teorema (2.5.1), Ey é um

ponto de equilibrio estavel.

Além disso, observe que a populagdo de individuos infectados tem sentido biolégico
apenas quando € nao negativa. Deste modo, caso v > v., no ponto de equilibrio epidémico

Ey, obtemos I(t) < 0. Portanto, FEy nao faz sentido bioldgico quando v > v.
Caso 2) Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio epidémico Ey

Para existir o ponto de equilibrio epidémico € necessdrio que, com o passar do
tempo, o numero de individuos infectados seja maior que zero, I(t) > 0, pois caso contrdrio
nao fard sentido estudd-lo, pois o sistema evoluiria para o equilibrio de infeccio. Deste

modo,

1
1—wv

I(t) > 0= — —
®) m+ [ Ry

]>0

Assim, como 0 <m <1e0<pu<1, temos

1 1
l-v——5>0=2v<1l—- 5 =v
(Y RO v R v

Agora, a matriz Jacobiana de F;

—LPm —(m+ p)
JED) =] 5" 0 (2.24)
m

Obtemos que

det(J(Ey)) = (1 —v)om

(1— v)ém

() = =
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Notemos que om >0, 1 —v>0epu+m >0, pois 0 < u,m,v <1 ed >0, entio
tT(J(El)) <0

como v < v., obtemos que

1 m+ u
<l-—5=v<1l—-——
v R v 5

Assim,

(v—=1)0 < —m—p

Multiplicando por (—1) e por m, temos que

m(l —v)d —m(m+p) >0
ou seja

det(J(Ey)) > 0

Portanto, como det(J(E1)) > 0 e tr(J(Ey)) < 0, entdo pelo o teorema (2.5.1)

temos que Ey é um ponto de equilibrio estavel para v < v,.
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3 Conceitos de Calculo Fracionario

O estudo em Cdlculo fraciondrio surgiu a partir de uma questao proposta em 1695
pelo Marqués de L’Hospital. Através de uma carta Leibniz questionou ele sobre a deri-
vada de ordem 1/2 de uma fung¢ao. A partir dai, muitos matemdticos propuseram vdrias

definicoes para a integral e para derivada de ordem ndo inteira.

S6 em 1969, Caputo em seu livro "Elasticit’a e Dissipazione"(CAPUTO, 1969),
propos uma definicao formal para a derivada de ordem fraciondria, com a qual resolveu
problemas de viscoelasticidade. Alguns anos depois, surgiram as primeiras interpretagoes

fisicas e geométricas para a derivada e a integral fraciondria, dentre elas destacamos

Lorenzo e Hartley (HARTLEY; LORENZO, 1998).

O cdlculo fraciondrio até entdo era visto apenas como uma teoria matemdtica sem
muitos fundamentos no que diz respeito a aplicagoes. No comego do século XX houve uma
expansao do uso dessa teoria na modelagem de problemas reais em vdrios ramos da ciéncia,
como controle de sistemas, financas e economia. Na epidemiologia matemdtica encontra-
mos inumeras aplicagoes, podemos citar Diethelm (DIETHELM, 2013), que propés um
modelo de ordem fraciondria para a dengue e o trabalho de Gozdles-Parra, (GONZALEZ-
PARRA; ARENAS; CHEN-CHARPENTIER, 2014), onde o autor escreveu um modelo
fraciondrio para a a dinamica da Influenza (HIN1) e por meio de simula¢io numérica,
mostra que o modelo de ordem fraciondria se ajusta melhor a um conjunto de dados reais

se comparado ao modelo de equacoes deferenciais inteira.

Uma equacao diferencial fraciondria tem, em diversos casos, a solucao dada em
termos da func¢io de Mittag-Leffler (CAMARGO; OLIVEIRA; CHIACCHIO, 2006). Ao
entendermos a forma que a funcao de Mittag-Leffer, estamos, de certa forma, compre-
endendo o porque de, em alguns casos, uma equacdo de ordem fraciondria fornece uma
descricao mais refinada de um dado fenomeno do que a respectiva equagdo de ordem in-

teira.

Neste Capitulo vamos ver alguns dos conceitos vdlidos e existentes para o cdlculo

fraciondrio que serdo de extrema importancia para o proximo capitulo.

3.1 Conceitos preliminares ou funcdes especiais

Nesta se¢do vamos apresentar as funcoes, inerentes ao Cdlculo Fraciondrio, ainda
vamos introduzir teoremas, propriedade e a definicio de transformada de Laplace. As
fungoes especiais como Funcao Gamma, Beta sio de suma importancia para a defini¢ao

de integral e derivada fraciondria.
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Definicao 3.1.1 Seja f(t) : [0,00) — R. A transformada de Laplace de f(t), denotada
por F(s) ou Z{f(t)}, € representada pela sequinte integral imprépria

F(s) = 20} = [~ e

3.1.1 Funcao Gamma e Funcao Beta

Para iniciarmos o estudo do cdlculo fraciondrio, comecaremos introduzindo as de-

finicoes de Fungio Gamma e Fungdo Beta.

Definicdo 3.1.2 A Fung¢io Gamma é a integral imprdpria definida para ¢ € Rt dada
por

I'(q) = /OO e “x? .
0

A Fung¢ao Gamma possui algumas propriedades que sdo tuteis para o cdlculo fraci-

onario.
Propriedade 3.1.1 Sio vdlidas as sequintes afirmacoes: seja ¢ € Rt
a) I'(q+1) = ql'(q)-

b) T(1) = 11.

c) D(n+1)=n!, paran € N.

A Funcgio Gamma ¢é utilizada para definir integrais e derivadas de ordem nao

inteira.

Definicao 3.1.3 A Funcgdio Beta é definida como:

1
B(q,p) :/0 217N (1 —2) da

para p,q € RY

O teorema sequinte relaciona as duas fungoes.

Teorema 3.1.1 As funcoes Beta e Gamma se relacionam por meio da identidade

['(q)T'(p)

B(q,p) = w

para q,p € R,
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Demonstracao: Considere o sequinte produto
C'(g)T(p) :/ e_ttq_ldt/ e “uP~du (3.1)
0 0

Seja t = x? entdo dt = 2xdx. Se u = y* entdo du = 2ydy. Substituimos em (3.1),

seque que

M) = (2 e atar) (27 e e tay)
— 4/00 /OO 67(12+y2)x2q71y2p71d£€dy. (32)
0 0

Fazemos a mudanga de varidvel x = rcost e y = rsinf em (3.2)

L(g)'(p) = 4//6r2(TCOSQ)Qq_l(TSi?‘LQ)Zp_lT’deQ

= (2 /oo er2r2((q+p)_1)rdr> (2/’; cos@Qq_lsin92p_1d9>
0 0

— T(g+p) (2 /O g(cosQ)Qq_l(sme)zp_ld9> (3.3)

Chamamos cos® 0 = t entdo dt = —2cosfsind e usando a definicio de fungdo Beta,

entao temos que

L'(g)T(p) = F(q+p)/ (cos0)?172(sinb)**~*(—2cosfsind)df

3.1.2 Funcao Mittag-Leffler

Funcoes de Mittag-Leffler tém um papel fundamental no cdlculo fraciondrio, além
de que essas funcgoes generalizam a funcao exponencial. Nesse caso, as varidveis podem
ser complexas, se considerado z € C e real quando considerado x € R. Vamos definir aqui

as funcoes com um e dois parametros de Mittag-Leffler.

Definigcao 3.1.4 A funcdio de Mittag-Leffeler de um parametro é dada por

) Zk:

Ey(2) =) Tk 1 1)

k=0
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para z € C e Re(z) > 0.

Observamos que para caso ¢ =1 e x € R, temos que

[e%s) [Ek [e'e) J?k
Ei(x) = - = — ="
LD 2w
Definicao 3.1.5 A funcio de Mittag-Leffeler com dois parametros é dada por
Fople) = > =
z) = i
o = T(gk +p)

para z € C e Re(z) > 0.

A sequir algumas das propriedades da funcao de Mittag-Leffeler com dois parame-

tros

Propriedade 3.1.2 Sdo validas as sequintes relacoes:

00 22k oo 22k

a) Fai(2%) =332, TR — > heo o = cosh(z).
22k 22k sinh(z

b) Eza(2") = XiZo T(2k+2) — 2o k1) z( L,

z —z

—€

onde cosh(z) = = ¢ sinh(z) = <=

2

3.2 Integral Fracionaria

No calculo fraciondrio, para definirmos uma derivada fraciondria primeiro é ne-
cessario definirmos a integral fraciondria, pois tanto a ideia de derivada fraciondria de
Riemann-Liouville e de Caputo dependem da definicao de integral fraciondria. Entdo nesta

Seccao serd feita a formalizagdo da integral fraciondria

Definicao 3.2.1 Seja f : [0,00) — C uma fungao continua por partes e integrdavel em

todo subintervalo de [0,00). Denotamos o operador integral J f(t) da sequinte maneira

t
T = [ f()ds
desse modo, temos que JOf(t) = f(t) e JFf(t) = (JJ...J)f(t).
Utilizando o teorema de Fubini (BOUCHARA; ZANETIC; HELLMEISTER, 1996),

temos

2 o= (JD() = /Ot Tf(s)ds :/Ot /Osf(A)dAds

= [ [ rovdsan= [ o0 [ dsan
= [ fOVlslhar = [ 7 - xax
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Agora, fazemos o mesmo para J3f(t),

o= JI2f( / T2f( /Ot /0 FN (s — N)dAds
/ / Ndsdr = [ ey (5 — A)dsd
f(A

_ /Of()\)//\(S— N)dsd) = / Jd

(8 >\)
_ /Otf()\)(t_;\) d\.

Repetimos esse processo vdrias vezes, obtemos que

t(t—s)" !

7= | Ty s

como I'(n) = (n—1)! paran € Z* en > 1, entio

T = o [ (= (s (3.4)

I'(n)
Observamos que para n > 1 a equagio (5.7) estd bem definida. Com isso temos a

sequinte defini¢do:

Definicao 3.2.2 Sejam q € C com Re(q) > 0 e f uma fungio continua por partes
m [0,00) e integrdavel em qualquer subintervalo de [0,00). Entao para t > 0 a integral

fraciondria de Riemann-Liouville de ordem q é dada por
1 t
Jqft:—/ t— )1 f(s)ds 3.5
) = gy =971 (35)

com T'(q) definida pra q € Z* e ¢ > 1.

Definigcao 3.2.3 A funcio de Gel’fand-Shilov é definida por

2 e >0
¢A(x) — () ; (36)
0, sex < 0.

para A € N — {0}. Podemos escrever, ainda que
JUf(t) = (&g = f)(2) (3.7)

Observamos que, a partir dessa definicao de Gel’fand-Shilov e da definicio de

produto de convolucdo, podemos escrever

t(t— )it L o (o de = A
@ = [ e = 0

(@0 )t = [ X7
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Teorema 3.2.1 (Lei do expoente) Sejam q, p > 0 e p,q € R temos que JPJ9 = JItP,
Demonstragdo: Vamos mostrar que ¢4 * ¢, = Qgip € utilizar (3.7).

A partir da definicao de convolucdao podemos escrever

topd—1 (t _ :U)p—l

(¢g x Pp)(t) = o T(q) T(p) dx
tp—1 t o1 x\pP-1
_ P(q)r(p)/o x (1—t) dx (3.8)

z

*em (3.7), obtemos que

Fazemos a mudanca de varidvel u =

(bg % dp)(t) = F(;F(p) [y -yt
- I’Z);(p) /o1 w1 —uf " du
_o _ T T(@T(p)
N F(Q)F(p)B(q’m I'(q)C(p) T(q+p)
tpta—1
= m (3.9)

onde B(q,p) e I'(q + p) sao as fungoes Beta e Gamma, respectivamente, definida para

q,p € RT. Logo, dai temos que, por (3.7),

tpta—1

O * Pp = m = Pg+p-

Observamos que com estas equagoes, concluimos que

qupf(t) = ¢q * pr(t) = ¢q * pr * f(t) = ¢q+p * f(t) = Jq+pf(t)
onde f € tal que J1f(t) faca sentido Vq > 0.

Exemplo 3.2.1 Calcular a integral fraciondria de ordem q € R da funcao constante
f(t) =k, onde n—1<qg<n,néeNekecR"

Ji = r(lq) /Ot(t ) d — r?q) /Ot [t (1 - f)}q_l dz (3.10)
em (3.10)

Entao fazemos u =

+8

J! = —k /t tq’l(l - u)q’ltdu _ Uk /1(1 —u)? du
' I'(q) Jo T'(q) Jo

_ Uk 1% T()D(q)  t%
B I‘(Q)B(LQ) S T(q)T(g+1) T(g+1) (3.11)
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Portanto,
tik

L
T+

0

3.2.1 Transformada de Laplace da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

A transformada de Laplace da integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem

q de uma fungdio [ €
LI ()} = ZL{og(t) « [(1)} = L (1)} L f (1)}

Usando a defini¢io de transformada de Laplace dada em (3.1.1), da fun¢do Gel’fand-

Shilov de ordem q nao inteira dada em (3.6), e fazendo a mudanga de variavel u=st, temos

2} = 24 et oa = ZHOE Ty

2140} /oo = LT [ g,

F(q) = Z{f(t)}s" (3.12)

i”{f( )}s”
['(q)

Portanto, a transformada de Laplace da integral fraciondaria de Riemann-Liouville

de ordem q > 0 de uma fungdo f é

sy = ZU

Consequentemente, temos a transformada inversa é dada por
ZL{f(t
g—l {{fq()}} — JQf(t)
s

3.3 Derivada de ordem Fracionaria

Denotando D = d/dx o operador derivada e seja n € N, o significado de D" f(t)
a derivada de ordem n da fungdo f. Nesta Secio apresentamos as definicoes de derivada

fraciondria de Riemann-Liouville e Caputo.

A escolha mais precisa para o operador fraciondrio depende do problema em que
estamos abordando, por exemplo, podemos mostrar que a definicao de Caputo é mais

conveniente quando estamos estudando equagoes diferenciais com condigcoes iniciais.

A definicao de derivada Fraciondria de Riemann-Liouville € consequéncia direta

do Teorema Fundamental do Cdlculo.
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Teorema 3.3.1 Seja f : [a,b] — R uma fungio continua e Fla,b] — R a fun¢io dada

por
t
F(z) = / F(t)dt.
0
Entao, F ¢é diferencidvel e F'=f.

Usando assim a notag¢do de integral fraciondria como (Jf)(t) = [y f(s)ds e a
notagdo de derivada fraciondria como (Df)(t) = f'(t). Entao pelo Teorema Fundamental
do Cilculo (3.3.1) temos que

(DJIF)(E) = [(t).
De modo mais geral mostramos por inducao finita que para todo q € N
(DUITF)(E) = £, (3.13)
e também € verdade que DIf = (DD...D)f é a composicio q vezes do operador D.

Consideramos que (3.13) € valida para ¢ = m, entdo vamos mostrar que vale

qg=m+ 1 em um intervalo I = [0, al], temos
(DI () = (D™DJI™f)(t) = (DT f)(t) = f(t). (3.14)
Assim, como na integral, o operador derivada satisfaz também a lei dos expoentes,
isto é DIDP f = DIPf para todo f € C*[a,b] com k € N e a <.

Sejam n € N e m o menor inteiro maior que n e f uma fun¢ao continua definida

no dominio [0,al, onde f admite derivada até ordem q, ¢ € RT
D f(E) = £,
Por outro lado, aplicando o operador D™ em ambos os lados da equacdo acima
Dt f(t) = DU f(t)

como a integral fraciondria pode ser definida para nimeros ndao inteiros ¢ > 0, obtemos
que

DIf(t) = D™ JmUf(4),

Com isso chegamos a primeira definicao formal de integral fraciondria de Riemann-

Liouwville.

Definicao 3.3.1 Sejam q > 0 e p o menor inteiro maior que q, assim definimos a

derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem q da sequinte maneira

pwsey = | ot Be= s o] sep—t<a<n

, (3.15)
Lo (t), se q = p.
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A defini¢do de Riemann-Liouvile foi a primeira na literatura, mas somente com a
definicao de Caputo aplicagoes priticas foram possiveis. Vejamos agora a derivada fraci-

ondria de Caputo.

Definicao 3.3.2 Seja q > 0, e p o menor inteiro maior que q. Desse modo, a derivada

fraciondria sequndo Caputo é definida por

CDUf(t) = JUDf(1)].

Observamos que o indice superior da integral da definicao de Caputo tem o mesmo
significado que na derivada fraciondria sequndo Riemann-Liouville, com excegdo do indice

inferior.

¢ prf(e) = o ot — sy (M f(s)) ds, sep—1<q<p;

. (3.16)
LI (t), se q = p.

Observagao 3.3.1 Notemos que a integral sequndo Caputo requer a integrabilidade da
derivada de ordem p da funcdo, por isso se torna uma derivada mais restritiva do que a

derivada de Riemann-Liouville.

Daqui em diante usaremos como defini¢ao de derivada fracionaria sequndo Caputo.
Lema 8.8.1 A sequinte relagio vale: seja f € C*[a,b] para algum k € N, entdo

q—1 k
JiD1 = f(1) — 3" DFf(0)
=0

Demonstracao: Para mostrarmos o lema, vamos usar o Principio da Indugdo
Infinita

IDf(t) = /Df(s)ds
= f(t) = f(0)
0 tk
= - " DFf(0) k' (3.17)

=0

ol
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Supomos que vale para g=m, vamos mostrar que vale para g=m+1. Entao,

IRED) = D0 = | D) - X DDIO)]

- 7 |p) —jZ_:D’““f(O)m

= ()~ J(0) - mZ DH1(0) <;f++ D)
- 10~ DO .19

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, temos o resultado.

O

Teorema 3.3.2 Sejam a derivada fraciondria de Riemann-Liouville e Caputo, ambas de

ordem q e p menor inteiro maior que q. Entao, a seguz'mfe tqualdade € valida.

TD1f(t) = “Df(t) +Z w7 D f(0)

q+1)
Demonstracdao: Aplicando o operador mtegml na definicio de derivada sequndo Ca-

puto,usando o teorema da lei dos expoentes e o Lema (3.3.1), temos que
(JOEDNf(t) = JUJP —q[DPf(t)] = J“”*"[D”f( )]

= J'[D"f(t) ZD’“ (3.19)

Agora aplicando o operador derivada sequndo Rz’emann—Liouville, temos

("DY(IN(EDNf(t) = FDIf ZDk
— Rpus(r) —pZiD k;:'( )(RDq)tk. (3.20)
k=0 :

Observamos que podemos mostrar que (BDI)tk ¢ a integral fraciondria quando
fit)y=tFe
F(k + 1) k—q
Nk—1+1)
FEsse resultado pode ser encontrado em (VIEIRA et al., 2017). Entao
PIDFF0) T(k41)
“Dif(t) = RDif(t) - tha,
f®) 1 (®) z:: k!l T(k—1+1)
i = Dkf(o) k! tk—q
El T(k—1+1)
= DH(0)
= BDIf(t) — — I ke 3.21

k=0

Bpaf(t) = BD"r =
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Assim seque o resultado.
O

O sequinte teorema nos fornece a condicao para que a derivada de Caputo da fungdo

f seja igual a derivada sequndo Caputo da funcao g.

Teorema 8.8.3 A igualdade “DIf(t) = ©“Dig(t) é vdlida, se e somente se,

2 DR(£(0) — ¢(0
1(0) = gty + Y, T =90,
k=0 :
Comt>0ep—1<q<p
Demonstracgdo: Suponhamos que ©Df(t) = “Dig(t) entdo,
JDIE(t) = P (1)

Aplicando o operador integral de ordem q em ambos os lados da identidade acima e usando

o Lema 4.3.1 temos que
JDPf(t) = J7 D (1)

£(6) - X D) = 0t) - X DRg(0)
k=0 : k=0 :

p—1 k
()= o(t) + 3 DH(S(0) = g0))

Agora, suponhamos que f(t) = g(t) + Zﬁ;(lj D*(f(0) — g(O))Z—k, Entao, aplicando o

operador derivada seqgundo Caputo de ordem q, temos que

Cqu(t) — CDqg(t) +Z§ Dk(f(ol){'_ g<0)) (CDq)tk:

= opgy+ Y 2V (0]1!_

k

9(0)) JP=4[ DI4H] (3.22)

Mas como se Dtk =0, seque que ©DIf(t) = “Dig(t) em (3.22).

3.3.1 Transformada de Laplace para Derivada Fracionaria

Vamos mostrar uma breve introdugdo sobre transformada de Laplace para derivada

fraciondaria seqgundo Riemann e sequndo Caputo.
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Propriedade 8.8.1 E valida a sequinte relacio

L{DIf(t)} = s2L{f(t)} — qi D® f(0)s7- 1k

para q € R.

A demonstragio dessa propriedade pode ser encontrada em (CAMARGO; OLI-
VEIRA; CHIACCHIO, 2006).

Teorema 3.3.4 A transformada de Laplace da Derivada seqgundo Riemann-Liouville de

ordem q € dada por

ZL{EDIf(1)} = s9F(s) — pi D®) Jp=a f(()sP~H1 (3.23)

em que Z{f(t)} = F(s).

Demonstragdo: Pela a propriedade 3.3.1 e a equagao (3.12). Aplicando a trans-

formada de Laplace temos

LMD ()} = L{DP(JTP)f(1)}

= Sp[squﬁ{f(t)}] _ Z D(k)JP*Qf(O)Spfkfl

k=0

p—1
= $'F(s)— Y DWW Jjraf(0)sP L
k=0
Segue o resultado em (3.23).

0

Teorema 3.3.5 A transformada de Laplace da Derivada sequndo Caputo de ordem q é
dada por
p—1
X{Cqu(t)} =s1F(s) — Z D(l‘r)f(())sl”_":_1 (3.24)
k=0
em que Z{f(t)} = F(s).
Demonstracao: Pela definicio de derivada de Caputo e usando a propriedade

3.8.1, temos que
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2{ODf(t)} = L{ITUD f(1)} = s L{D"f(1)}

= 7 |2 O) - X Do)
= L0} - X D)
= $§7F(s) — Pz:: DFf(0)s?7HL,

Portanto, seque o resultado de (3.24).
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4 Equacoes Diferenciais Inteira e Fracionaria

Neste Capitulo apresentamos os estudos de existéncia e unicidade de solugoes para
um sistema de equagoes tanto para ordem inteira quanto para ordem fraciondria, dada
uma condi¢do inicial (PVI). Esses resultados podem ser encontrados em (ZHOU; JIAO;
LI, 2009) e (DUARTE, 2015).

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Comegamos considerando o sequinte problema de valor inicial (PVI)

{me(t) = f(t,z(t)) (4.1)

ZE(t0> = Xy,
onde q € (0,1], D9 estd definida em (5.16) e f : R x R* — R". A funcgio f é chamada
de campo vetorial com dimensao n > 1. Lembramos que quando q € (0,1) entdao usamos
a definicdo de derivada de Caputo, dada por

L /t(t ) f(s, 2(s))ds

Canc(t) = 71“(1 — 3

O Lema a sequir € de extrema importancia para os resultados.

Lema 4.1.1 Suponhamos que f(t,xz(t)) é uma fung¢io continua. Entdo, o problema de
valor inicial (4.1) € equivalente a equagdo integral nao linear de Volterra de sequndo tipo

1 gt i
2(t) —x0+w/0 (t — )71 f(s, 2(s))ds (4.2)

Isto nos diz que, toda solugdo da equagio de Volterra é também uma solucao do

PVI original (4.1).
Demonstragdo: Usando a definicio 3.3.2 de Caputo, temos
“Df(t) = JTIDf(t),

com q € (0,1). Aplicamos o operador J9, com J? definido em (3.5) na identidade acima

e obtemos que
JDx(t) = JUf(t, x(t)),
o que implica
1

o) =0 = 15 | (= 8)1 f (s, (s))ds,

1
['(q)

e, portanto,

/Ot(t — ) (s, 2(s))ds.
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Observamos que se ¢ = 1 entao temos

2(t) = 20 + /Otf(s,as(s))ds.

que € a definicao da solucao para uma equacao diferencial de ordem inteira.

4.1.1 Existéncia e Unicidade de EDQO’s de ordem inteira

Vamos antes apresentar algumas das definicoes, lemas e teoremas que serao im-
portantes para a demonstracio do teorema de existéncia e unicidade de uma equacdo
diferencial de ordem inteira. Algumas das demonstracoes desses resultados podem ser en-
contradas em livros de Andlise (LIMA, 2004), Espagos Métricos (LIMA, 1977) e Topologia
(LIMA, 1970).

Definicdo 4.1.1 Um espago métrico é um conjunto X # () munido de uma fungdo

Il : X x X = R*, chamado de métrica sobre X, com as sequintes propriedades.
(i) Para quaisquer a,b € X, |la —b|| =0 se e somente se a=b;

(i7) Para qualquer para (a,b) € X x X, |ja —b|| = ||b—al|;

(7ii) Para quaisquer a,b e c € X, |la—10b|| < |la—¢| +||b— ¢

Definicdao 4.1.2 Dizemos que um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em M é convergente.
Definicao 4.1.3 Chamamos de espaco de Banach um espago vetorial normado completo.

Definicao 4.1.4 Uma funcao f: M — N € dita Lipschitz se existir uma constante real
L >0 tal que

1f(z) = fW)l < Lljz -yl
Ve,ye M.

Lema 4.1.2 Sejam M, N espacos vetoriais. Se f: M — N € uma aplicagio Lipschitzi-

ana entdo f € continua.

Demonstracao: Sendo f uma aplicacao continua de Lipschitz, entdo AL > 0 tal

que

1F(z) = F)ll < Lz =yl
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Assim, dado € > 0 e tomando 0 = %, temos que ||z — y|| < entdo

1£@) = FW)I < Llle =yl < L7 = <.

Portanto, f é continua em M.

O

Definicao 4.1.5 Sejam M, N espagos métricos. Chamamos de contracao uma aplicagdo

f M — N quando existe uma constante L, com 0 < L < 1, tal que

1 () = F)ll < Lz =yl

para quaisquer x,y € M.

Teorema 4.1.1 (Principio da contra¢ao de Banach) Seja M um espago métrico com-
pleto. Se T : M — M ¢é uma contragdo, entdo T possuird um ponto fizo. Além disso, se

x* € um ponto firo de T entao para todo x € M, temos que
1T (x) — 2%[| = 0

quando m — oo.

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, em (DUARTE,
2015).

Para simplificar a notagao, considere os sequintes conjuntos:

a) J=[to—a,ty+ al.
b) B={x e R": ||z — x|| < b}.

c) E={(t,x) e RxR":t e Jx € B}.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Cauchy) Seja a fungio f: E —
R™ continua e lipschitziana na sequnda varidvel, isto é, existe uma constante real L tal

que
1St @) = fEyll < Lz = yll,

parat € J e x,y € B. Entao, existe a; com 0 < a; < a tal que o problema y' = f(t,x)
tem apenas uma solugao u(t) definida em J e satisfazendo p(to) = yo.

Demonstragdo: Por hipdtese f(t,z) é continua entio existe M tal que |f(t,x)| <
M, para (t,z) € E. Tomamos entio a; = min(a, %) Suponhamos que a < %, ou seja

ay = a. Para M =0 temos f =0, caso trivial. Vamos mostrar entao para o caso M # 0.
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Consideramos agora o espaco métrico completo e formado pelas funcoes continuas

de J em B, munido da métrica da convergéncia uniforme,

]l = supres{llx()[]}
comz €V onde WV ={x e C(J,R"): ||z — x| <0b}.

Como estamos no caso inteiro, da equagio (4.2), definimos T, : J — R™ da

sequinte forma
t

Tu(t) =0+ [ f(s,u(s))ds
para u € V. Mostraremos que T,, € W.

De fato,

I7,(6) = ol = | [ 1G5 uts))as

sﬁwgmmw (43)

Como ||f(t,z)|| < M para (t,x) € E, obtemos da equagio (4.3)

t
ITu(t) = woll < [ Mds = MY, = Mt — to)
0

O fato de t € [ty — a,ty+ a] e de a < ﬁ, concluimos

T (t) — wol| < Mt — to] < M.a < b

Portanto, T, (t) € ¥ para qualquer v € V.

Agora, mostraremos que T, é continua. Dados t1,ty € [tg — a,to + a], com t; < to,
entdo vale que

to t1

ITt) =Tl = oo+ [ pGs,uts)as —o— [ 1G5, u(s)as
= [ rscatsnas = [ (s, ue)ds
_ /tt F(s u(s))ds + : F(s u(s))ds — /tt F(s,u(s))ds
_ /tt £ (s, u(s))ds

to
< [ uls))lds
1
to
< Mds
t1
= M|ty —tq]. (4.4)
Portanto, T,, é de Lipschitz e, consequentemente, pelo Lema 4.1.2, T, € continua.

Em outras palavras, o operador T é uma aplicacao de U nele mesmo. Sendo assim

garantimos a existéncia de solugao.
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Por fim vamos mostrar que T é uma contracao. Para u,v € ¥ e pelo fato que f €

lipschitziana na sequnda varidvel,

T, — Tl = supies||Tu(t) — T, (1)
-/to [f(S,U(S)) — f(S,U(S))]ds

= SUpies

< supies | 1Fs.u(s)) = Fso(s))]) ds
< supies [ Lluls) — v(s)]ds
< Llu(s) ~ o(s)supies | ds

= L|ju—v| sup(t — to) = Lal|lu — v|]. (4.5)

Como t € [ty — a,to + a], escolhemos a de tal forma que C' = L.a < 1,

T = Tol| < Cllu = v]].

O que implica que T € uma contracao, pela definicao 4.1.5, pois 0 < C < 1. Entdo,
sendo T uma contragio em WV, um espagco métrico completo, podemos aplicar o Teorema
do ponto fixo de Banach 4.1.1, o qual garante que existe uma e s uma u € V que satisfaz

T, = u(t), ou seja,

u(t) = xo + /tz f(s,u(s))ds.

Ainda, pelo Teorema Fundamental do Cadlculo, temos u'(t) = f(t,u(t)) e u(ty) =
xg. Portanto, o problema de valor inicial (4.1) admite uma unica solugao definida em

J = [to — a, to + a] satisfazendo u(ty) = xo.

4.1.2 Existéncia e unicidade de solucées de EDQ's fracionarias

Vamos antes apresentar algumas definicoes, lemas e teoremas que serdo importan-
tes para a demonstracao do teorema de existéncia e unicidade de uma equagdo diferencial
de ordem ndo inteira. Algumas das demonstracoes desses resultados podem ser encon-
trados em livros de analise, topologia, espagos métricos e analise funcional (OLIVEIRA,
2001).

Defini¢do 4.1.6 O conjunto € (X,Y) é o espago das fungoes continuas e limitadas entre

0s espacos métricos Y e X munido da norma do supremo sobre X.

Definicao 4.1.7 Seja X um espago topologico e M um espagco métrico. Dizemos que uma

familia % de funcoes definidas em X com valores em M é equicontinuo no ponto xo € X
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se, dado € > 0, existe V' C X wizinhanga aberta no ponto xq tal que, || f(x) — f(zo| < e,
Ve € Ve f e .Z. Dizemos que a F € equicontinua se F ¢ equicontinua em todos 0

pontos de X. Sendo assim, temos F C € (X, M), se F € equicontinua.

Definicao 4.1.8 Seja X um espaco topologico. Dizemos que H C X ¢ relativamente

compacto se H € compacto.

Teorema 4.1.3 Seja X um conjunto compacto e Y um espago métrico. Seja H C €(X,Y)
entdo H ¢é relativamente relativamente compacto se, e somente se, H € equicontinuo e
H(z) ={f(x): f € H} é relativamente compacto.

Demonstragio desse teorema pode ser encontrado em (JAHNKE; GARCIA; GAR-
CIA, ).

Definicao 4.1.9 Sejam X eY um espago de Banach e T : X — 'Y um operador linear.

T é dito relativamente compacto se T(H) € compacto, para todo H limitado.

Definicao 4.1.10 Seja T : X — Y um operador linear. T € dito ser completamente

continuo se for continuo e relativamente compacto.

Definicao 4.1.11 L(X,Y) é dito espago vetorial das fungoes integraveis a Lebesque, ou
seja, L(X,Y) ={f: X =Y integrdvel a Lebesgue}.

Definicao 4.1.12 Sejam (X,A) e (Y,B) espagos mensurdveis. Dizemos que a fungdo
f: X =Y é (A, B)-mensurdvel se

1Y) e A VY € B,

isto é, f[7Y(B) C A

Observagao 4.1.1 Fungoes mensurdveis sao aquelas que apresentam comportamento su-

ficientemente simples para que se possa desenvolver uma teoria de integragdo.

Teorema 4.1.4 (Teorema do ponto fizo de Schauder) Seja U um subconjunto fechado,
limitado e convexo de um espago de Banach. Suponhamos que T : U — U é completamente

continua. Entdo T terd, pelo menos, um ponto fizo em U.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em (ZEIDLER, 2013).

Definicao 4.1.13 Seja p um nimero real tal que 1 < p < 0o. Representamos por LP(2)

a classe de todas as fungoes reais mensurdveis x, definidas em ) tais que |x|P € integrdvel.
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Teorema 4.1.5 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € LI(Q2), com 1 <p <
00 € q o conjugado de p, isto €, %+ % = 1. Entio fg € L'(Q) e

<(/ |f\pdx>; (f \g\qu)‘lz

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em (MEDEIROS; MELLO,

[ (r9piz

1985).

Lema 4.1.3 A funcio f : R — R, f(t) = (t — 1)» — (* — 1) é decrescente com p >
1,Vt > 1. Além disso, se dados a,b, com 0 < b < a, entdo

(a —b)P < (a? —bP)

Demonstracao: Seja p > 1. Derivando a fungdo f, temos
ff)=plt—1)P -t <oVt >1

o que implica que € decrescente e f(t) < f(1) = 0,Vt > 1. Considerando 0 < b < a entao

a>1,
a p aP
-——1) —(—-=-1)<0
G- -(5-1)<

(a—by (@) _,
br br -

de onde seque que

& (a=bP <adl =V (4.6)

e o resultado seque.

Vamos apresentar agora os resultados de existéncia e unicidade. Como referéncia

foi usado o artigo de (ZHOU; JIAO; LI, 2009).

Para simplificar a notagao, considere os sequintes conjuntos:
a) J = [to—h,to+ hl;

b) B={x e R": ||z — x|| < b}

c) E={(t,z) e RxR":te€ Jze B}
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4.1.3 Teorema de existéncia

Teorema 4.1.6 (Teorema de existéncia) Assuma que a fungio f: E — R™ satisfaca as

sequintes condicoes do tipo de Carathéodory:

(i) f(t,z) é mensurdvel por Lebesgue com respeito d varidvel t em J.
(ii) f(t,x) € continua com respeito a varidvel x em B.

(iii) Eziste uma constante € (0,q) e uma fungao real m(t) € L%(J) tal que

LF @&, 2)]] < m(t),

para quase todo t € J e para todo x € B.

Entao, para q € (0,1), existe pelo menos uma solu¢ao para o PVI (4.1) no intervalo
J = [to — h,ty + h] onde

o r(q) (q—5)"" -
h = min a, [M <1—ﬁ> ]

M= (/t+a(m(s))/13ds>6

to

Demonstragdo: Vamos mostrar para o caso t € J = [to,to + h]. Sabemos que
f(t,z(t)) é Lebesgue mensurdvel em J' entio f(t,z(t)) € L% de acordo com a condig¢io

(i) e (ii). Assim temos pelo Teorema 4.1.5 que q € o conjugado de p = % Entao,

1 1 P
q p p—1
substituindo p na equagdo acima, obtemos que

1

1
= = (t—s) e LT7
1= 173 (t—s)"" €

para t € J'. De acordo com a desigualdade de Holder dado pelo Teorema 4.1.5, temos que

(t — 8)17 1 f(s,2(s)) € Lebesque integrdavel com respeito a s € [ty, t] YVt € J' e vale que

[ 1=t atonas < ([ (€= 9r)7as) " ([onenias) @)

to
Para z € C(J',R™) definimos a norma
2]l = supse.r |z (s)]

e C(J,R™) com a norma ||.|| € um espago de Banach.

Seja U = {z € C(J,R") : ||z — xo|| < b}. Observamos que VU é um subconjunto
fechado e limitado de C(J',R™).
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Vamos mostrar que ¥ é convexo. De fato, sejam x1,2o € ¥ e A € [0, 1]

(1= Ny + Axg — zol| = |[(1 = N)zg + Azg — 29 + Axg — Azg|
11 = Nz = (1 = X)zo + A(wz — z0)||
< (1= N)llar — zoll + Az — 7]

< (I=XNb+Xb=b

o que implica que (1 — N)xq + Azy € U,

Agora, para cada x € ¥, definimos o operador T como um operador de Volterra
do segundo tipo como no Lema 4.1.1
1

(To)t) =20+ ps /t:(t — )1 f (s, 2(s))ds

Vt € J = [to,to + h]. Vamos mostrar que para qualquer x € V¥, temos Tx € U

De fato, seja x € VU, usando a desigualdade de Holder dado pelo Teorema 4.1.5,

1-8) 77
a condi¢io (iii) e tomando h = mm{a, %(%) 6} ﬁ}. Suponhamos que a <
[bFM@ (‘{_g)l_q ﬂ, ou seja h=a, obtemos que
700~ ool = g [0 = 9 lssatea
x)(t) —x — —s s,x(s))ds
’ F(Q) to
1 t
< — t— )17 f(s,2(s))||ds
= @) [t = 5)" f(s,2(s))]l
1 t ot ﬁd 1-8 t 1d B
< t— ) 1) / 5 ) 48
< g (L (@=o)Tas) ([omentas) @y
Para a primeira integral fazemos a sequinte substituicio w = t — s, entao dw = —ds,
temos que
t q—1 0 q—1 t—to qg—1
/(t—s)mds = w17 (—dw) :/ w1=F dw
to t—to 0
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substituindo (4.9) em (4.8)

(=)
oit=]
= i (=5)
e
_

para t € J'. Isso implica que ||Tx — xo|| < b, entao T € uma fungio de ¥ nele mesmo.

Agora mostraremos que T" € completamente continua. Para isso mostrando que T

¢ continua e relativamente compacta.

Sejam (xn), v € ¥, n € N com lim |[z, — z|| =0, temos Lim xn(t)

t € J'. Da condigao (ii), temos que

lim f(t,z,(t)) = f(t,2(t))

n—oo
para t € J'. O que implica que sup,y || f(s,2n(s)) —

Por outro lado,

f(s,z(s))|| = 0 quando n — oc.

(T2 = (O = 7 / (1= )77 (s, 7(5)) — (5, 7()]ds
< = 9 s ) = Fs ()]s
< g ([ =97 tas) sup 1 7(s.2,(9) = Fs.x(a))|
t - t S
- &= ( /to (1-5)" s sup s = S5l
Fazemos v = 3 e pelo Teorema 3.1.1, temos que
(T (t) — (To) D) < f(q) ([ =) sup 1f(5,,(3)) = £(s.(5)

t
T(q)

7 T(DT(q)
['(g) T(g+1)

seJ’

seJ’

t
['(g+1)

q
B(1,q)sup [ f(s,zn(s
seJ’

) = [f(s,2(s))]]

sup [|f (s, wn(s)) = f(s, 2(s))|
sup [|f (s, zn(s)) — f(s, 2(s))|

x(t), para
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o que tmplica que
[(Tay)(t) — (Tz)(t)]| = O,

quando n — oco. Logo, o operador T é continuo.

Vamos mostrar agora que T'(V) € relativamente compacto. Para isso € necessdrio
mostrar que a familia de fungoes {Tx : x € W} é pontualmente limitado e equicontinua

em J'.

Para x € U, temos que, por (4.8)

[(Tz)(0)]] = [|(T%)(t) — zo + o]
< |[(Tz)(t) = ol| + |[zol]
(=N s
= F(Q)((J—ﬁ) WM ol
< b+ |lzol|

o que implica que {Tx : x € W} é uniformemente limitado. Portanto, pontualmente

limitado.

Por fim mostraremos que {Tx : x € W} ¢é equicontinuo em J'. Sejam ti,ty € J',

com t; < tg, temos que

[(Tx)(t2) — (T)(t)]| =

1 t2 q—1 h q—1
= g L G = o s wods = [t = ) s 2()ds
1 h g1 . — )T (s, x(s))ds—
= g L = o s wods + [t = ) s 2

= [t s

(i t1 a—1 g—1 t2 q—1

- g /to [ty — 5)71 = (1 — )7 Y] f (s, 2(s))ds + /tl (ts — 8)77" (5, 2(s))ds
1 t1 q—1 qg—1

= r<q>/t0 1[(ts — )" = (1 — )71 (5, 2(5))||ds
1 t2 g—1

Y R /tl (s — )47 £ (s, 2(s))||ds

Usando a desigualdade de Holder dada pelo o Teorema 4.1.5

[(Tz)(t2) — (T)(t)]] <
1 1

< m /to [(tg — S)q_ — (t1 — S)q_ ]m(s)ds + @ /t1 (t2 _ S)q— m(s)ds

i ([ o = =] ) ([ motas)
+ ng) (/: [(tg — s)q_l} = ds)l_ﬁ (/: [m(s)]% ds)ﬁ

IA
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Aplicando o Lema 4.1.3, onde a = (ty — 8), b= (t; — s) e p = =%

[(Tz)(t2) = (Tz)(t1)]] <

B
ts - 1-8 , .t L \A
+ F(1®</t {(tz—sﬁﬁ} ds) (/t [m(s)]ﬁds)

Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, obtemos que

[(Tz)(ts) — (T)(t)]] <

> 1 temos que

C A=) (o)
+ F]é) (j}:g)l_ﬁ :(tQ - tl)‘i‘srﬁ
- F]g) ((m)lﬁ :_ <(t2 —t0) 5 — (0 to)g_ﬁ) + (t2 — tl)g_ﬁr_ﬁ
+ sz/[q) ((11:@1/3 :(t2 . tl)(ll:ﬁr_ﬂ
< F]Z) (j};ﬁ)lﬁ :—(tQ —to—t1 +to)TF + (- tl)“r—ﬁ
mas note que quando t, — ts, o lado direito da desigualdade acima tende a zero. Logo

cx € U} € equicontinuo em J'. Portanto como W é fechado, equicontinuo e pontual-

mente limitado concluimos que € relativamente compacto. Entao, aplicando o teorema do

ponto fixo de Schauder 4.1.4, existe x* € ¥, tal que, Tx* = x* e, assim,

L /t(t —5)17 f(s,2%(s))ds

x*(t) @ ,

para t € J'. Portanto, x* é uma solu¢io para o PVI (4.1) em J = [to,to + h].



Capitulo 4. FEquagoes Diferenciais Inteira e Fraciondria 57

4.1.4 Teorema de Unicidade

Para garantir unicidade de solu¢ao consideramos o mesmo teorema de existéncia

e adicionamos uma quarta hipotese.

Teorema 4.1.7 (Unicidade) Nas mesmas hipdteses do Teorema 4.1.6 de existéncia, as-

sumimos uma quarta hipotese:

(iv) Briste uma constante X € (0,q) e wma fungio real pu(t) € Lx(J), tal que,

LF @t 2) = f(E )l < p)lle =yl

para todo t € J e para todo x,y € B. Entao, exite wma unica solugcao para o PVI
(4.1) em [tog — hq,to + hi], onde

r o\ 1-ATex
hi <min<a,h, { (9) <q)\> ]

Demonstragdo: Seja agora V' = {z € C([to,to + h1],R") : ||z — x0]| < b}
e Tx definido exatamente igual ao teorema de existéncia para t € J" = [to,to + hi].

Analogamente verificamos que T'(V') C W'.

Vamos mostrar entdo que o operador T é uma contragio em V. De fato, dados

A
x,y € V', pela desigualdade de Holder e tomando h; < min{a, h, h(;l) (g)l } A}

temos que

1)@ = Ol < o (=97 ul)ds) sup llets) = y(s)]

seJ”

[ =5 us)ds ) lle gl

to
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=

‘J) q— to
M, [1=X\'""
< 2 (E23) ey
M, (1=X\""||r =]
< Mho(1zA @) (a=2 e — gl
F(q) qg— A M; \1—-\

para t € J".
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O que implica que C = FJ‘(J;)(;:—f\‘)l_’\h'f_’\ € (0,1). Logo pela definicao 4.1.4, temos
que T € uma contragdo. Portanto usando o Teorema 4.1.1 do Principio da contracao de
Banach conclimos que T tem um tinico ponto fizo x, que € a solugdo para o PVI /.1 em

J” - [to,to -+ hl]

Vejamos agora outra maneira de demonstrar unicidade.

Teorema 4.1.8 Assuma que a condigio (iv) do teorema de unicidade 4.1.8 seja valida.

Se a solugio do PVI (4.1) existe em [ty — h,to + h|, entdo a solugio do PVI é unica.

Demonstragdo: Suponhamos que ezistam duas solugoes diferentes, x(t) e y(t)

para o PVI (4.1) em [to,to + h]. Entao, para t € [to,to + h] temos que

) /tj(t —5)77 1 f(s,2(s))ds

1

l‘(t) =Xy +

Vit =30+ s [t =5 syl
Entao,

1

['(q)

parat € J = [tg, to+h]. Pelos os mesmos passos da demonstragio anterior, temos

lz(t) =y <

Y

/tj[f(s’ CL’(S)) — f(S,y(S))]ds

que
|z (t) = y(t)|| < C.sup|lz(s) — y(s)l|

seJ’

parat € J' e onde C = %)(%)1_Ah§_A € (0,1). Entdo dai,
|z

sup ||z(t) — y(t)|| < C.sup||z(s) — y(s)|]
seJ’ seJ’!

o que tmplica que
sup |[z(t) — y(t)|| — C.sup [[z(s) — y(s)|[ < 0
seJ’ seJ’
= |z —yll = Cllz —yl[ <0
= (1 =0O)fz =yl 0.
Como C € (0,1), entdo (1 — C) > 0, logo essa desigualdade € vdlida se e, so se

lz —yll <0

Mas como sabemos que a norma é sempre positiva. Entao, concluimos que
z(t) = y(t),vt € J'.

Portanto, a solucao é unica.
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4.2 Existéncia e Unicidade do Modelo Epidemiologico

Nesta secao, vamos aplicar o teorema de existéncia e unicidade para mostrar que
o modelo epidemiologico proposto esta bem posto, ou seja, possui solucao para qualquer

valor de cada constante e concluir que estd solucao € unica.

Relembrando o modelo epidemiologico dado por:

S™(t) = (1 —v)m—3851 —mS
I"(t) = 051 — ul —mli (4.10)
R"(t) =vm+pul —mR

onde A\(t) = 61 € a forca de infecgao e 0 <n <1 é a ordem das derivadas.

4.2.1 Modelo epidemiolégico de ordem inteira

Definicao 4.2.1 Duas normas quaisquer no espaco R™ sao equivalentes, se existirem

constantes positivas Ly e Loy tais que

Lolz]] < [[z][y < Lof|||

Vo € R™ onde ||z|| = /o3 + ... + 22 e ||z]|1 = |v1] + ... + |@n].

Sejam x(t) = (S(t), I(t), R(t)) e

(1 —v)m —6SI —mS
f(t,z(t)) = ST — pul —mlI
vm + pul —mR

Proposicdo 4.2.1 O modelo epidemiologico SIR com vacinacao constante de ordem in-
teira possui solugdo se a aplicagao f(t,z(t)) for continua e Lipschitz em relagao a sequnda

variqvel.

Demonstragdo: De fato, sabemos que cada solugio z(t) do sistema é continua

num intervalo compacto J = [ty —h,to+h|, entdo € limitada, ou seja, ||z(t)|| < M Vt € J

Pela definicao 4.2.1 temos que qualquer norma do R™ € equivalente entdo para

facilitar os cdlculos, vamos usar a norma ||.||1, temos que
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1t 2(t) = ft,a@®)lh =

(1 —v)m —6ST —mS (1 —v)m — 65T —mS
= 0ST — pul —ml — 68T — pul —ml
vm + pl —mR vm + pl —mR

—6SI —mS + 65T +mS + (651 — 651)

= 6ST — pI —mI — 6ST + pul +miI + (65T — 6ST)
pl —mR — pl +mR

| — 08T —mS +6ST +mS + (651 — 6ST)|

1

+ |6ST — ul —mI — 6ST + ul +ml + (6ST — 6ST)|
+ |l —mR — pul +mR|

< OIS = S+ m||S = S|+ |0]|S]|1 — 1|

+ OIS = I| + [ullT = I| +m||T — I| + [0]|1]|S — S|
+ |pllf = I+ [m||R - R|

= 2M|5||S — S|+ 2M|6||I — I| + 2|p||I — I|

+ [m||S = S|+ |m||I — I| + |m||R - R

= (@MIo] +|m)|S — S|+ 2M|6] + 2|u| + [m|)|] — I + |m||R — R

< max (2M]6],2ul, |ml) [|S = S| + [T - T| + |R - R|

= Llja(t) = 2(t)|x (4.11)

onde L = max (2M|d|, 2|u|, |m|), portanto f(t,z(t)) é de Lipschitz em rela¢io a sequnda
variavel. Também é continua pelo Lema 4.1.2 e concluimos pelo Teorema 4.1.2 que a

solucao existe e € unica.

4.2.2 Modelo epidemiolégico de ordem nao inteira

Teorema 4.2.1 Toda fungio continua f: R — R é Lebesque mensurdvel

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em (OLIVEIRA; VIANA,
2010).

Proposicao 4.2.2 O modelo epidemioldgico SIR com vacinacao constante de ordem fra-
ciondria possui solugao se f(t, x(t)) for continua em relagdo a sequnda varidvel e Lebesque

mensurdvel em relagao a t em J = [ty — a,ty + a).

Demonstragdo: Observamos que a condi¢io (iii) do Teorema 4.1.6 e (iv) do
Teorema 4.1.7 sao imediatas. Para o modelo de ordem nao inteira, ¢ € (0,1), devemos

mostrar as condigoes (i) e (ii) do Teorema 4.1.6, ou seja, f(t,z(t)) é Lebesgue mensurdvel
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e continua em relagao a sequnda varidvel, respectivamente. Como mostramos em (4.11),
f(t,x(t)) é Lipschitz em relagio a sequnda varidvel, portanto é continua em relagio a
sequnda varidvel. Logo, resta mostrarmos apenas que f(t,x(t)) do modelo é Lebesgue

mensurdvel em relacdo a t em J.

De fato, pois como cada coordenada de f é constituida de somas e produtos de fun-
coes continuas entdo f é continua em t. Logo, pelo Teorema 4.2.1 temos que f € Lebesque

mensuravel em rela¢io a t em J.
O

Portanto concluimos que tanto para ordem inteira e ndo inteira a solugdo existe e é unica.
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5 Resultados Numéricos

Vamos apresentar nesta secao os resultados numéricos para ambas as ordens, a
saber inteira e ndo inteira, usando o modelo epidemiologico SIR com dinamica vital e
vacinag¢ao constante (2.15), fazendo comparagoes e analisando em quais das situagoes é

preciso um intervencao através de vacinas para erradicar uma tal epidemia.

Lembramos que é possivel obtermos um outro sistema de equagoes diferenciais

simplificado e equivalente a (2.15). Sendo,

reduzimos assim o sistema (2.15) para apenas duas equagées diferenciais inteira ou fraci-

ondaria nao lineares.

S™(t) = (1 —v)m—0SI —mS
I"(t) =651 — pl —ml

(5.1)

onde \(t) = 01(t) é a forca de infecgio e 0 <n <1 é a ordem das derivadas.

Lembramos que a Razdo de reproducdo basica que foi usada para o cdlculos dos
pontos de equilibrio e a porcentagem minima de vacinagdo sdao, respectivamente, dadas

por

0 1
RO = Ve = 1 — —
m+ [ Ry
Os pontos de equilibrio do sistema (5.1) livre de doenga e endémico sao, respecti-
vamente,
1 m 1
Ey=(1-v,0 Ey=|—=, l—v——
0 ( ) ! (R() 12 +m [ R0]>

Neste capitulo foram realizadas simulacoes numéricas levando em conta o ponto
de equilibrio livre de doenga Fy e o ponto de equilibrio endémico Ey do sistema de equa-
¢oes diferenciais tanto para ordem inteira como para ordem mao inteira. Para o ponto de
equilibrio endémico foi testado o método de vacinacao. Nos resultados foram usados dois

valores iniciais diferentes que tornam o modelo bem definido.

(a) (S(0),1(0)) = (0.90,0.10), 90% da populagio suscetivel e 10% infectada;

(b) (S(0),1(0)) = (0.60,0.40), 60% da populacio suscetivel e 40% infectada.
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5.1 Simulacdes para o ponto de equilibrio livre da doenca Ej

Notemos que para um Ry < 1 a doenca é erradicada, ou seja, a solu¢io deverd
convergir para o ponto de equilibrio livre de doenca. Assim ndo faz sentido aplicarmos
uma campanha de vacinagdo e, portanto, consideramos v = 0. Abaizo seque a tabela de

valores usados.

Parametros | Valor
) 0,455
m 0,004
I 0,48
v 0

Tabela 1 — Valores dos pardmetros do sistema (5.1)

As simulacoes foram feitas para as ordens, ¢ = 0.7, ¢ = 0.8, ¢ = 0.9 e ¢ = 1,
em um tempo t = 300 dias. Com v = 0, temos o ponto de equilibrio livre de doenca
Ey = (1,0). De acordo com os wvalores dados acima encontramos um Ry = 0,9401, ou

seja, nao ha necessidade de vacinagao.

Podemos perceber pelas figuras 4 e 5 que as solucoes simuladas para o modelo
inteiro e fraciondrio convergem para o ponto de equilibrio livre de doenga Ey independen-
temente dos dois valores iniciais considerados para a condig¢do inicial do sistema. Logo

podemos considerar estabilidade global do sistema no ponto de vista numérico.



Capitulo 5. Resultados Numéricos

64

Solugdo do sistema
= = = = = = = =
[ P = o > = = o
\
\
L
\

=]

— s
— )

=
f

A1

Tempo t (Dias)
(a) g=1

0 50 100 150 200

250 300

=
w

Solugdo do sistema
= = = o =
@ = o = =

bt
P2

e

=
=

/L

|

|

— sl
A

0 e

0 50 100 150 200

Tempo t (Dias)
(¢c) q=0.8

Figura 4 — Graficos das solugoes para Rq = 0,9401 utilizando a condigao inicial (a)

250 300

= = = = = =
= o @ ~ o w
T T T -/’/4_
\
f
Y
\
\
\
\ 4
|
|
\
\
|
|
|
\
|
1
\
|
|
|
|
|
| 4
|
|
|
|
|
|
1

Solugdo do sistema

=
wa

02y

01F

0 50 100 150 200 260 300
Tempo t (Dias)

(b) ¢=0.9

08 \ — 1) | 1

Solugdo do sistema
= = = = =
(=] - w (=23 -~

=)
o

=

0 50 100 150 200 250 300
Tempo t (Dias)

(d) ¢g=0.7



Capitulo 5. Resultados Numéricos

65

=
=

Solugdo do sistema
= = = = = =
o @ = = = =
\,
,

o

s

— i)

A1

Tempo t (Dias)

0 50 100 150 200

250 300

0.6 T T

Solugdo do sistema
= o
3 =
~
\

o
P

017

—— L

0 50 100 150 200
Tempo t (Dias)

(¢c) q=0.8

Figura 5 — Graficos das solugoes para Ry = 0,9401 utilizando a condigdo inicial (b)

250

300

0.7

06

= = =
e . o

Solugdo do sistema

=
o

01r

— S|
— |

50

100 150
Tempo t (Dias)

(b) ¢=0.9

200

250

06

0.5

Solugdo do sistema
= =
= =

o
o

017

50

100 150
Tempo t (Dias)

(d) ¢g=0.7

200

260

300

300

Observamos que o efeito na mudanga de expoente nao acarreta uma grande dife-

renca nas solucoes. Podemos observar que a medida em que q se aproxima de 1 a conver-

géncia é mais rapida para o ponto Ejy.
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5.2 Simulacdes para o ponto de Equilibrio Endémico E;

Serd verificado o efeito do valor expoente fraciondrio q, mas agora para um tempo
t = 1000 dias para wma melhor visualizacao. Novamente, consideremos a ordens sendo
q=07 ¢g=08,¢g=0.9eq=1. Nesse caso como teremos Ry > 1, entao nao se tem
controle da epidemia. Para esse caso € interessante adicionarmos campanha de vacinacao

como meio de erradicar a epidemia. Consideramos a nova tabela de valores abaizo.

Parametros ‘ Valor

) 0,9
m 0,004
7 0,14

Tabela 2 — Valores dos pardmetros do sistema (5.1)

Para estes valores encontramos Ry = 6.25. Com isso vamos primeiro analisar o

sistema usando v = 0, ou seja, nenhuma campanha de vacinacao serd aplicada. Para tais
valores temos £y = (0.16,0.0233 ).

Podemos perceber pelas figuras 6 e 7 que ambas as ordens convergem para o ponto
de equilibrio endémico como esperado, isto €, a doenca nunca sera extinta. Observamos
também que para ambas condicoes iniciais o modelo de ordem inteira apresenta maior
oscilagdo que o modelo de ordem fraciondria, assim temos que o modelo de ordem fracio-

ndria possui nesse caso, uma convergéncia amortecida para o ponto de equilibrio endémico

E;.
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Desse modo uma maneira de tentar erradicar de vez a doenca, fazendo com que
o sistema convirja para o ponto de equilibrio livre de doenca Ey, é usando campanha
de vacinagao. Vimos na Proposicao 2.5.2 que v, = 1 — Rio ¢ a propor¢ao minima de
vacinacdo que governa a dinamica do sistema. Entao, calculando a proporcao minima
temos v, = 0.84, ou seja, isso nos diz que para erradicar a doenga € preciso aplicarmos uma
campanha de vacinagdo na qual 84% dos recém-nascidos da populacio sejam vacinados.
Usando os mesmos dados que a simulacao anterior e tomando v = v. para t = 300 dias

novamente, temos Ey = (0,16,0).
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Podemos observar pelas figuras 8 e 9 que quando v = 0,84, o sistema passa a con-

vergir para o ponto de equilibrio livre de doenga Ey mesmo tendo um Ry > 1, erradicando

assim de vez a epidemia. Analisando os grificos, observamos que hd uma maior velocidade

de convergéncia para o modelo de ordem inteira. Por outro lado, com essas simulagoes

demonstramos numericamente a Proposicao 2.5.2. Portanto, de fato v. =1 —

1

By € a pro-

por¢ao minima de vacinacao capaz de governar o sistema para o ponto de equilibrio livre

de doenca.
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Agora, notemos que se ao invés de adicionarmos v = ve, adicionamos uma cam-
panha de vacinagao na qual 50% dos recém-nascidos sejam vacinados, ou seja, v < V..
Entao analisando os novos grdficos da figura 10 e figura 11, para t = 1000 dias, observa-
mos que agora todas as ordens do sistema convergem para o ponto de equilibrio endémico
E; = (0.16,0.0094) como era de se esperar pela Proposigio 2.5.2, isto é, a epidemia di-
manui consideravelmente com a aplicacio da campanha de vacinacio de 50%, mas ndo ao
ponto da doenca ser extinta de vez. Podemos observar nessas simulacoes que novamente
o sistema de ordem fraciondria possui uma convergéncia sem oscilacoes para o ponto de
equilibrio endémico, enquanto o sistema de ordem inteira apresenta oscilagdio em torno do
ponto de equilibrio endémico. Concluimos que o modelo fraciondrio apresenta um amor-
tecimento da convergéncia quando o sistema converge para o ponto de equilibrio FEy. Por
outro lado, quando a convergéncia é para o ponto FEy observamos um mesmo comporta-
mento, porém a medida que aumentamos a ordem do sistema o mesmo apresenta uma

convergéncia mais rapida para o ponto Ey.

Concluimos aqui que o modelo de ordem fraciondria possui propriedade de memo-
ria, a qual estd presente em qualquer fenomeno infeccioso e, portanto, o modelo fraciondrio

¢ uma proposta mais fidedigna a realidade.



Capitulo 5. Resultados Numéricos

09 T T T . . 09 T T T T
—5() — 5
08 —IfY) 08 — I | 1
07 07
Zost 2ost
) )
@ @
w05 w05
[s) [s)
T T
04 04
O | O
= =
3 3
0 03 ‘ w03
-~ ‘
02 \ 5 02t
S Jpp——
o1}l o1f|
N A
d M A S — 0 ~ T L : : x =
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 900 1000
Tempo t (Dias) Tempo t (Dias)
(a) ¢ =1 (b) ¢=0.9
09 T T T T . 0.9 T T T T
—5( —5(
0.8 — Y 081 — i)
07 07¢
Zos Zost
1] )
@ @
@05 w05
0 o |
o | ° \
g 0aff g 04
On O
| 2 |
[=} | a |
0 037 0 03f|
| ‘ |
02 02 1\ \
e \\,_ ERpe— —
0.1 04
D L i _\ — I L 1 i - — D L i I L L i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 900 1000
Tempo t (Dias) Tempo t (Dias)
(¢) ¢=0.8 (d) ¢ =0.7

Figura 10 — Gréficos das solugoes para Ry = 6,25 com campanha de vacinacao de 50%
para a condigao inicial (a)
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Figura 11 — Gréficos das solu¢oes para Ry = 6,25 com campanha de vacinacao de 50%
para a condigao inicial (b)
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Conclusao

Neste trabalho estudamos as equagoes diferenciais ordindrias de ordem inteira e
nao inteira como proposta para a modelagem epidemiologica. Para isso, foi necessdrio
estudar a teoria sobre equacoes diferenciais ordindrias que sao bem conhecidas, bem como
a teoria sobre Cdlculo Fraciondrio. Neste trabalho apresentamos uma breve da sua origem
e ainda um apanhado das ferramentas necessdrias para o desenvolvimento e resolucao de
equagoes de ordem fraciondria. Por exemplo, as transformadas de Laplace e as funcoes
especiais, assim como resultados fundamentais como integrais e derivadas de ordem ndao

inteira.

Nossa contribuicio com este estudo pode ser dividido em trés pontos. Primeiro
apresentamos a modelagem epidemiologica SIR com dinamica vital e vacinagdo constante.
Estudamos os efeitos na qual a entrada de uma constante de vacinacao pode causar no
modelo. Desse modo, foram obtidos resultados de propor¢do minima de vacinagdo a ser
escolhida para se governar o sistema de forma que a solu¢do converge para o ponto de

equilibrio livre de doenca.

Sequndo apresentamos resultados de existéncia e unicidade de solugdo, tanto para
o sistema de ordem inteira quanto para o sistema de ordem ndo inteira. Desse modo
foram obtidos resultados mais completos, com lemas e defini¢oes que complementaram a
demonstragio de um trabalho jd disponivel na literatura (ZHOU; JIAO; LI, 2009).

Por fim apresentamos resultados numéricos onde comprovamos os resultados teori-
cos de estabilidade e comparamos as solugoes usando ordem inteira e fraciondria. Assim,
vimos que ao variar a ordem do sistema, obtemos um amortecimento da convergéncia
quando o sistema converge para o ponto de equilibrio endémico E;. Concluimos que o
modelo de ordem fraciondria apresenta propriedade de memoria, a qual estd presente em
qualquer fenomeno infeccioso. Foi possivel também demonstrarmos, através de simulacoes
numéricas, que existe uma propor¢ao minima de vacinagdo capaz de erradicar uma doenca

contagiosa, governando assim o sistema SIR para o ponto de equilibrio livre de doenga.

Como trabalhos futuros, pretendemos estudar outros modos de campanha de vaci-
nagao, nesse mesmo modelo e bem como outros modelos relacionados, de forma a acelerar
a erradicagcdo da doenga e reduzir o custo governamental com campanhas. Portanto, a
execugdo deste trabalho foi fundamental para adquirir um melhor e mais amplo conheci-
mento na drea de matemdtica, mais especifico na drea de calculo fraciondrio, de forma
a usar em um problema real a teoria matemdtica adquirida durante toda a graduagdo e

usda-la na pratica.
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