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Resumo

O desenvolvimento de aplicativos comerciais especializados ainda é lento, pela incapaci-
dade de acompanhar a demanda da comunidade cientifica. Disciplinas como a Teoria dos
Grafos, ainda carecem de desenvolvimento e ferramentas computacionais especializadas,
para a solucao de problemas computacionais especificos. Nesse sentido, é preciso apro-
fundar os estudos dos fundamentos matematicos, da Teoria dos Grafos, que governam os
algoritmos desenvolvidos nos produtos voltados para essas aplicagoes. Esse trabalho tem
como objetivo geral um estudo sobre a fundamentacao matematica do algoritmo, para o
problema de fluxo em rede de custo minimo, enfatizando uma técnica de solucao especi-
alizada, implementada na ferramenta computacional Grafos. Paralelamente, através de
uma técnica de uso geral, implementada em um aplicativo comercial, também é mostrado
como o problema de rede de custo minimo pode ser solucionado. O algoritmo especiali-
zado também ¢é aplicado utilizando a planilha eletronica Excel. O trabalho mostra que
ambas ferramnetas computacionais resolvem o problema de forma pratica. No entanto, a
ferramenta Grafos é a mais indicada quando trata-se de modelos de rede de custo minimo.

Além disso, o trabalho busca incentivar o leito a desenvolver seus préprios aplicativos.

Palavras-chaves: Problemas, Grafos, Custo, Ferramenta Computacional.



Abstract

The development of specialized business applications is still slow, due to the inability to
keep up with the demand of the scientific community. The discipline as the Theory of
Graphs, still lacks development and specialized computational tools, for the solution of
specific computational problems. In this sense, it is necessary to deepen the studies of the
mathematical fundamentals, of Theory of Graphs, that govern the algorithms developed
in the products directed to these applications. This work has as general objective a study
on the mathematical foundation of the algorithm, for the problem of flow in network
of minimum cost, emphasizing a technique of specialized solution, implemented in the
computational tool. In parallel, through a general-purpose technique implemented in a
commercial application, it is also shown how the least cost network problem can be solved.
The work shows that, depending on the instance and the complexity of the problem, the
Graph tool becomes more appropriate for modeling and solving real problems. In addition,

the work also encourages the reader to develop their own applications.

Key-words: Problems, Graphs, Cost, Computational Tool.
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Introducao

De acordo com (COELHO) 2007)), no desenvolvimento de softwares cientificos exis-
tem dois modos principais de producao: o desenvolvimento de softwares comerciais, feitos
por empresas de software que contratam programadores profissionais para o desenvol-
vimento de produtos voltados para uma determinada aplicagao cientifica e o desenvolvi-
mento feito por cientistas (matemaéticos, fisicos, bidlogos, etc., que ndo sdo programadores
profissionais), geralmente de forma colaborativa através do compartilhamento de c6digo

fonte.

Assim, como a Estatistica, a disciplina Teoria dos Grafos, por exemplo, carece de
massa critica (em termos de niimero de profissionais) para estimular o desenvolvimento de
pacotes comerciais para a solugdo dos seus problemas computacionais especificos. Além
disso, o desenvolvimento desse tipo de pacote, ainda é lento para acompanhar a demanda
da comunidade cientifica devido o aumento significativo das disciplinas que necessitam se
utilizar de ferramentas computacionais. Assim, para quem estuda Matematica Aplicada,
¢é imprescindivel e interessante estudar os fundamentos matematicos da Teoria dos Grafos

que governam os algoritmos de solugdo implementados nesses pacotes.

Esse trabalho tem como objetivo geral mostrar a fundamentacao matematica da
teoria e da técnica de solugao para o problema de fluxo em redes de custo minimo aliada
a utilizacao da ferramenta computacional Grafos, desenvolvida por Alejandro Rodriguez
Villalobos e da planilha eletronica excel, que acompanha o OFFICE, um produto da
Microsoft Corporation, uma visao mais pratica. A escolha sobre essas ferramentas foi por
ser Grafos, a ferramenta mais adequada ao objetivo do trabalho e a planilha excel, pela

sua popularidade e facilidade de acesso.

Os problemas reais de fluxos em redes de custo minimo, modelado por grafos,
envolvem uma variedade de aplicacoes, como determinar um plano de transporte para
transportar bens a partir das fontes (fibricas e etc.) para locais de armazenagem in-
termedidrios (quando necessario) e entdo para os clientes (demandas), (GOLDBARG;

LUNA]| [2000).

A seguir é apresentado um mapa mostrando a realidade complexa de um modelo

de rede multimodal de transportes.
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et} Rede Multimodal de
[k Transportes

Figura 1 — Representagao de uma Rede Multimodal de Transportes

A modelagem através de grafos possibilita traduzir a realidade complexa. Além
disso, os modelos de rede possuem uma estrutura especial, logo é possivel implementar
algoritmos especializados que operam diretamente no grafo, sem o peso computacional
das operacoes matriciais utilizadas geralmente pelos pacotes comerciais,
MAYERLE; TREVISAN] 2010). Nesse sentido, o trabalho traz uma contribuigao impor-

tante, o olhar sobre os fundamentos matematicos dos algoritmo especializado de solugao,

implementado na ferramenta Grafos, uma ferramenta de aprendizagem de problemas reais

da Teoria dos Grafos.
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1 Objetivos

1.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem por objetivo geral mostrar os fundamentos matematicos
da teoria e da técnica de solu¢ao do problema de fluxo em redes de custo minimo aliada
a utilizagdo da ferramenta computacional Grafos e a planilha excel. Para alcangar o

objetivo geral os seguintes objetivos especificos sao considerados.

1.2 Objetivos Especificos

e Mostrar as propriedades matematicas da topologia dos grafos;
e Apresentar a estrutura especial do modelo para o problema de rede de custo minimo;

e Mostrar que o calculo da inversa da matriz para o problema de rede, na resolugao

dos sistemas lineares, nao se faz necessario;

e Mostrar que as operacoes matriciais podem ser realizadas diretamente no grafo que

modela o problema;
e Utilizar a ferramenta Grafos e a planilha excel na resolu¢ao do problema;

e Mostrar que a ferramenta Grafos é a mais indicada para problemas modelados por

grafos;

e Incentivar aqueles que desejam fazer seu proprios aplicativos.
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2 Fundamentacao Tedrica

Esse capitulo mostra a fundamentacao matematica, do algoritmo implementado
na ferramenta Grafos, para o problema de fluxo de custo minimo em redes de transporte.
Os fundamentos mateméticos do algoritmo encontram-se na Teoria dos Grafos, Algebra

linear e na Geometria n-dimensional.

2.1 O Algoritmo para o Problema de Fluxo em Redes de Custo
Minimo
As notagoes e convengdes utilizadas no decorrer do trabalho sdo as mesmas ado-

tadas por (KENNINGTON;, 1980). A notacdo o(x) é utilizada para denotar o sinal de

uma fungao, definida por:

1 se >0
o(x) = 0 se =0
-1 se <0

Considere a seguinte formulacao para o problema

Min 'z (2.1)
s.a. Axr=r (2.2)
[ <zx<u (2.3)

onde A é a matriz de incidéncia no-arco, r o vetor de ofertas e demandas associados aos
nos da rede, ¢ o vetor de custos, [ e u representando as capacidades minimas e maximas

de fluxo nos arcos da rede, respectivamente.

Resultados a partir da teoria de grafos sao utilizados para implementacgao do algo-
ritmo que resolve o problema de rede de custo minimo. Considera-se uma rede contendo
I nés e J arcos, uma matriz de incidéncia né-arco A associada a esta rede. Para cada
arco j, tem-se F(j) =i, onde A;; =1, T(j) = k, e Ay; = —1. O arco j é formalmente
descrito como um par (F(5),T(j)) tal que F(j) # T(j).
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F(i)

Figura 2 — Arco j descrito como um par (F(5),7(j))

Uma rede pode ser representada por um grafo G que consiste de um conjunto
[N,R], onde N = {1,...,1} é o conjunto de nés e R = {ay,as,...,a;} é o conjunto de

arcos, onde a; = (F(j),T(j)). Um grafo G é dito ser um grafo prépriose I >2e J > 1.

Figura 3 — Representagao de uma rede através de um grafo G.

Um grafo G = [N, R] é subgrafo de Gse N C Ne R C R. Se N = N | entao G
gera G.

Figura 4 — Representagdo de um subgrafo de G.
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Um caminho em um grafo GG é definido por ser uma sequéncia finita

P = {nl, ajl, Nno, (ljg, vy Ny Cljn, nn—i—l}

No grafo da Figura 4 (a), o exemplo de um caminho é P = {1,a4,2, a4, 4, as,3} =
{1,(1,2),2,(2,4),4,(3,4),3}.

Além disso, uma sequéncia finita C' = {nq, a1, n2, ajo, ..., N, Qjn, Nyt1}, tendo pelo
menos dois arcos, é chamado de um ciclo em G se a subsequéncia {ni, a1, na, ajo, ...., Ny }

¢ um caminho em G, com ny = 1,41 € aj, # aj1.
Como pode-se observar na Figura 4 (b), o ciclo de G é descrito por

C = {]-7 ay, 27 Qy, 47 as, 37 ar, 1}

(b)

Figura 5 — (a) Caminho do grafo G; (b) Ciclo do grafo G.

O comprimento de um caminho ou ciclo é o niimero de arcos no caminho ou ciclo.
Para cada caminho ou ciclo P, com comprimento n, a orientagdo da sequéncia O(P) de

n elementos é definida como segue:

O(P) :{ +1 se aj; = (ng,Nit1)

—1 se aji = (niH,ni)

Para o caminho {1, a1, 2, a4, 4, as, 3} ilustrado na Figura 3 a orientacao da sequén-
cia é {+1,+1,—1}.

Algumas proposigoes demonstradas em (KENNINGTON] [1980) serdo enunciadas

a seguir. Essas proposicoes servem de suporte para resultados tedricos posteriores.

Proposicdo 2.1.1. Se uma sequéncia finita P = {ny, a;1,na, ajo, ..., M, Qjn, N1 € UM

caminho ou ciclo em um grafo préprio G com matriz de incidéncia A, entao:

Ti:: O;(P)A(j;) = ™ — e"+1 (2.4)
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Segue um exemplo para facilitar a compreensao da proposicao [2.1.1
A Figura 4(a) mostra o caminho P = {1, a4, 2, a4, 4, as, 3} de um grafo G

Sendo assim:

11 0 0 1l o 1
—1]2 1 0 0| o 0|2
+1 —1 = -1=
0|3 0 1 0| |1 ~1|3
04 ~1 —1 0| o 0|4

Atencao: e é o vetor candnico com entrada +1 correspondente aos vértices n e n + 1.

Proposicao 2.1.2. Se C' = {ny,a;1,n2, ajo, ..., N, Qjn, Npt1 } € ciclo de um grafo préprio
G com matriz de incidéncia A, entao:

3 0:(C)AG) = 0 (2.5)
i=1
Para facilitar o entendimento da proposicao [2.1.2], considere o ciclo

C= {17 ai, 27 Qy, 47 Qs, 37 az, 1}

do grafo G representado pela Figura 4 (b).

Neste caso,

111 0 0 1 01
—1|2 1

+1 -1 0 -1 0 = 0|2
013 0 1 —1 03
014 -1 -1 0 0] 4

Como consequéncia da proposicao 2.1.2 temos que se C' = {nq, aj1, na, a2, ..., M, jn, N1
é ciclo de um grafo proprio G com matriz de incidéncia A, entdao {A(j;) :i=1,...,n} é
linearmente dependente.

O conjunto de arcos {A;,, A4j,, A;,, A;,} que sao representados por {ay, a4, as, az}
sao linearmente dependentes, pois é possivel escrevé-los como uma combinacgao linear da

seguinte forma:
Ao = a1 + a4 — as.
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Um grafo G = [N, R] é aciclico se ndo possui ciclos podendo ser formado a partir
de N e R . Um grafo G = [N, R] é conexo se, para cada par de nés distintos (i, 7) um
caminho pode ser formado a partir de ¢ até j. Uma arvore 7 é um grafo conexo e aciclico.

Uma arvore 7 é um subgrafo gerador de G, também chamada de arvore geradora para G.

Proposicao 2.1.3. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G.
Seja 7 = [N, R] um subgrafo de G, isto é, uma arvore contendo pelo menos dois nos.

Entao {A(j) : a; € R} é linearmente independente.

Proposicao 2.1.4. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G
conexo e com n nos. Entao o posto da matriz A, nimero de linhas ou colunas linearmente

independentes, é n — 1.

Proposicao 2.1.5. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio
G = [N, R], onde G possui n nés. Seja R um subconjunto de R tal que {A(j) : a; € R}

é linearmente independente com R tendo n — 1 arcos. Entdo, 7 = [N, R| é uma arvore.

2.2 Caracterizacao de uma matriz basica para o Problema de Fluxo

em Rede

Pela Proposicao [2.1.4] a matriz de restricdo para o problema nao possui posto

completo. Entdo o problema (2.1)-(2.3) passa ter a seguinte formulagao:

Min cl'z (2.6)
s.aa. Az +ael=r (2.7)
[<z<wu (2.8)
0<a<o0 (2.9)

onde, 1 é um inteiro positivo nao maior que o nimero de nés n com a estritamente

igual a zero. A solugdo 6tima para (2.1) também serd solucao 6tima para (2.6).

Proposicao 2.2.1. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio
conexo G = [N, R] possuindo n nés. Seja 7 = [N, R] uma érvore geradora para G. Entéo,
v={A(j) : a; € R} U{e'} gera E", isto 6, existe um conjunto de colunas n a partir de

[Ale!] que gera E™.

Considere a seguinte arvore 7, representada na Figura [0}
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Figura 6 — (a) Representacao de uma arvore 7 de G.

Assim, o conjunto de vetores v = {a1, ay, a5} é linearmente independente mas nao

gera B".

Por outro lado, quando inclui-se um noé raiz a na arvore 7, tem-se:

Figura 7 — Representagdo de uma arvore 7 de G com um no raiz 1.

Com isso, o conjunto de vetores v = {ay, a4, as,a} é linearmente independente e

gera E". Portanto ¢é base.

Proposicao 2.2.2. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio
conexo G = [N, R] com né raiz 1. Se v é uma base para [A|e!], entdo €' € v e 7 = [N, R]

é uma arvore geradora para G, onde R = {a; : A(j) € v}.

A partir das proposi¢oes acima, pode-se caracterizar bases para a equagao (2.6).

Proposicao 2.2.3. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio,
conexo e enraizado com né raiz 1. Uma base para [Ale!'] ¢ um conjunto de arcos que

compoe as colunas da matriz A correspondente a arvore geradora 7 para G.
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Proposicao 2.2.4. Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio,

conexo e enraizado com no raiz 1. Seja B uma base a partir de [A|e!]. Entdo, B pode ser

colocada sempre na forma de uma matriz triangular. O algoritmo descrito abaixo

opera diretamente na arvore 7 associada a matriz béasica B.

Algoritmo 2.2.1. Algoritmo para triangularizar uma matriz basica B associada a 7

. Inicializagdo

Faca B ser uma base qualquer para o problema de fluxo em redes. Associe a essa
B uma arvore geradora 7(NN, R) com no raiz 1. Seja n o nimero de nés da drvore 7.
Faca ¢ + 1.

. Encontre uma folha da drvore que nao seja um no raiz

Faca r # 1, uma folha qualquer de 7, e faca a, ser o arco da arvore 7 incidente em
r.

. Insira 1 — ésima linha e coluna

Faca a i — ésima linha de B corresponder ao né r e faca a i — ésima coluna de B
corresponder ao arco a,

. Reduza a drvore

Se i =n —1, va para o passo 5; sendo 7 < [N —{r}, R—{as}], i + i+ 1, e va para
0 passo 2.

. Insira o no e arco raiz

Faca a n — ésima linha de B corresponder ao né 1, e faca a n — ésima coluna de B

ser e".

Para exemplificar, considere a matriz basica B (ndo triangular) associada a arvore

T da Figura[7]

Seja, por exemplo, a matriz basica B (nao triangular) associada a 7:

ay ap aip as

110 0 1 0

2 1 -1 0
B =

310 0 O 1

4 1—-1 0 —1

Aplicando o Algoritmo [2.2.1] obtém-se a matriz basica B na forma triangular:
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as a1 G4 Q
311 0 0 O
110 10 0
41-1 0 -1 0
210 -1 1 1

2.3 Algoritmo Especializado para o Problema de Fluxo em Redes

A ideia do algoritmo de resolucao para o problema de fluxo em redes de custo

minimo é melhorar a cada iteragao o valor da fungao objetivo, conduzindo-a a diminuir

(caso minimizagao) o valor da fungao objetivo. O algoritmo pesquisa somente as solugoes
bésicas até encontrar a solugao bésica 6tima viavel, (LOESCH; HEIN} 1999), (LONGA-

RAY/, [2013). O algoritmo ¢ inicializado a partir de uma solugao bésica vidvel conhecida.

Particionando as matrizes A, ¢, x, [, u em varidveis basicas e ndo béasicas tem-se:

A = [B|N], ¢ = [P|cN], x = [2B|zN], | = [IB|I], e u = [uB|u?]

Entao:

Min  BaB + NN
s.a. BxP 4+ NzN =r
1B <aB <P

IN <N <N
Isolando z% em (2.11)) tem-se:

P =B 'r — BT'N2V

Substituindo (2.14)) em (2.10), (2.11) e (2.12) obtém-se:

Min BB 'r + (¥ — PB7IN)zN
s.a IB< B lr—B INzN <uPB

IN <N <yN

2.10
2.11
2.12
2.13

o~ o~ o~ o~
— ~— ~— ~—

(2.14)

(2.15)

Em problemas de rede de custo minimo ¢é garantido pelas proposig¢oes anteriores,

que o calculo matricial

(N —cPB7IN)

(2.16)
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Da expressao ([2.16]) pode ser efetuado diretamente no grafo que representa a rede,
eliminando o peso computacional do cdlculo da matriz basica B~ quando o algoritmo nao

é especializado. Para realizar o célculo de (2.16)) é necessario primeiramente determinar:

m=c?B7! (2.17)

O que significa determinar os ;s relativo aos nés da arvore 7p.

No entanto, a equacao (2.17) é calculada resolvendo o sistema linear:

B =" (2.18)

Logo, o célculo dos 7;'s, a partir de (2.18) pode ser obtido fazendo uso da arvore

T, com nod raiz 1 e resume-se a determinar :

i 0
TRG) — 1) = ¢ Va; € Tn

Todos os 7;'s sdo unicamente determinados porque a arvore é enraizada, conexa e

nao possui ciclos. Salienta-se que o cdlculo da matriz B~ é desnecessario.

Substituindo (2.17)) em (2.16]) tem-se:

N — 7N (2.19)

Equivalente a:

Cj = TR(j) T T1() (2.20)

O célculo (2.20)) é realizado para determinar se a funcao objetivo pode ser melho-

rada com a entrada da varidavel nao basica ™.

Assim, sao definidos dois conjuntos:

Uy ={a;j:a; =1, e —mpy +mry +c¢ <0}
e

Uy ={a; 25 =u; e —7pg +7mrg) +¢ >0}

Se existir algum zV pertencente a U; U Wy, entdo a funcdo objetivo pode ser

melhorada.

Somente quando ¥; U ¥y = () a solucdao 6tima serd encontrada.
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NOTA: De acordo com a literatura, a fim de padronizar a notagao as desigualda-

des apresentadas nos conjuntos W, e Wy, as desigualdades serao multiplicadas por —1.

Considerando ¥, U Wy # (), uma varidvel nao bdsica x, € ¥ U ¥, é selecionada a

entrar na base.

O i — ésimo elemento do produto matricial c?B~'N ¢ dado por:

cPB7'N (i) (2.21)

Como a coluna N = Ay entao

BB Ay (2.22)

A expressao (2.22) pode ser efetuada diretamente no grafo que representa a rede,
eliminando o peso computacional do célculo da matriz basica B~! quando o algoritmo

nao é especializado. Para realizar o calculo de (2.22)) é necessario primeiro determinar:

y=DB"Ay (2.23)

O que significa determinar O;(P), a orientagdo dos arcos na arvore Tg.

No entanto, a equacgao ([2.23) é calculada resolvendo o sistema linear:

By = Ay = e — e (2.24)

Fazendo o uso da arvore 75 o sistema linear (2.24]) pode ser resolvido, sendo des-

necessario o calculo da matriz B~!.

Substituindo (2.23]) em (2.22)) tem-se:

Py (2.25)

Equivalente a:

S ,0(P) (2.26)

Pela proposicao a equacao (2.4 indica que o teste de razao pode ser espe-
cializado, no célculo de y = B7tA(k). Se os arcos na arvore 7 sdo ordenados como:
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i1, g2, -, apr correspondendo as colunas I de B . Entdo, as componentes de y podem ser

determinadas pela orientagao da sequéncia

o = { (P) s am =0, (227
0 caso contrario
E o calculo de Ay e Ay no teste de razao é especializado como:
Al — Oir(nPl)nzé{xji — ljia OO} (228)
AV 70%%};)1:5{%2- — T, 00} (2.29)
onde
A — min{\y, Do, up — 1} (2.30)

O teste de razao determina o valor A, que sera adicionado ou subtraido, ao fluxo
do arco que entra (arco que encontra-se na sua capacidade minima ou maxima respecti-
vamente). Esse valor A é entao repassado para todos arcos bésicos que formam ciclo com
o arco que entra. Cabe salientar, que no célculo do A é preciso levar em consideragao o

sentido de fluxo dos arcos basicos formados com o arco que entra.

Assim o algoritmo para o problema de rede de custo minimo pode ser desenhado:

Algoritmo 2.3.1. Algoritmo Especializado para Problemas de Rede de Custo Minimo

1. Inicializacao
Seja [z8]xN]uma solucido bésica vidvel com drvore 7. Calcule 7 através de
utilizando 75 com né raiz 1.
2. Variavel candidata a entrar na base.
Sejam os conjuntos:
Uy ={aj:z;=1; e mpy —mpy —¢ >0}
e
Uy ={a; a5 =u; e 7pg) —Trg) — ¢ <0}

Se U, UW, = (), 0 algoritmo termina com a solucao 6tima. Caso contrario, seleciona-

se a € Uy U WUy para entrar na base.

+1 se ke,

Assim, § +
—1 se ke,
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indicando se o fluxo aumenta ou diminui de acordo com a capacidade minima ou
méaxima dos arcos, respectivamente.
Teste de Razao.

Seja, P = {n1,a;j1,n2, aj2, ..., Ny, Ajn, Npt1 }, 0 caminho na arvore 75 unindo F'(k) ao

T(k).

Faca
Al — O}'(Il]gl)rlza{fji — ljia OO}

Ny +— min {u; — ., 00
s _guin {ug = 25,00}

A — main{ Ay, Do, up — I}

Atualizacao dos Fluzos.

Faca zj, <— z1, + Ad. Para todo a; € P, faca xj; < xj; — N6O;(P). Se A = uy, — I,
retorne ao item 2.

Atualizacio da Arvore e Varidveis Duais.

Sejam os conjuntos:

U3 ={aj:z;; =1; onde O;(P)=4}

e

Uy ={aj :zj; =u;; onde —O;(P)=14}

Selecione algum a,, € V3 U V,. Permute a,, em 7 com a;, atualize as variaveis

duais e retorne a item 2.

A seguir serd mostrado, através de um exemplo, o algoritmo especializado 2.3.1

descrito anteriormente:

2.4

Uma prova conceitual para verificar a teoria matematica do

algoritmo especializado

Seja o problema de minimizar a funcao:
MinZ = x1 + 4xy + 223 + 624 + 325
Com as seguintes restricoes:

s.a:

$1+l‘2:10
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—$1—|-.C133+334:O
—ZE2—1’3+I5:0
—1’4—1‘5:—10

Onde cada variavel é limitada inferiormente e superiormente pelos seguintes valo-

res:
0<2:<10;0< 22 <5 0<23<9;0<24<10;0< w5 <8

A Figura [§ representa o modelo de rede do problema descrito anteriormente

Figura 8 — Representacao do grafo G

A partir de uma solugao bésica inicial 1 =5, 29 =5, 23 =0, 24 =5e x5 =50

valor da funcao objetivo é:
Z =1(5) +4(5) +2(0) + 6(5) + 3(5) = 70
12 ITERACAO:

1. Inicializacao

Seja o = {xl ) x5} ezl = |:.I'2 1'3:| com a arvore Tp representada na Figura@



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 24

Figura 9 — Arvore bésica 75 do grafo G

Cidlculo dos m;'s de acordo com (2.18))

TFG) — TT(G) = 6

m =0

T — T =1= my=—1

Ty — Ty =6= my=—7

Ty + T3 =3 = M3 = —4

2. Varidvel candidata a entrar na base
Através de determina-se:
aj:xj=1ljempy — TG —c¢; >00ua;:r; =ujempy — TG —c¢; <0
Qg 1Ty =D€em —T3—Co, =0+4—-4=0
ag:xa=0em —T3 —Cpy =—14+4-2=4+1>0
Como a3 : Tre3) — T3y — c3 > 0 e ag estd no limite inferior, entao as € ¥,
Logo, a3 é a variavel que ira entrar na base.

Portanto,
0«1

Isso implica que a variavel ag aumentara de valor, j& que encontra-se no seu limite

inferior.

3. Teste de Razao

A Figura[I0] representa o ciclo formado com o arco az que entra na base. O ciclo é

formado pelo caminho P = {2, a4, 4, as, 3} na adrvore unindo o né 2 ao né 3.
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Figura 10 — Ciclo formado na arvore com a entrada do arco as

A orientagao dos arcos basicos a4 e a; no caminho P unindo o né 2 ao né 3 sao:
O4(P) =1

O5(P) = —1

Cidlculo dos Deltas de acordo com ([2.28)), (2.29)) e (2.30)):

Alzof?Pl)n:é{f)—O,oo}:5

A = 1 — =
2 70%5)1:5{8 5,00} =3

A =min{A1, Ny, 9—0} =3

. Atualiza¢do dos Fluxos

Ty < xp + A0

234 0431 = 23 3
P+ 2P — NSO, (P)

Ty 5—311= 142

x5 b —31.(-1) = x5+ 8

Como a variavel x5 atingiu seu limite superior ela é candidata a sair da base.

Atualizacio da Arvore e Varidveis Duais

Como a variavel as atingiu seu limite superior ela ira sair da base.
Assim, tem-se a nova solucao:

Solucao: z1 =5, xo =5, x3 =3, x4 =2, x5 = 8.

P =z x4 1'3} ez = {$2 ﬂf5:|, com o valor da funcdo objetivo Z=67.
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22 ITERACAO:

1. Inicializacao

Seja 2P = [:131 Ty [53} e xlV = [:EQ x5} com a arvore T representada na Figura

[Tk

Figura 11 — Arvore basica 2 do grafo G

Cdlculo dos m;'s:

T =0

T — T =1=m=-—1
Ty — M3 =2 = T3 = —3
Mg —Ty=6=my = —7

2. Varidvel candidata a entrar na base
a; :r;=1ljempy —Trg —c¢; >00ua;:x; =ujempg — g — ¢ <0
Qg 1Ty =D€em —T3—Co, =0+3—-4=-1<0
5 1 T5 =8€ M3 — Ty —Cqy = —3+7T—3=+1>0
Como ay : Tr(e) — Tr2) — c2 < 0 € ag estd no limite superior, entao a; € ¥,
Logo, ay ¢é a varidvel que ird entrar na base.
Portanto,

60— —1

Isso implica que a variavel ay terda seu valor reduzido, ja que encontra-se no seu

limite superior.

3. Teste de Razao
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Ao entrar o arco as, representado pela Figura , obtém-se o caminho P = {1,a4, 2, a, 3}

na arvore unindo o né 1 ao nod 3.

Figura 12 — Ciclo formado na arvore com a entrada do arco as

A orientacao dos arcos basicos a; e az quando o arco as entra na base sao:
0:1(P)=1

Os3(P) =1

Cdlculo dos Deltas:

Ny = i 10 — — =
2 70?%})1()1:5{0 5,9—3,00} =5

A = min{Al, AQ, 5— 0} =35

4. Atualizagdo dos Fluxos
Ty < T + A
To ¢ 5+5.(-1) = 22«0
2P« 2B — ASO;(P)
15 —=5.(-1)1= 2, < 10

T34 3—5.(—1)1 =238

5. Atualizacio da Arvore e Varidveis Duais
Como a variavel a; atingiu seu limite superior ela ira sair da base.
Assim, tem-se a nova solucao:
Solucao: 1 =10, 29 =0, 23 =8, 14 = 2, x5 = 8.
B

T~ = |To2 X4 Z‘g}eJ}N:{‘%l IE5}

Z =62
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32 ITERACAO:

1. Inicializacao

Seja 2P = [:132 Ty [53} e xlV = [:pl x5} com a arvore T representada na Figura
Lok

Figura 13 — Arvore basica 2 do grafo G

Cadlculo dos m;'s:

TFG) —TT@G) = 6

m =0

T — M3 =4=—m3 = —4
Mg — M3 =2 =—>Tg = —2

Mg — Ty =6 = my = —8

2. Variavel candidata a entrar na base
aj:xj=1ljempy — TG —c¢; >00ua;:r;=ujempy — TG —c¢; <0
ap:xy=10em —my—¢o, =04+2-1=1>0
a5 1 T5 =8€ T3 — Ty —Cqy = —44+8—-3=+1>0

Como o célculo das varidveis a; e ay resulta em mp(;) — Ty — ¢; > 0 e ambas estao
no limite superior, isso implica que elas nao pertencem ao ¥, e portanto, nao podem

entrar na base.
Sendo assim, a solu¢ao 6tima do problema é dada por:
Solucao: 1 =10, 29 =0, 23 =8, 14 = 2, x5 = 8.

Z =62

O exemplo apresentado foi resolvido na planilha eletronica Excel e também utili-

zando a ferramenta solver.
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O Apéndice A mostra os calculos matriciais utilizados quando o algoritmo apli-

cado nao ¢é especializado.

O Apéndice B mostra a ferramenta solver, como o problema de rede pode ser

resolvido de uma maneira mais pratica.
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3 Grafos: ferramenta computacional para
aprendizagem e resolucao de problemas re-

ais da Teoria dos Grafos

Nesse capitulo serd apresentado uma breve introducgao a Ferramenta Computaci-

onal Grafos e sua utilizagao na resolucao do problema de fluxos em redes.

3.1 Ferramenta Computacional Grafos

A ferramenta Grafos foi desenvolvida por Alejandro Rodriguez Villalobos e tem
como principal objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta computacional que facilita
a aprendizagem e a resolugdo de problemas reais em Teoria dos Grafos. O projeto Gra-
fos comecou no ano de 2003 como parte de um projeto de pesquisa e desenvolvimento
de aplicagoes de software de design modular voltado para o ensino, pesquisa e trabalho
profissional de engenharia de organizacao industrial. E segue ativo em processo de pro-
gramagcao de novos algoritmos, incorporacao de novas fungoes e geracao de documentacao

atualizada.

Segundo (VILLALOBOS| 2006), um grafo pode representar o modelo de uma
realidade empresarial em forma de rede e este modelo poderd ser analisado de diferentes
pontos de vista, gracas aos algoritmos e funcdes implementadas na ferramenta. E possivel
com a ferramenta desenhar, modelar, resolver e analisar, fazendo com que o usuario tenha

liberdade absoluta para tratar e abordar os problemas de Teoria dos Grafos.

3.2 Tutorial para Ferramenta Computacional Grafos

Nesta secao serd apresentado um breve tutorial sobre a utilizacao da ferramenta
computacional Grafos para analise de fluxos, obtendo um custo minimo em problemas de

transporte, tendo como referéncia o exemplo estudado no capitulo 2.

1. Criar um novo documento


http://arodrigu.webs.upv.es/grafos/doku.php?id=software

Capitulo 3. Grafos: ferramenta computacional para aprendizagem e resolu¢do de problemas reais da
Teoria dos Grafos

ﬁ Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Redriguez Villalobos

Archive | Edicién  Ayuda
|D Nuevo |E “-_'__;E A ] ‘K;X &l ﬁ;.?-' :2}?; v
=i, Crear aleatorio... . -
HEEEE g
B Abrir.. btk Jrame S JrosTe® | e
ﬁ Importar datos... \ N ﬁ\‘i ¢—zn m Q ﬁ @T E
7»  Libreria de Grafos
& Guardar
@ Guardar comeo...
2k Exportar datos...
B8 Copiarimagen
5 Exportarimagen...
& Subira la libreria...
2 Configurar impresora...
[@ Configurar pagina...
& Imprimir...
#] salir
=16 v=3 o ”4 G, 100 B|

Figura 14 — Novo documento

2. Selecionar a opc¢ao “tabla” para inserir os dados do problema de transporte
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ﬁ Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Redriguez Villalobos

Archive | Edicién | Ayuda

Gréfica g A< e

& o ] [ 00 1 ) [
B A1 G0 G NN R AQCET B

3 o ||4 G, 100 B|

[X=16 v

Figura 15 — Opcao Tabela

3. Inserir “Total Nodos”, no eemplo da secao 2.4
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4 Grafos - v. 1.3.5 (cc) 2003..2012

12 - Alejandro Rodriguez Villalobos

Archive  Edicion  Ayuda

- Total Nodos:
Q‘)ﬁ. e |

Aceptar

fla=2 cal=0 N3

Grafos - Total Modos

[« RRER e e

i I
¢ L OOCET R

Cancelar

Qoo g

Figura 16 — Total de nos

4. Inserir o valor dos noés, sendo negativo o valor dos nos “origem” e positivo o valor

dos nés “destino”
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n Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Redriguez Villalobos
Archive  Edicion  Ayuda

@.E%@%mﬁédﬁﬁﬁﬁﬁwﬁ

B B2 (oLl |
AL OO CRYT B

Valor {Nodos)  Minimo (Arcos)  Mé&dmo (Arcos)  Coste (Arcos)  Btiqueta (Srcos)

12

H=198 ¥=156 \ || \QD,S‘D C:\Users\CamlinE\Dm:umenrj\TGC INEX_LIM_IMNF_SUP.graphml

Figura 17 — Valor dos nés

5. Inserir o valor dos custos dos arcos de acordo com a Fungao Objetivo
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a Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Rodriguez Villalobos
Archive  Edicion  Ayuda

@Iﬁ @ % ’Qé- \I ‘i%’? ?***3 Al
@& IEI 2
Valor {Nodos)  Minime {Arcos)  Madme (Arcos) | COH&MS} ' Btiqueta (Arcos)
Origen®Destine 1 2 3 4
1 |4
2

=138 ¥=156 \ || \qﬂﬁ‘ﬂ C:\Userﬁ\ﬁamline\DﬂEumentj\TCC INEX_LIM_INF_SUP.graphml

Figura 18 — Valor dos custos

6. Inserir o limite inferior dos arcos
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a Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Rodriguez Villalobos
Archive  Edicion  Ayuda

@Iﬁ ¢ % ’Y&é- \I ‘i%?‘ ?’*@ AT dl;
BRI IEI 2
Valor (Nodos)  Minime {Arcos)  Méximo (Arcos) Gnsle{ﬁmns} Etiqueta (Arcos)
Origen®Destine 1 2 3 4
0|0
0

=138 ¥=156 \ || \qﬂﬁ‘ﬂ C:\Userﬁ\ﬁamline\DﬂEumentj\TCC INEX_LIM_INF_SUP.graphml

Figura 19 — Limite inferior

7. Inserir o limite superior dos arcos
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a Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Rodriguez Villalobos
Archive  Edicion  Ayuda

@Iﬁ e|d.2g A \1 ‘i%’?‘ ?***3 A di)
@E)E [ 6 ET D el s s |
I\\le.“z.m{}ff@‘f‘ E§I

Valor (Nodos)  Minimo {Arcos) Mmmmﬁ)_ﬁnﬂe{ﬁms} Etigueta (Arcos)

fiTa=D col=0 \ 1 || \qﬂﬁ‘ﬂ C:\Userﬁ\ﬁamline\DﬂEumentj\TCC INEX_LIM_INF_SUP.graphml

Figura 20 — Limite superior

8. Clicar no botao “Edicion” e em seguida “Grafica”
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a Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Rodriguez Villalobos

NN .%ﬁ@ﬁ@f‘%

Valor (Nodos)  Minimo {Arcos) Mmmmﬁ)_ﬁnﬂe{ﬁms} Etigueta (Arcos)

r)‘(-= 229 ¥=19 \ 3 || \l.q 1,00 C:\Userﬁ\ﬁamline\DﬂEumentj\TCC INEX_LIM_INF_SUP.graphml

Figura 21 — Opcao Grafico

9. Visualizar graficamente o problema de transporte proposto
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322 Grafos - v, 1.3.5 (cc) 2003..2012 - Algjandro Redriguez Villalobos
Archive  Edicién  Ayuda

)
P
%ﬁ,
i
|2

2 | 8 B ALl .
@Eﬂ EOE BEE LRSS
xa.“-m-@-ﬁ- ZERNEVEY .ﬁmﬁﬁé@f%

o 13 1)

|

j¥=580 v=200 1

\.Q 0,90 B C:\Users\Caroline\Documents\TCC I\EX_LIM_INF_SUP.graphml

Figura 22 — Grafico do problema proposto

10. Para obter a andlise final do problema de transporte e o custo minimo da func¢ao

objetivo clicamos no botao “Analisis de flujos” e em seguida na opg¢ao “Transbordo
equilibrado a coste minimo — MILP”
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Archive  Edicién  Ayuda

REIR% ¢4 2Qad B8P @y
<s BEEEEDHDERBNEN
A GO NN AR OQCRT R

Grafos - Resultados del Analisis

Alsr 8B & ¥

FROBELEMA DEL TRANSBORDO

Tiempo de modelado = 2 segundos
Tiempo de procesc = 0 segundos

SOLUCION OFTIMA ENCONIRADA
1p solve -> 0

Valor de la funcién objetivo = 62.00000000

% WValor actual de las wariables:
x 0 1:21 -->2 = 10
x 0 2:2 1 —> 3 = 0
x 1 2:2 2 —» 3 = i
x 1 3z 2 —>4= 2
¥ 2 _3:2 3 —»r 4= i
<

r)‘(-=425 =2 \- ”- ‘\.q 0,60 EC:\.U5Ers\.CarulinE\.DucumEnts\TCC I\.E)(_LII"\"I_II'\llF_EUI?'.grEI|:||'|m|I

Figura 23 — Analise final do problema
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4 Conclusao

O trabalho mostrou ser possivel, a partir da utilizacao de propriedades matemati-
cas, o desenvolvimento de um algoritmo especializado que opera diretamente no grafo, sem
a necessidade de operacoes matriciais. Assim, pode-se afirmar que o tempo computacional
gasto, na resolucao de problemas de rede de grande porte, tende a ser significativamente

menor quando o algoritmo especializado é utilizado.

Além disso, o trabalho através de um modelo de rede, realizou uma prova con-
ceitual explorando de maneira 1util a ferramenta Grafos e a planilha eletronica Excel,

verificando conceitos e propriedades importantes da Teoria dos Grafos.

A ferramenta Grafos, é uma ferramenta livre e de facil acesso para todos aqueles
que queiram aprender com maior profundidade a Teoria dos Grafos e sua aplicagao na
realidade empresarial e industrial, logistica e transporte, investigacao operativa, desenho

de redes e etc.

Finalmente, espera-se que esse trabalho seja um 6timo ponto de partida para

aqueles que desejam implementar algoritmos especializados para problemas de rede.
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A Exemplo para Minimizar o Problema de

Transporte na Plataforma Excel

Neste anexo sera exibido uma breve resolucao do exemplo para minimizar o pro-

blema de transporte, desenvolvido na plataforma Excel.

Exemplo para minimizar o problema de transporte
Min Z=x1+ 4x2 + 2x3 + 6x4 + 3x5

Matriz né-arco:

x1 x2 x3 x4 x5
i1 i1 0 i1 i1 0
2 =1 1 0 0 0
3 ] 1 1 ] ]
4 0 0 0 1 1
Custos: 1 4 2 ]
Sol Inicial: 5 5 o 5 5
=70
Figura 24 — Problema proposto
12 lteragdo:
Base: %1 x4 X5 x| BA(-1): 1] 1 -1 1 CB*E"(-I)‘ 0 -1 -4 -7
1 0 0 1 0 0 -1 1
-1 1 0 0 0 0 1 0 S8o os pi's da rvore
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 b 0
Célculo para ver quem entra na base:
cB: 1 5 3 0 CB*BA(-1)N:
fen+cTBr-U N a2 | a3 |
[ o [ 1 |
N X2 %3 entra x3 pg pertence ao psi 1
1 0
0 1
1 1
0 0
on:

Figura 25 — Primeira Iteracao
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B2

Base:

CB:

CM:

ORIENTAGAO NO CAMINHO DO ARCO x3 QUE ENTRA PARA VER QUEM SAI DA BASE

0 -1 1 1 Nk({var g entra): x3 BA{-1)*Nk:
0 i 1 1 i 0 y(x1)
0 0 7 0 7 1 y(x4)
1 1 1 1 -1 -1 y(xs)
0 0 yixI)
ATUALIZACAO DOS FLUXOS

deltinha recebe (1) pg x3 pertence ao psi 1
delta recebe 3

x3=x3 + delta*deltinha x3=3 valor de x3 na nova solugio

atualizagio das variaveis basicas

xB=xB-delta*deltinha*orientagio no caminho x4=5-(3)*(1)*(1) x4=2
x5=5-(3)*(1)*(1) x5=8  atingiu seu i
Nova Solugdo: | | x1 | x4 | x3 | x| | | | x2 | x5 |
[x: [ 5 | 2 [ a3 [ o | [x: [ 5 | 8 |
=67
Figura 26 — Atualizagdo dos Fluxos
22 Iteragdo:
x1 x4 x3 x| BA(-1): o -1 1 -1
1 0 0 1 ] ] ] 1
1 i g € 0 ] ] 1 ]
0 0 1 0 d- d- d- d-
0 -1 0 0
1 5 2 0 e [ 3 | a4 ]
x2 X3
d- 0
0 0
1 1
0 1

Figura 27 — Segunda Iteracao

ORIENTAGCAO NO CAMINHO DO ARCO x3 QUE ENTRA PARA VER QUEM SAI DA BASE

0 -1 -1 -1 Nk(var q entra): x2 BA(-1)*Nk:
0 0 0 -1 1 1 yx1)
0 0 -1 0 [i] 0 y(x4)
1 1 1 1 -1 1 y(x3)
0 0 yixl)
ATUALIZACAO DOS FLUXOS

deltinha recebe (-1) pg x2 pertence ao psi 2
deltarecebe 5

x2=x2 + delta*deltinha x2=0 valor de x2 na nova solugio

atualizagdo das variaveis basicas

Orientagdo no caminho das variaveis basicas.

ite superior e portanto, é a varidvel que ird sair da base.

ce*Br-1)[ o 1 -3

Sd0 os pi's da drvore

Calculo para ver quem entra na base:

(-CN + CB*BA-1)*N

entra x2 pg pertence ao psi 2

Orientagdo no caminho das variaveis basicas.

xB=xB-delta*deltinha*orientagio no caminho x1=5-(5)*(-1)*(1) x1=10
x3=3-(5)*(-1)*(1) x3=8  atingiu seu limite superior e portanto, & a varidvel que ird sair da base.
Nova Solugdo: ‘ ‘ %2 ‘ x4 ‘ X3 ‘ x| ‘ ‘ ‘ x1 ‘ X5 ‘
xe: | o | 2 | 8 | o | [ xn: | 10 [ 8 |

Z=62

Figura 28 — Atualizagdo dos Fluxos
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32 Iteragdo:
Base: x2 x4 x3 xl
1 0 0 1
0 i g € 0
-1 0 -1 0
0 I 0 0
cB: a 6 2 0o |
N x1 x5 CM:
d- 0
=¥ 0
0 1
0 =1

BA-1):

CB*BA{-1)*N:

Como néo ha nenhuma varigvel candidata a entrar na base a solugo otima é:

Solugdo 6tima:

Xb:

R a L

[ 2 T a |

o e b

[l L TR

x1

x5

10

Figura 29 — Terceira Iteragao

ce*Br-y[ 0 2 -4 -8

S30 os pi's da drvore

Célculo para ver quem entra na base:

(-CN + CB*BA-1)N)

Como ambas varidveis estdo no limite superior e
(-CN + CB*B*(-1)*N) > 0 nenhuma variavel é candidata
a entrar na base.
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B Exemplo para Minimizar o Problema de

transporte através do Solver

Neste anexo o mesmo exemplo para minimizar o problema de transporte sera re-
solvido, mas desta vez,o desenvolvimento foi feito através do Solver, que é uma ferramenta

da plataforma Excel.

A=

x
=t
I
[S)
P
@
P
5
P
6]

.
10 10
0 -1,332276-15
i 0

-
-10 -10

awN e
oloh
olhle
olhm o
Llelm o
Limle o

Custos 1
Solin 10 o 8
Z=70

62,00

8]

u 0 o 0 0 0
LS 10 5 9 10 8

Figura 30 — Exemplo desenvolvido no Solver
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