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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver os métodos empregados em um estudo so-
bre as tendéncias de crescimento e decrescimento da populacao de trabalhadores do Polo
Naval e do nimero de habitantes do Municipio de Rio Grande, entre os anos de 2005 e
2015. Para tanto, definiram-se os métodos numéricos (ajuste por Minimos Quadrados)
e os modelos analiticos classicos de Malthus e Verhulst para avaliar a dinamica das po-
pulacoes. A avaliagdo dos modelos obtidos foi feita através do software wxMaxima, que
foi muito 1til para a realizagdo dos calculos e representacao grafica. Os dados relativos
as populagoes foram coletados junto a Fundagdao de Economia e Estatistica e o Sindicato

dos Metalturgicos de Rio Grande.

Palavras-chaves: Crescimento Populacional, Polo Naval, Rio Grande.



Abstract

This study aims to develop the methods employed in a study on the trends of growth and
decrease of the population of workers of the Naval Pole and the number of inhabitants
of the Municipality of Rio Grande, RS between 2005 and 2015. For this, Least Squares
and the classic analytical models of Malthus and Verhulst were used to evaluate popu-
lation dynamics. The evaluation of the obtained models was done through the software
wxMaxima, which was very useful for the accomplishment of the calculations and graphi-
cal representation. Population data were collected from the Economics and Statistics

Foundation and the Metalworkers Union of Rio Grande.

Key-words: Population growth, Polo Naval, Rio Grande.
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Introducao

O estudo da dinamica populacional é importante por dar cunho especifico a con-
figuracao de uma sociedade e as questoes pertinentes aos seus multiplos aspectos, sejam
econdmicos, politicos ou socioculturais (SETT et al., [1999)). E importante, ainda, observar
o crescimento da populagao através das transformacoes ocorridas durante o processo de

urbanizacao.

O atual municipio do Rio Grande teve, no seu inicio, um papel importante na
defesa e manutencao do territorio disputado pelas coroas portuguesas e espanholas. A
cidade de Rio Grande foi fundada em 19 de fevereiro de 1737, pelo Brigadeiro José da Silva
Paes, e é considerada a mais antiga do Rio Grande do Sul. O municipio é privilegiado
pela sua natureza, pois possui a maior praia do mundo em extensao (Cassino - 245 km,
segundo o Guinness Book); lagoas; uma reserva ecolégica (Taim) com 32 mil hectares e
uma infinidade de animais silvestres (PORTO, 2017).

A cidade se desenvolveu a partir da intensificacdo comercial portudria, sinalizada
com a perda da Colonia do Sacramento e o inicio do ciclo do charque no Rio Grande.
A dragagem do cais e a construgao do Porto (1823), tornam a Vila do Rio Grande um
importante centro comercial (NOGUEZ, 2015). O desenvolvimento econémico propici-
ado pelo charque e pelo comércio de exportacao e importacao levou Rio Grande a um
crescimento comercial consideravel no século XIX (MARTINS, [20006]).

A partir da construgdo do Porto Novo, no comeco do século XX, intensifica-se a

ocupagao urbana, principalmente proxima as industrias que se instalavam, o Frigorifico
Swift (1917) e a Refinaria Ipiranga (1937) (NOGUEZ, [2015)).

A partir do inicio do século XXI, os investimentos, principalmente no setor naval,
impulsionaram o crescimento populacional do municipio. No ano de 2013, com o auge
da producao nos estaleiros, Rio Grande e as cidades vizinhas fervilhavam com a presenca
dos trabalhadores que aqueceram a economia e deram novas perspectivas a uma regiao
desacreditada por décadas (GLOBO, 2017). O Polo Naval chegou a empregar quase 20
mil trabalhadores (Figura (1)) neste ano, transformando o municipio de Rio Grande na

cidade simbolo da nova era econdmica na metade sul do estado.
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Figura 1 — Assembleia na Empresa ECOVIX 2013

Fonte: Sindicato dos Metalurgicos de Rio Grande

Entretanto, no inicio do ano de 2017, o setor metaltrgico foi atingido pela crise
econdmica do pais ocasionada pela revelagao dos escandalos de corrupcao na Operacao
Lava-Jato e o Polo Naval de Rio Grande passou a empregar pouco mais de 200 funcionarios

(Figura. Este nimero ainda vem diminuindo e, até o final de 2017, nao deve ultrapassar

100 trabalhadores (AVILA] [2017)).
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Figura 2 — Estaleiro com obras paradas em Rio Grande

Fonte: http://gl.globo.com/rs/rio-grande-do-sul/noticia/2017/03/audiencia-publica-em-
rio-grande-busca-solucoes-para-polo-naval.html

A variacdo do nimero de habitantes do municipio do Rio Grande esta relacio-
nada, entre outros fatores, com a chegada (e saida) de mao-de-obra especializada e a
criagao (extingao) de vagas de emprego no setor metalirgico. Em virtude desses indices,
decidiu-se, nesse trabalho, estudar a dindmica da populagao da cidade de Rio Grande e de
trabalhadores do Polo Naval do municipio. Acredita-se que a anélise da evolucao do cres-
cimento do tamanho dessas populagoes possa ser 1til para o planejamento da urbanizagao,

desenvolvimento econémico e mercado de trabalho do municipio.

Para abordar matematicamente os problemas, foram empregados métodos numé-
ricos (ajuste por Minimos Quadrados) e os modelos analiticos cldssicos de Malthus e
Verhulst para avaliar a dindmica das populagoes. Os resultados foram obtidos utilizando-
se o software wxMaxima e os dados relativos as populagdes empregados neste trabalho

coletados junto a Fundagao de Economia e Estatistica - FEE| e o Sindicato dos Metaltr-
gicos de Rio Grande (STIMMMERG).

Para atingir os objetivos propostos, esse trabalho estd organizado da seguinte
forma: no primeiro capitulo, faz-se uma breve revisao bibliografica sobre a dindmica po-
pulacional. No segundo capitulo, descrevem-se as metodologias utilizadas, abordando-se
a fundamentacdo numérica (ajustes linear, exponencial e polinomial) e a fundamentagao
analitica (modelos Malthusiano e Logistico). No terceiro, discutem-se os principais re-
sultados obtidos com o emprego do software wxMaxima. Por fim, no quarto capitulo,

apresentam-se as conclusoes a respeito da dinamica da populagao de trabalhadores do


https://www.fee.rs.gov.br
http://www.stimmmerg.com.br
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Polo Naval e da cidade de Rio Grande.
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1 Revisao Bibliografica

Decorrente da importancia do estudo da dindmica de populagoes para a configura-
¢ao de uma sociedade encontra-se na literatura uma quantidade significativa de trabalhos

que abordam o assunto.

No trabalho de (MOSCHOUTIS, [2013)) é realizado um estudo abrangente sobre
como modelar o crescimento populacional brasileiro. O primeiro passo da autora foi iden-
tificar, através de estudos sobre os dados censitarios, os quais foram coletados diretamente
do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), os relevantes na construgao da
pesquisa. O trabalho buscou também identificar o melhor resultado para dois problemas
similares (populacdo ja estimada e populagio a estimar). Paralelamente, foram investiga-
dos alguns estudos ja realizados que forneceram suporte para a construcao da fundamen-
tagdo matematica. Dentre as op¢oes existentes foram escolhidos cinco modelos, sobre os
quais os estudos foram aprofundados. Os cinco modelos apresentados neste trabalho sao:
linear, exponencial, polinomial, malthusiano e logistico. Tais modelos sao significativos
uma vez que possuem diferenca na forma como foram desenvolvidos, e mais ainda, no
resultado que apresentaram. A autora conclui que para a populacao ja mensurada pelo
Censo, o modelo exponencial se adapta também para o estudo de estimativas, apesar de

num primeiro momento, crer que o modelo logistico seria o mais indicado.

Na pesquisa de (SANCHES; SOUSA| 2011) é apresentado um estudo sobre o em-
prego de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) no crescimento demogréafico da cidade
de Santa Fé do Sul - SP, segundo um modelo linear de crescimento populacional e os
modelos de Malthus e Verhulst. A modelagem empregada foi obtida através de Equagoes
Diferenciais. Os dados da populacao atual foram determinados através do calculo médio
do crescimento anual da cidade no periodo de 2000 a 2010 e também uma projecao para
os anos de 2020, 2030, 2040. Os autores concluiram que os resultados obtidos sao proé-
ximos da realidade, o modelo de melhor projecao foi o crescimento logistico de Verhulst.
Por meio desses modelos, (SANCHES; SOUSA| 2011)) estimaram o quanto a populacdo
de uma cidade ird crescer em longo prazo. A partir destes estudos, a cidade podera se
organizar para ser capaz de suportar o crescimento populacional de uma forma organi-
zada, isto é, o estudo do crescimento demografico podera ser 1til para o planejamento e

desenvolvimento futuro do municipio de Santa Fé do Sul.

No trabalho de (LIMA; VIEIRA] 2009) foi aplicada a modelagem matemética em
um estudo sobre modelos classicos de crescimento populacional. O trabalho realizado teve
apenas fins tedricos, onde pretendia explicar as fases da modelagem matematica e analisar

modelos classicos da literatura, apresentados por Thomas Robert Malthus, Pierri-Francois
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Verhulst e de Alfred James Lotka e Vito Volterra.
O artigo de (PUGENS; SILVA; FERNANDES| 2012) investiga as aplicagoes dos

conceitos matematicos apresentados e desenvolvidos nas disciplinas da area da Mate-
matica Aplicada, sob a ética do crescimento populacional. Os autores tém como ideia
principal buscar um processo de investigagdo e compreender com maior profundidade as
contribui¢oes da matematica para a sociedade. Levando em consideragao o fato do mesmo
poder ser analisado, a partir dos conhecimentos cientificos e contextualizado, na realidade
do municipio de Osério no Rio Grande do Sul. Foi aplicado o Modelo de Malthus para
o crescimento populacional onde compararam os resultados obtidos pelo modelo, com os
dados estatisticos obtidos no IBGE, no periodo de 2001 a 2010. Os autores concluiram

que os resultados sao muito proximos dos dados fornecidos pelo IBGE.

No trabalho de (ALITOLEF| 2011) a ideia béasica é mostrar como as equagoes
diferenciais foram desenvolvidas ao longo destes trés ultimos séculos, bem como suas
maiores contribuigbes para o progresso tecnolégico. Foram feitas analises com dados
populacionais registrados pelo IBGE, nos anos de 2001 e 2010, em trés cidades do Estado
de Rondonia: Porto Velho, a capital do Estado de Rondonia, Ji-Parana e Ouro Preto do
Oeste. Para o trabalho foi utilizado o modelo de crescimento e decrescimento populacional
de Malthus. O autor conclui que, com base em um simples modelo, pode-se definir o
crescimento e decrescimento populacional destes municipios em periodos distintos e de

forma logica.

Cumpre ressaltar que ao efetuar o estudo bibliografico para a fundamentacao teo-
rica deste trabalho, nao foram encontradas referéncias relacionadas a utilizagdo das me-

todologias propostas, e nem ao menos do software wxMaxima, no estudo populacional de
Rio Grande.

No proximo capitulo apresenta-se a fundamentacao matematica necessaria para a

realizacao desse trabalho.
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2 Fundamentacao Matematica

Neste capitulo abordam-se os principais métodos que podem ser aplicados para
estimar a populacdo para anos futuros. Neste estudo, dirigi-se a andlise para os seguintes
modelos: o Método dos Minimos Quadrados: Ajuste Linear, Exponencial e Modelos
Polinomiais (grau maior ou igual a dois), dentro da 6tica numérica; Modelo Malthusiano
e Modelo Logistico ou de Verhulst, dentro da ética analitica. Pretende-se verificar qual
método melhor se ajusta a esta pesquisa, segundo os dados obtidos junto ao Sindicato
de Metalurgicos de Rio Grande STIMMMERG e a Fundacao de Economia e Estatistica
- FEE.

2.1 Meétodos Numéricos

Os Métodos Numéricos conduzem as solugoes aproximadas de um modelo ou sis-

tema exato.

2.1.1 Método dos Minimos Quadrados

Definicao 2.1.1. Método dos Minimos Quadrados. O método dos minimos qua-
drados, de acordo com a autora (MOSCHOUTIS, 2013)) é uma técnica de otimizacao
matematica que procura encontrar o melhor ajuste para um conjunto de dados expe-
rimentais, isto é, determinar os parametros de uma especifica funcao de ajustamento,

minimizando o somatério dos quadrados dos residuos.

Segundo (RUGGIERO; LOPES; 1996) dados os pontos (z1, f(21)), ..., (Xm, f(zm))
e as n fungdes gy (z), ..., gn(x) escolhidas de alguma forma. O objetivo é determinar os
coeficientes oy, ..., o, tais que a fun¢ao p(z) = a191(x) + -+ - + @,g,(z) se aproxime ao

méaximo de f(z).

Seja dy, = f(zr)—¢(xr) o desvio em x. Um conceito de proximidade é que o desvio
dj seja minimo para todo k= 1,2,...,m. O método dos minimos quadrados consiste em
escolher os a;’s de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. Visto que

asoma 3 d2= 3 (f(zr) — ¢(zx))* é minima, tem-se que cada parcela [f(xy) — ¢(zx)]?
k=1

também é minima.

Portanto, dentro do critério dos minimos quadrados, os coeficientes «y,, que fazem

com que ¢(x) se aproxime ao maximo de f(z), sdo os que minimizam a funcao

m

Flag, ... an) = > [f(xr) — ()] = i[f(fk) — angi (k) — -+ - — angn(ar)]®.

k=1 k=1


http://www.stimmmerg.com.br/
https://www.fee.rs.gov.br
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OF

Para isto é necessario que as derivadas parciais R j=1,...,n, sejam nulas, resultando
o)

J
um sistema linear de n equagoes e n incognitas (RUGGIERO; LOPES| 1996).

Em outras palavras, com esse método determina-se uma fung¢ao ¢(x) de um tipo
pré-estabelecido: uma reta (ajuste linear), uma exponencial (ajuste exponencial) ou um
polinémio de grau maior ou igual a dois (ajuste polinomial), que melhor ajusta um con-

junto de pontos ou uma funcao dada.

2.1.2 Ajuste Linear

Definigao 2.1.2. Ajuste Linear. De acordo com (BARROSO et al.| [1987), o modelo

mais simples que relaciona duas variaveis x e y é a equagao da reta

o(r) = o + . (2.1)

Dados m pontos (z;, f(z;)) = (x;,v;), determinam-se a; e as de tal forma que a

reta p(r) = a; + agr se aproxime do conjunto de pontos o0 maximo possivel.

Neste caso, o desvio total desses pontos com relagdo a fun¢ao () terd a forma:

F= Zld? =2 (i - p(1:)* = Y (1 — an — ;) (2.2)
1= i= i=1

Observa-se pela equagao (2.2) que F' depende de a; e ao.

Para a reta ser préxima dos pontos dados, o desvio total F' deve ser minimo. Uma

OF
vez que F' depende de oy e as, as derivadas parciais — e —— devem ser nulas:
8041 8042
oF U
Y. > 2(yi — a1 — agay)(—1)] (2.3)
ar 3
’ oF
Dy i:1[2(yz‘ — o1 — o) (—i)). (2.4)

O sistema representado pelas equagoes (2.3)) e (2.4]), pode ser escrito como:

3

23 (awa? + aqx; — 2y;) = 0

Tl
SH
—
o
ot
SN~—

2 (agr;+a3 —y;) =0
i=1
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ou
m 2 m m
Qg > w;ton Y xi— 3wy =0
z;l m =1 m =1 ) (26)
ag > wi+ Y o — >y =0
i=1 i=1 i=1
m ~
Como Y a1 = a;+ a1+ -+ a; = ma; tem-se que a1 e ay serao calculados
i=1
m parcelas
resolvendo-se o sistema linear,
m m 9 m
DTy = Qo Yo T+ Y
i=1 i=1 i=1 (2.7)

m m
Zly,- = (9 lel +ma1
= 1=

Resolvendo-se o sistema linear (2.7]), sdo obtidos os valores de a; e as e assim

determina-se a funcao de ajuste:

o(x) = a; + asx.

Resumindo-se, para determinar a reta que melhor se aproxima dos m pontos
(x;,:), procede-se da seguinte maneira:
m

m m
1. Calculam-se os quatro somatérios Y. @, > v;, >, 22,
=1 i=1 =1 =

m
1
2. Aplica-se em (2.7) e calculam-se os coeficientes a; e as. Com isso obtém-se a

aproximacao linear da reta de equagao (2.1).

2.1.3 Ajuste Exponencial

Definicao 2.1.3. Ajuste Exponencial. Segundo (MOSCHOUTIS| 2013)), faz-se o

bt

ajuste de pontos da forma (z;,p;) a uma exponencial do tipo p = ae”. Essa fungao

pode ser ajustada através da transformacao:

Inp = In(ee™) = Inar + bt. (2.8)

Fazendo P = Inp e a = Ina reduz-se o problema de ajustar a tabela de pontos
(x;, p;), referente a uma exponencial, ao ajuste linear de P = a+ bt do conjunto de pontos
(x;, B;), onde P; = Inp,;. Dessa forma, repete-se o procedimento descrito na segao e

obtém-se o ajuste.
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2.1.4 Ajuste Polinomial

Definigao 2.1.4. Ajuste Polinomial. Segundo (BARROSO et al., [1987), um caso
especial de ajuste linear multiplo para ¢(z) = apgo(x) +a191(x) +a2ge(z)+- - -+ Amgm (),

ocorre quando go(x) = 1,91(z) = z,92(x) = 2%, ..., gm(x) = 2™. Deste modo, tem-se:

(1) = g + 1T + wr® + - + ™, (2.9)

entdo, a partir do conjunto de dados (x;, f(z;)), a funcao Q(dy) definida a partir do desvio

dp = f(zx) — ¢(xx), pode ser escrita em termos dos coeficientes o como

Qoo 0m) = Y (f(xi) _ f:oajxij) | (2.10)

No ponto em que ) é minimo,

9@ _

0
8ak ’

para k=10,1,2,...,m.

Isto implica as equagoes

22712 (f(xl) - iaja:ij) z® =0, (2.11)

para cada k =0,1,2,...,m, pois

0 Ui , 0
7Q (Z Oé]._'lflj) — 7<a0 -+ oX; + e+ akxik + oo+ amxim) — xik_

86Yk =0 8ak

A equagao ([2.11)) pode ser escrita como

i (i: xz’j+k> aj = 2”: fa)zi®, (2.12)

para cada k = 0,1, ..., m. Ou seja, um sistema de m+1 equagoes lineares cujas incognitas

sao os m + 1 coeficientes «; do polindémio ¢(z).
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O sistema de equagoes (2.12)) pode ser convenientemente descrito em notagao ma-

tricial como

onde
1 i SC12 .Z'lm
1 zy 22 ... ™
S I (2.14)
1 z, x,° ™
Qo
fi
aq
X7 é asua transposta, a = ) e f= :
fn

As equagoes dadas pelo sistema ([2.13)) sdo denominadas equagées normais. Essa

nomenclatura deve-se ao seguinte fato: o sistema (2.13) pode ser reescrito como
X' (Xa—f)=0, (2.15)

onde as componentes do vetor entre parénteses, Xa — f, sao chamadas de residuos da

aproximagao e, segundo a equagdo (2.15) esse vetor é normal (ortogonal) aos vetores

formados pelos elementos das linhas da matriz X7 que sdo da forma: ) para
[=0,1,2,...,m.

2.2 Meétodos Analiticos

Os métodos analiticos compreendem a resolucao de equagoes diferenciais que mo-
delam um fendémeno. Uma equacao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou
mais variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é dita
ser uma Equagao Diferencial (ED) e sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a

linearidade (ZILL; CULLEN] 2009).

2.2.1 Modelo Malthusiano

Em 1798 foi publicado um ensaio anénimo que se transformou em um dos trabalhos

mais discutidos dos tempos modernos. Seu titulo era Um Ensaio sobre o Principio



Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 22

da Populacao, da Maneira que esta Afeta a Mellhoria Futura da Sociedade,
com Observagoes sobre as Especulagoes de Mr. Godwin, M. Condorcet e
Outros Escritores. O trabalho foi escrito por Thomas Robert Malthus, nascido em
1776 e ministro ordenado da Igreja Anglicana (RIMA, |1987)).

Malthus defende seu ponto de vista de que o aumento potencial da populacao,
quando nao contido, é uma proporgao geométrica, ao passo que a subsisténcia s6 pode

aumentar em proporgao aritmética (RIMA| [1987).

Defini¢ao 2.2.1. Modelo Malthusiano. Segundo os autores (ZILL; CULLEN| 2009)
e (TAVONTI, 2013), a ideia do modelo Malthusiano corresponde a consideracao de que a
taxa na qual a populacao de um pals cresce, em certo tempo é proporcional a populacao
total do pais naquele tempo. Em outras palavras, quanto mais pessoas existem em um

tempo ¢, mais existirdo no futuro.

Seja P o nimero de individuos em uma populagdo. Este nimero é dependente do

tempo (BASSANEZI, 2002), entao esta relagdo pode ser escrita como:

P = P(t). (2.16)

Em termos matematicos, P(t) corresponde a populagao total em um tempo ¢ e k

é a taxa de crescimento. Assim,

P(t+1) - P(t)

50 = k. (2.17)

A equagao ([2.17)) indica que a variacao relativa da populacgdo é constante ou, em
outras palavras, que a variagao da populacao é proporcional a prépria populagao em cada

periodo de tempo.

O modelo discreto (tempo discreto) de Malthus é dado por
P(t+1)— P(t) = kP(t), (2.18)

P(t+1)=kP(t) + P(t).

Considerando dada a populagao inicial P(0) = Fy, obtém-se a expressao:

: (2.19)

P(t+1)=(1+k)P(t)
P(0) = R
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ou seja,

Pt)=(1+k)P. (2.20)

A constante £ (BASSANEZI, 2002) vai ser uma média entre todos os valores e
pode ser obtida, pela equacao ([2.21))

<1+k>t:P]§t> :>k:f/P[()t)—1, (2.21)

onde P(t) é a taxa de crescimento da populagao.

A equagao (2.20) pode ser reescrita na forma exponencial como,

P(t) = Pye(+h", (2.22)

Pode-se comparar a solugdo do modelo de Malthus discreto (2.17)) com a solugao

do modelo continuo correspondente, considerando-se que

AP _ | Plt+ A1) = P(t)

At A0 At (2.23)

Tomando o limite quando At — 0, tem-se a derivada da funcdo a qual satisfaz a

equagao (2.24). Assim, pode-se escrever o modelo continuo como:

dP(t)
g R (2.24)
P(0) = R

Dessa forma, se k é positiva a populagao crescera e se k for negativa a populacao

diminuira (ela pode diminuir por um tempo sem ir para zero).

A equagao (2.24) é uma equacao diferencial ordinaria de variaveis separaveis. Para
determinar uma funcao populacao que satisfaca a equagao, primeiramente, deve-se separar

as variaveis

= = kdt. (2.25)

Integrando-se,

/ d}f(i? - / kdt, (2.26)

In|P(t)|+InCy =kt +InCy, (2.27)
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onde C e (5 sao constantes de integragao. Logo:

In|P(t)| = kt+InC, (2.28)
onde InC =InC; — In(C,.

Aplicando-se as propriedades dos logaritmos usuais a equacao (2.28)), obtém-se

PO — ht+inC. (2.29)

P(t) = Cer. (2.30)

Quando o tempo for zero (¢t = 0), a populagao inicial sera

Py=Ce" =C. (2.31)

Substituindo (2.31]) na equagao (2.30)), obtém-se a solugao de ([2.24]),
P(t) = Pye™. (2.32)

2.2.2 Modelo de Verhulst

Segundo o autor (TAVONI, 2013|) Pierre-Francgois Verhulst nasceu em Bruxelas no
ano de 1804, obtendo o grau de doutor em Matematica pela Universidade de Ghent no ano
de 1825. Introduziu a equacao de crescimento logistico onde a populacao cresce até um
limite maximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar e nao cresce indefinidamente

como Malthus propos em seu modelo.

Definicao 2.2.2. Modelo de Verhulst. O modelo de Verhulst, onde P,, é chamado de
valor limite da populagao, ou capacidade suporte, é essencialmente, o modelo de Malthus

modificado

dpi’f) = kP(t) (“Zﬁ?) .

d (2.33)
P(O) - Po, k > O

Observa-se que P(t) = 0 e P(t) = P, sdo solugdes da equacao diferencial dada
em (2.33). A solugdo analitica de (2.33]) é obtida por integragido apés a separacao das
variaveis (MOSCHOUTIS] 2013), isto é,

P
/P(t) -7y [ kat. (2.34)
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Usando a técnica das fragoes parciais para resolver a integral do primeiro membro,

da equacao ([2.34]), obtém-se

/ P(t) (11— / Pyt / P(t) )

Reescrever

pry(1-24) Pt 1-40

Aplicando o mme:

1 A(1-E29) 4 BP(t)

[gualando os termos semelhantes:

AP(1)
I=A- 52+ BP(Y)

A=
(- % B) P(t) = 0P(t)
A

Poo T P

Resolvendo as integrais:

/Ptﬂdp(tw/lf

P
In |P(t)| —ln‘l — )‘ +c,

(t

Ps
P

In |P(t)| —1n’1 - P(t)’ =kt +c,

Aplicando as propriedades dos logaritmos, tem-se

P(t)
P)
P

=kt +c. (2.35)
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Aplicando a condicao inicial t = 0, P(0) = P,, pode-se determinar o valor da

constante de integracao c:

P(0)
PyPy
=In|——+|. 2.36
c=1In P B (2.36)
Substituindo a equacao (2.36) em (2.35)), obtém-se
P(t) Py PyPy
In|l————|=kt+In|——+ 2.37
HP, =P TSR (237
aplicando as propriedades dos logartimos, tem-se
P _
PO(POO - P(t))
ou seja,
P(t P, PyP,, — P(t)Py)er
(1) _ 0 6kt:>P<t>:(0 ()0)6.
P, —P(t) Po—F P, —F
Explicitando P(t), tem-se
P
P(t) = > :
) (B —1) ekt +1
PP
P(t) = 0 (2.38)

(Poo —Po)e_kt—i—Po.
A equagao (2.38)) é denominada equagao logistica.

No préximo capitulo apresenta-se os resultados e discussoes desse trabalho.
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3 Resultados Numéricos e Discussao

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com a implementacao dos Mé-

todos Numéricos e Analiticos utilizando o software wxMaximal.

3.1 Software wxMaxima

O wxMaxima é uma interface para o sistema de algebra computacional Maxima que
¢ um descendente de Macsyma, desenvolvido no final da década de 1960 no Massachussetts
Institute of Technology (MIT).

O Maxima é um sistema para a manipulacao de expressoes simbodlicas e numéricas,
incluindo diferenciacao, integracao, séries de Taylor, transformacoes de Laplace, equacoes
diferenciais ordindrias, sistemas de equacgoes lineares, polinémios, conjuntos, listas, ve-
tores, matrizes e tensores. Esse software produz resultados numéricos de alta precisao
usando fragdes exatas, inteiros de precisao arbitraria e nimeros de ponto flutuante de
precisao variavel. O Maxima pode representar graficamente fungoes e dados em duas e

trés dimensoes.

Neste trabalho utiliza-se o wxMaxima para se obter os resultados numéricos e
graficos, que descrevem o melhor ajuste para os dados. A versao do wxMaxima utilizada
éa 16.04.2.

Observagao: Os comandos utilizados ao longo desse trabalho estdo disponiveis
no Anexo [Al

Nas secoes seguintes serao apresentados os resultados obtidos com o estudo do
crescimento populacional da cidade de Rio Grande e dos trabalhadores do Polo Naval

deste municipio.

Para uma melhor apresentagao dos dados obtidos, os resultados estao organizados

da seguinte forma:

1. Na se¢do [3.2] sdo apresentadas as modelagens realizadas para a populagdo de Rio
Grande.

2. Para estudar a populagao de trabalhadores do Polo Naval, foram usadas as situacoes,

considerando:

Situagao A: Os dados do STIMMMERG entre os anos de 2005 a 2015 (Secao
73).


http://andrejv.github.io/wxmaxima/
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Situacao B: Os anos de 2016 e 2017, com informagoes obtidas informalmente no
STIMMMERG (Secao [3.4)).

Situacao C: Que o setor metalirgico mantivesse um fluxo continuo de plataforma
e navios, entre os anos de 2005 e 2012 (Segdao [3.5)).

3.2 Estudo sobre a populacdo da Cidade de Rio Grande

Nesta secao, apresentam-se os resultados obtidos apds a implementagao da meto-

dologia proposta, tendo como premissa as formulagoes descritas no Capitulo [2]

Nessa etapa do trabalho é apresentado o estudo realizado com os dados da popu-
lacdo de Rio Grande coletados através da Fundacao de Economia e Estatistica - FEE,
onde serd estimada a populagao para anos futuros. A Tabela [I| apresenta a populacao do

mesmo entre os anos de 2005 a 2015.

Tabela 1 — Populacao de Rio Grande

Ano Tempo Populagao

2005 0 196482
2006 1 197974
2007 2 199409
2008 3 200878
2009 4 202218
2010 5 203558
2011 6 205604
2012 7 206616
2013 8 209223
2014 9 211410
2015 10 213166
Fonte: FEE

A Figura [3|apresenta o diagrama de dispersao para os dados referentes ao niimero
de habitantes da cidade de Rio Grande. Para relacionar o Ano t e a Populacao P, foi
considerado o ano inicial, o qual é chamado ano zero ou ainda tempo zero (t = 0), o ano
de 2005. Para o ano final ou tempo final, (¢ = 10), o ano de 2015. A escolha do ano inicial

foi feita para fins comparativos entre as populagoes estudadas no presente trabalho.


https://www.fee.rs.gov.br
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Populacdo de Rio Grande

230000
225000
220000 |-
215000 |-

> 210000 |- ¥
205000 - °
200000 |- 5

195000 -

190000 1 1 1 1 1 1

Figura 3 — Diagrama de dispersao para os dados da populagdo de Rio Grande no wxMa-
xima

3.2.1 Ajuste Linear

Seja p(x) = a1 + agr a fungdo que ajusta os dados. Os pardmetros a; e ao

constituem a solugao do sistema:

Y xiys = Y rF A+ ay Y
z;l mz:l =1 (31)
2 Y= >0 T+ mayg

s
Il
—

=1

A partir de agora assume-se a variavel z; para indicar o tempo, e a variavel y; para

indicar a populagao.

Tabela 2 — Coeficientes para o calculo empregando o ajuste linear

LT Y Y, T
0 0 196482 O 0
1 1 197974 197974 1
2 2 199409 398818 4
3 3 200878 602634 9
4 4 202218 808872 16
5 5 203558 1017790 25
6 6 205604 1233624 36
7T 7 206616 1446312 49
8 8 209223 1673784 64
9 9 211410 1902690 &1
10 10 213166 2131660 100
> 5h 2246538 11414158 385
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Utilizando os dados da Tabela [2 é possivel chegar a:

385 + bba; = 11414158 (3.2)
55as + 11ay = 2246538 '
Apos os calculos algébricos, chega-se a conclusao que:
= 1649, 7090
“ ’ . (3.3)
a1 = 195982, 1818
Esses resultados foram também obtidos utilizando-se o wxMaxima:
(%i1)  solve([385*x+55*y=11414158,55%x+11*y=2246538],[x,y]),numer;
[z = 1649.709090909091, y = 195982.1818181818]] (%01)

Dessa forma tem-se que o ajuste linear que melhor se ajusta aos dados fornecidos

¢é dado pela funcao:

o(x) = 1649, 7090z + 195982, 1818. (3.4)

Observa-se que a partir dos dados reais (obtidos através da FEE) é possivel fazer
uma aproximagao com o uso do software wxMaxima, o qual permite uma melhor represen-
tagao grafica dos modelos. Na Figura [4] os pontos vermelhos (representados por circulos)
correspondem a populacdo de Rio Grande, enquanto que a curva esbocada em azul cor-

responde ao grafico do ajuste linear determinado pela funcao representada na equacao

B3).

Modelo Linear Populacdo de Rio Grande

220000

215000

210000

> 205000

200000

195000

190000 ' ' ! : '
0 2 4 6 8 10 12

Figura 4 — Ajuste Linear da populagao de Rio Grande no wxMaxima
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Pode-se observar que a fun¢do que representa o ajuste linear é uma solugao apro-
ximada e intersecciona alguns pontos dos dados reais. Entretanto, o modelo nao é bom
o suficiente para modelar dados demograficos, uma vez que esta curva é ilimitada superi-
ormente. Toda populacao tende a se estabilizar depois de certo intervalo de tempo. No
entanto, o procedimento de ajuste estudado nesta secdo serve para fins de comparacao

com os modelos que serao apresentados nas proximas subsecoes.

3.2.2 Ajuste Exponencial

Inicia-se o estudo em questao, aplicando o ajuste linear nas variaveis a; e as, como

visto na secao [2.1.3| a variavel P; = In p;:

m m 2 m
TP = Qo YL T oy )T
i=1 =1 =1

m m (3.5)
pi = Q2 3o T+ mag
i=1 i=1
Tabela 3 — Calculo para o ajuste exponencial
LT Y In p; z;Inp; ;?
0 0 196482 12,1883 0 0
11 197974 12,1958 12,1958 1
2 2 199409 12,2031 24,4062 4
3 3 200878 12,2104 36,6313 9
4 4 202218 12,2171 48,8684 16
5 5 203558 12,2237 61,1185 25
6 6 205604 12,2337 73,4022 36
7 7 206616 12,2386 85,6703 49
8 8 209223 12,2511 98,0092 64
9 9 211410 12,2615 110,3539 81
10 10 213166 12,2698  122,6982 100
> 55 2246538 134,4934 673,3544 385
Utilizando os dados da Tabela |3 tem-se que:
385 + Hday = 673, 3544 (3.6)
550 + 11ay = 134,4934 '
Resolvendo o sistema, através do software wxMaxima, obtém-se:
= 0,0081
2= . (3.7)
a; = 12,1863
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Ou seja, aproximadamente,

(%i1)  solve([385*x+55%y=673.3544,55*x+11*y=134.4934],[x,y]) ,numer;

[z = 0.008067272727272727, y = 12.18633636363636]] (%o1)

Note que a1 = a e ap = b na fungdo P = a+ bt como, por definicao a = In o, entao

12,1863 _y ,

a=lha=a=¢e"=c¢ 196084, 3102. Assim tem-se que o ajuste exponencial

é determinado pela funcao:

¢(r) = 196091, 44070081, (3.8)

A funcao (3.8]) esta representada na Figura bl Ao determinar a funcao que melhor
ajusta o modelo exponencial, pode-se obter uma aproximacao pelo wxMaxima. Observou-
se que o wxMaxima nao apresenta um comando utilizando o método dos minimos qua-
drados para o ajuste exponencial, entretanto apresenta um algoritmo lbfgs que usa uma
aproximacao de baixa classificagdo da inversa da matriz Hessiana. A aproximacao obtida

através do algoritmo L — bfgs pelo software wxMaxima é a funcgao:

Ajuste exponencial
220000

215000 +
210000 + A

> 205000 + "
200000 + g

195000

190000 : |

X

Figura 5 — Ajuste Exponencial da ¢(z) dada a fungao (3.8])

Observa-se que o grafico produzido pelo wxMaxima, apresenta um deslocamento

na origem, o que nao descreve o ajuste esperado.

- load(lsquares);

(%05)

C:\maxima-5.38.1\share\maxima\5.38.1__ 5 _ gdf93b7b__dirty\share\lsquares\lsquares.mac
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~> M:matrix( [1,196482], [2,197974], [3,199409], [4,200878], [5,202218], [6,203558], [7,205604],
[8,206616], [9,209223], [10,211410], [11,213166));
1 196482
197974
199409
200878
202218
203558 (M)
205604
206616
209223
10 211410
11 213166

© 00 J O Ot k= W N

- load(Ibfgs);
(%07)
C:\maxima-5.38.1\share\maxima\5.38.1__5_ gdf93b7b__ dirty\share\lbfgs\lbfgs.mac

> mse:lsquares__mse(M,[x,y|,y=a*exp(b*x));
N2
L (Mi,Q —a %6bM“)

0 (mse)

- Ibfgs(mse,’[a,b],[213166/%e,1.0/11.0],1e-4,]-1,0]);
[a = 194488.4012351644, b = 0.00809166123405568| (%010)

> y(x):=104488.4012351644%exp(0.00809166123405568*x)

y(z) = 194488.4012351644 exp (0.00809166123405568z) (%ol1)
¢(r) = 194488, 40120081 (3.9)

Assim através da fungdo (3.9), pode-se obter o grafico (Figura [6)).
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220000
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200000

195000

190000

Ajuste exponencial

X

10

Figura 6 — Ajuste Exponencial da ¢(z) dada a fungao (3.9))

Na Tabela 4] é apresentada a estimativa para anos futuros da populacao de Rio

Grande, através das fungoes (3.8) e (3.9).

Tabela 4 — Estimativa da populacao de Rio Grande

Ano Populagao Real ¢(z) = 196091,4407e"9%1%  p(x) = 194488, 401200081
2011 205604 205857 204174
2012 206616 207531 205835
2013 209223 209219 207509
2014 211410 210921 209196
2015 213166 212636 210898
2016 214532 214365 212613
2020 — 221424 219614

3.2.3 Ajuste Polinomial

O estudo populacional entre os anos propostos é representado por um polinémio

de décimo grau, pois entre todos os graus dos polinémios estudados foi o que melhor

se ajustou ao estudo. Essa afirmacgao deve-se ao fato de que o polinémio de grau dez

apresenta o menor erro residual (Tabela . Isso pode ser visualizado na Figura .

Definindo-se por ¢, (n € N), o polinémio de grau n que interpola n + 1 pontos,

entdo a funcao (3.11)) é o polindmio que interpola os dados da Tabela 1] que é composta

por 11 dados, e denotamos n := 10.

Considerando os polindémios para n < 10, em particular n € {2,6,9}:
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©(z) = 108, 100227 4 92, 1794z + 582.8671

we(r) = 2,02492° — 67,66262° + 813,11072* — 4235, 17862°
+9024,61242% — 5023, 5953z + 299, 2698

wo(x) = 0,36652° — 15,3054a° + 264, 624527 — 2451, 82382° + 13149, 12442°
— 41062, 673521 4+ 71140, 093123 — 60841, 3867z% + 20444, 79992 + 247, 4709

Define-se ainda por €, o erro residual referente a ,, para cada n € N, e nesse caso
n < 10.

Na Tabela [5] é feita a analise do erro residual que define o melhor modelo polino-

mial. Quanto mais préximo de 0 (zero) for o valor de €,, melhor é o ajuste.

Tabela 5 — Erro residual dos Polindmios

n €n

2 1,377376435685527 - 107
6  4,207197169140837 - 10°
9  1,074255000228874 - 10°
10 4,149415269549128 - 1013

Neste caso tem-se que, o erro residual do polinémio que melhor ajusta os dados é

€10 = 0.00000000000041.

Aplicando a teoria matemaética, se¢ao para determinar um polinémio qual-

quer, efetuam-se os calculos matriciais necessarios para chegar a equacao (3.10). A partir

dos dados tem-se:
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G (L U G ST VA G VTG VG VA G S

©O© 00 J O Ot = W NN~ O

—_
e}

0 0
1 1
4 8
9 27
16 64
25 125
36 216
49 343
64 512
81 729
100 1000

0
1
1024
59049
1048576
9765625 =
60466176
282475249
1073741824
3486784401
10000000000

Efetuando a multiplicacao obtém-se:

XTf

2246538
11414158
80484960
635289472
5336897412
46625922568
418433600820
3828994181992
35557859251092
334016357388328
3166460547628980

A solucdo do sistema X7 Xa = X7 f seréa:

196482
—21901.2440
65117.6117
—72630.2423
43382.6784
—15490.7217
3461.6144
—487.7681
42.0537
—2.0237
0.0416

196482
197974
199409
200878
202218
203558
205604
206616
209223
211410
213166

Qo
€3]
(&%)
a3
Qy
a5
Qg
a7
ag
Qg

Q10

(3.10)
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Obtendo-se assim a expressao de décimo grau, que melhor modela os dados:

1o(r) = 0,04162" — 2,02372" + 42,05372% — 487, 76812" + 3461, 614425 — 15490, 72172°
4+ 43382,6784z" — 72630, 242323 + 65117, 61172% — 21901, 24402 + 196482. (3.11)

Assim pode-se analisar a representagao grafica do modelo polinomial conforme a
funcao (3.11)).

Polindmio de Grau Dez Populacdo de Rio Grande
220000

215000 -

210000

205000 -

200000 -

195000

Figura 7 — Modelo Polinomial para Populagdo de Rio Grande

A partir da Figura [7] pode-se verificar que o polindémio de décimo grau é o que
melhor se ajusta ao nosso modelo. Na Figura [§ sao ilustrados graficos de polindmios de

graus diferentes estudados durante a modelagem.
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Pardbola da Populacdo de Rio Grande
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Figura 8 — Conjunto de figuras dos polinémios de grau 2, 6 ¢ 9

220000
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Polinémio de Grau 6 Populacdo de Rio Grande
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195000 |- ‘

10 12

10 12

Na Tabela [6] é apresentada uma estimativa para a populagdo de Rio Grande.

Observa-se que apesar do polinémio de grau 10 ser o que melhor ajusta os pontos,

ele nao pode ser utilizado para estimar a populagdo do municipio de Rio Grande, pois

lim ¢9(z) = +00.

T—+00

Tabela 6 — Analise da populagdo de Rio Grande para os polindmios de grau 2, 6, 9 e 10.

Ano Populagao Real —¢s(x)  @s(z)  po(x)  p10(x)
2011 205604 205446 205218 205432 205604
2012 206616 207240 206957 206714 206616
2013 209223 209136 209080 209186 209223
2014 211410 211119 211434 211418 211410
2015 213166 213204 213166 213165 213166

3.2.4 Modelo de Malthus

Nesta secao obtém-se a modelagem matematica para o crescimento populacional

de Rio Grande aplicando-se o modelo Malthusiano Discreto.

Utilizando os dados da Tabela [1| ¢ possivel calcular a taxa de crescimento média

(relativa) tomando por base a populagao inicial Py = 196482 e Py = 213166, onde k é
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dada pela equagao (2.21)). Substituindo os dados, obtém-se:

213166
— 1= k= 0.008183340053934396 3.12
196482~ ) ! (3.12)

0 que nos permite afirmar que a populacao de Rio Grande, cresceu a uma taxa média de,

0,8183% ao ano nestes dez anos.

Dessa forma aplicando-se a equacao (2.22), a populagio segundo o modelo Malthu-

siano Discreto, ¢ dada por

P, = 196482¢M(1008183)", (3.13)

Ap6s desenvolver os calculos através do software wxMaxima assumindo-se a fungao
(3.13]), para determinar a populagdo de Rio Grande entre os anos de 2005 e 2015, obtém-se
a Tabela [7

Tabela 7 — Modelo Populacional da Cidade de Rio Grande Modelo Malthusiano

Ano Populacao Real Modelo Malthus Erro Percentual Relativo

2005 196482 196482 —
2006 197974 198089 0,058%
2007 199409 199710 0,15%
2008 200878 201345 0,23%
2009 202218 202992 0,38%
2010 203558 204654 0,53%
2011 205604 206328 0,35%
2012 206616 208017 0,67%
2013 209223 209719 0,23%
2014 211410 211435 0,01%
2015 213166 213165 4,7 x107* %

Na Figura[9] representa-se um grafico obtido a partir do modelo Malthusiano Dis-
creto e os dados referentes a populacao de Rio Grande. Observa-se que a curva apresenta
um comportamento semelhante ao ajuste exponencial. A partir da Tabela [7] conclui-se

que o maior percentual ocorre para o ano de 2015. Entretanto é um percentual inferior a

1%.
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Modelo de Malthus Populacdo de Rio Grande

220000
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Figura 9 — Modelo Malthusiano para Populagdo de Rio Grande

Pode-se perceber que o mesmo problema ocorrido na funcao exponencial acontece

no modelo malthusiano, apresentando assim um deslocamento na origem.

3.2.5 Modelo Logistico ou Verhulst

Através do modelo Logistico ou de Verhulst é possivel empregar a metodologia

proposta.

A estimativa da taxa de crescimento foi feita considerando-se o crescimento relativo
em cada ano, isto é, comparando-se o acréscimo do nimero de individuos em relagdo a

populacao anterior, conforme os valores mostrados na Tabela

Tabela 8 — Taxa de crescimento anual da populacao de Rio Grande

1 Populacao Real Crescimento relativo
0 196482 0,007593
1 197974 0,007248
2 199409 0,007366
3 200878 0,006670
4 202218 0,006626
5 203558 0,010051
6 205604 0,004922
7 206616 0,012617
8 209223 0,010452
9 211410 0,008306
10 213166 0,081851
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Para estimar o valor-limite para a populagdo de Rio Grande, utilizou-se o método
de Ford-Walford (BASSANEZI, 2002). Para que este método fornega uma boa estimativa
do valor de P, é necessario que sejam conhecidos niveis populacionais, nao do inicio do
processo (onde o modelo funciona como o modelo exponencial), mas valores populacionais
do periodo no qual a taxa de crescimento ja comecou a diminuir. Observando-se a Tabela

, verificou-se que isto ocorre a partir de 2012 (t = 7).

Basicamente, este método supoe que, uma vez em equilibrio, a populag¢ao nao varia
mais, isto é P,y = P;. Assim, a estimativa deste valor-limite pode ser obtida relacionando
os valores das populagoes nos instantes ¢ e t + 1. A partir dos pontos obtidos, ajusta-
se uma reta que descreve como as populagoes consecutivas estao relacionadas P, =
f(P;) = agz + «y. Para determinar o valor de equilibrio, basta determinar a interseccao
desta reta com a bissetriz, uma vez supondo que, no valor-limite, a populagao nao varia,
isto é Py1 = P, (LEITE; SILVA; SOUSA| 2011).

Assim, na estimativa do valor de P, para este modelo, considerou-se os valores

populacionais de 2007 a 2009, como mostra a Tabela [9]

Tabela 9 — Valores utilizados no método de Ford-Walford

i Py Py

7 206616 209223
8 209223 211410
9 211410 213166

Fazendo-se o ajuste linear, obtém-se:

o(z) = 0,8230z + 39190, (3.14)

A partir da equacao (3.14) calcula-se P, (MOSCHOUTIS, [2013).

aq

Py =

_1—0[2.

(3.15)

Substituindo os valores da fungao (3.14)), obtém-se o valor-limite da populagao.

39190

Po=———
10,8230

= P, = 221419. (3.16)

Dessa forma tem-se que P, = 221419, Py = 196482 e k = 0,008183, substituindo

os valores na equagao ([2.38), tem-se que:

Pt) = 221419 x 196482
(221419 — 196482)e—0.008183t 4 196482
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43504780066

P(t) = .
(®) 34035 e~0:008183t + 196482

(3.17)

Na Tabela [10[ apresentam-se as estimativas da populacao para anos futuros, até o
ano de 2030.

Tabela 10 — Estimativa dos modelos comparados a Populacao Real de Rio Grande

Ano Populacao Real AL AE M.M M.V

2005 196482 195982 197680 196482 196482
2006 197974 197632 199281 198089 196663
2007 199409 199282 200895 199710 196842
2008 200878 200931 202522 201345 197020
2009 202218 202581 204163 202992 197197
2010 203558 204231 205816 204654 197373
2011 205604 205880 207483 206328 197548
2012 206616 207530 209164 208017 197722
2013 209223 209180 210858 209719 197894
2014 211410 210830 212566 211435 198066
2015 213166 212479 214288 213165 198236
2016 214532 214129 216024 214910 198405
2020 — 220728 223108 222032 199072
2025 — 228976 232292 231267 199880
2030 — 237224 241853 240886 200663

A.LL = Ajuste Linear, A.E = Ajuste Exponencial, M.M = Modelo de Malthus, M.V =
Modelo de Verhulst.

Os modelos estudados mostram resultados proximos da realidade. Para o ano
de 2016, por exemplo, o menor erro percentual relativo foi para o Modelo Malthusiano
(0,17%). Logo, pode-se concluir que para esta populagao esse modelo pode ser escolhido
para estimar os dados populacionais para mais alguns anos, enquanto os fatores naturais

nao se tornarem limitantes para o crescimento da populacao.

3.3 Estudo sobre a populacdo dos Trabalhadores do Polo Naval -

Situacdo A

Nesta secao sao discutidos os resultados obtidos considerando-se apenas a popu-

lacao de trabalhadores do Polo Naval.

Nesta etapa do trabalho serdo apresentados os dados coletados através do Sindi-
cato dos Metalirgicos de Rio Grande (STIMMMERG), o qual descreve a populacao de
trabalhadores do Polo Naval. A Tabela [I1]apresenta a populagdo do mesmo entre os anos
de 2005 e 2015.


http://www.stimmmerg.com.br
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Tabela 11 — Populacao de Trabalhadores Situagao A

Ano

Tempo Populacao

2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015

0

CO 1 O U W N =

Nej

10

250

850
4000
1800

700
1500
2500
4000
18000
12000
7500

Fonte: STIMMMERG

A Figura [10] apresenta os dados referentes ao nimero de trabalhadores. Para esta

situacao serao utilizados os mesmos anos inicial e final para a populacao.

Populacdo de Trabalhadores do Polo Naval

18000

16000
14000
12000 -
10000
8000
6000
4000 o
2000 -

Figura 10 — Diagrama de dispersao para os dados da populacao de trabalhadores no wx-

Maxima

A partir dos dados da Tabela [11] é possivel seguir com o processo de modelagem.
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3.3.1 Ajuste Linear

Seja p(xr) = a; + asr a funcdo que ajusta os dados. Os pardmetros a; e s

constituem a solucao do sistema:

YTy =g ) T4 ar Y
z;l mz:l =1 (318)
DY = Qo Y T+ mag
1=1 =1

A partir de agora assume-se a variavel z; para indicar o tempo, e a variavel y; para

indicar a populacao.

Tabela 12 — Coeficientes para o calculo empregando o ajuste linear Situagao A

i Ty Y TiYi T
0 0 250 0 0
1 1 850 850 1
2 2 4000 8000 4
3 3 1800 5400 9
4 4 700 2800 16
5 5 1500 7500 25
6 6 2500 15000 36
7 7 4000 28000 49
8 8 18000 144000 64
9 9 12000 108000 81
10 10 7500 75000 100
> 55 53100 394550 385

Utilizando os dados da Tabela [12] é possivel chegar a:

3852 + 5501 = 394550
{ @2 9om . (3.19)

ddag + 11y = 53100

De forma andaloga ao procedimento realizado na secao |3.2.1], os célculos algébricos

foram obtidos através do wxMaxima, chegando-se a conclusao que:

— 1173, 1818
{ @ ’ (3.20)

a; = —1038,6363

Dessa maneira tem-se que o ajuste linear que melhor se ajusta aos dados fornecidos

¢ (dado pela fungao):

p(x) = 1173,18z — 1038, 63. (3.21)
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Na Figura [11] os pontos vermelhos nao pertencentes a curva correspondem a po-
pulagao de trabalhadores, enquanto que a curva esbocada em azul corresponde ao grafico

do ajuste linear determinada na fungao (3.21)).

Modelo Linear da Populacdo de Trabalhadores

o
15000
o
10000
o
5000
o o
o
© o
=} v}
0t I I I I I
0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 11 — Ajuste Linear de trabalhadores Situacao A

Observa-se para esta situacao que, o ajuste linear ndo é adequado para modelar

dados demograficos para o Polo Naval de Rio Grande.

3.3.2 Ajuste Exponencial

Conforme o estudo realizado na sec¢ao [2.1.3] aplica-se o ajuste linear nas variaveis

oy e ag, P=1Inp;:

TP = Y0 T a3
=i =i = (3.22)

)

m m
Pi = Qg Y T + may
=1 i=1

)
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Tabela 13 — Célculo para o ajuste exponencial Situacao A

i Ty Y In p; x; In p; z;°
0 0 250 5,214 0 0

1 1 850 6,7452  6,7452 1

2 2 4000 8,2940 16,5880 4

3 3 1800 74955 224866 9

4 4 700 6,0510 26,2043 16

5 5 1500 77,3132 36,5661 25

6 6 2500 7,8240 46,9442 36

7 7 4000 8,2940 58,0583 49

8§ 8 18000 9,7981 78,3850 64

9 9 12000 9,3926 84,5339 81

10 10 7500  8,9226 89,2265 100
> 55 53100 86,1521 465,7385 385

Utilizando os dados da Tabela [I3] tem-se que:

385 55a = 465, 7385
@2 9om . (3.23)
55a + 11 = 86, 1521
Resolvendo o sistema, obtém-se:
=0, 3180
G2 =T ons (3.24)
o = 6,2421

Como definido a; = a e s = b na funcdo P = a + bt, entdo a = Ina, logo
a=Ina= a=¢e"= 2 = ¢ = 513,9367. Assim tem-se que o ajuste exponencial é

determinado pela funcao:

o(x) = 513,9367"31807, (3.25)
e pode ser visualizado na Figura (12|

Ao encontrar a funcao que melhor ajusta o modelo exponencial, pode-se obter uma

aproximacao pelo wxMaxima.
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Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores
20000

15000

10000

5000

Figura 12 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a funcao ((3.25))

De forma semelhante a secao [3.2.2] tem-se que a funcao é:

o(r) = 982, 7955227 (3.26)

Assim através da funcao (3.26]), pode-se obter o grafico conforme (Figura [13]) .

Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores

20000

15000

. 10000

5000

Figura 13 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungao (3.26))

Fazendo-se uma comparacao entre os graficos obtidos (Figura, pode-se perceber
que a funcdo (3.25) (em azul) conseguiu ajustar alguns dados a sua curva, ja a fungao

(3.26]) (na cor preto) ndo obteve dados ajustados a curva.
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Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores
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Figura 14 — Ajuste Exponencial da ¢(x) das fungoes (3.25)) e (3.26])

3.3.3 Ajuste Polinomial

De forma semelhante aos desenvolvimentos da secao |3.2.3] é possivel efetuar uma

analise no polinémio de décimo grau

1 0 0 0o ... 0 250 o
1 1 1 e 1 850 o
1 2 4 8 ... 1024 4000 %)
1 3 9 20 ... 59049 1800 o %
1 4 16 64 ... 1048576 700 oy
X=11 5 25 125 ... 9765625 f=11500 [, a=] as
1 6 36 216 ... 60466176 2500 o
1 7 49 343 ... 282475249 4000 o
1 8 64 512 ... 1073741824 18000 o
1 9 81 729 ... 3486784401 12000 Qg
1 10 100 1000 ... 10000000000 7500 10

Efetuando a multiplicacao, obtém-se:
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53100
394550
3241750
27689750
241631350
XT f = 2141050550
19210993750
174271481750
1596453431350
14754724306550
137465324905750

A solucao do sistema X7 Xa = X1 f é:

250
—78977.4802
207451.7708

—217096.1985
124318.0006

a= | —43554.9494 | . (3.27)
0732.4609

—1390.3005

122.6388
—6.0715
0.1288

Obtendo-se assim a fun¢do polinomial de décimo grau, que melhor modela os

dados:

oo(z) = 0,1282' —6,0712" + 122,6382°% — 1390, 300" + 9732, 4602° — 43554, 9492°
4+ 124318,000z* — 217096, 1982> + 207451, 7702% — 78977,480x + 250  (3.28)

Assim pode-se analisar a representagao grafica do modelo polinomial conforme a
funcdo ([3.28)), que serd apresentado no Anexo [B]

Os comandos utilizados no wxMaxima a fim de se obter um ajuste polinomial de

grau dois sao,

(%i1)  MIl:matrix([0,250],[1,850],[2,4000],[3,1800],[4,700],[5,1500],[6,2500],[7,4000],
[8,18000],[9,12000],[10,7500)):
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250
850
4000
1800
700
1500
2500
4000
18000
12000
10 7500

© 00 J O Ot = W NN = O

(%i2)  load("plsquares');

(M1)

(%02)

C:\maxima-5.38.1\share\maxima\5.38.1_ 5  gdf93b7b__ dirty\share\lsquares\plsquares.mac

(%i3)  load("lsquares");

(%03)

C:\maxima-5.38.1\share\maxima\5.38.1 5 gdf93b7b__ dirty\share\lsquares\lsquares.mac

(%i4)  plsquares(M1,[x,y],y,1);

Determination Coefflicient for

0.4838008979448364

12905z — 11425
N 11

Y

(%i5)  lsquares_estimates(M1,[x,y],y=a*x+b.[a,b]);
12005, 11425

===l

(%i6)  plsquares(M1,[x,y],v,2);

Determination Coefficient for

(%04)

(%05)
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0.5158402619234823

4637522 + 39545z + 250050
’y =

429 (%06)

De forma analoga a se¢ao [3.2.3] tem-se que o erro residual €, que define o melhor

modelo polinomial esté representado na Tabela [T4]

Tabela 14 — Erro residual dos Polinémios Situacao A

n €n
3 1,2621354100445 - 107

5 4,704925434414028 - 106
8  7,691677918159864 - 10°
10 4,149415269549128 - 10~13

3.3.4 Modelo de Malthus

Aplicando a teoria do modelo discreto de Malthus ao nosso estudo, nesta se¢ao

obtém-se a modelagem matematica.

Utilizando os dados é possivel calcular a taxa de crescimento média (relativa)
tomando por base a populacdao de Py = 250 e P,y = 7500, onde k é dada através da
equagao (2.21)), substituindo os dados obtém-se:

/7500
k=1 ?iii'_'l = k=0,405115826, (3.29)

0 que nos permite afirmar que a populacao de trabalhadores do Polo Naval, cresceu a uma

taxa média de, 40,51% ao ano nestes dez anos.

Com as informagoes reunidas é possivel retomar a equagao (2.22)) e reescrevé-la,

P, = 250¢m(1:4051)°, (3.30)

Através da equagdo (3.30), obtém-se a Tabela [L5]
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Tabela 15 — Modelo Populacional de trabalhadores Situagao A

Tempo Populagao Situagao A Modelo Malthus

0

© 00 IO U i W N+~

—
S

250
850
4000
1800
700
1500
2500
4000
18000
12000
7500

250
351
493
693
974
1369
1924
2703
3798
5337
7499

Na Figura [15] representa-se o valor obtido do modelo Malthusiano versus a popu-

lagdo de trabalhadores Situagao A.

20000
18000
16000
14000
12000

> 10000
8000

6000
4000
2000

Figura 15 — Modelo Malthusiano Situagdo A

Modelo de Malthus Situacdo A

3.3.5 Modelo Logistico ou Verhulst

Partindo do estudo realizado na secao|3.2.9] é construida a Tabela [16| para analise

dos valores da taxa de crescimento k£ ano a ano.
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Tabela 16 — Taxa de crescimento anual Situagao A

1 Populagao Crescimento relativo
0 250 2,40

1 850 3,7058
2 4000 -0,55
3 1800 -0,6111
4 700 1,1428
5 1500 0,6666
6 2500 0,60

7 4000 3,50

8 18000 -0,3333
9 12000 -0,375
10 7500 10,1459

Assim, para determinar o valor de P, consideram-se os valores populacionais de
2012 a 2014, como mostra a Tabela [I7]

Tabela 17 — Valores utilizados no método de Ford-Walford Situagao A

i P, Py
7 4000 18000
8 18000 12000
9 12000 7500

Fazendo-se o ajuste linear, obtém-se:

o(x) = —0, 476z + 17899, (3.31)

onde,
aq

P (3.32)

:1—Oé2.

Substituindo os valores da fungao (3.31)), tem-se

17899

Pp=—
1— (=0, 476)

= P = 12126. (3.33)

Dessa forma tem-se que P,, = 12126, Py = 250 e k = 0,405115, substituindo os
valores na equacao (12.38)), tem-se que:

12126 x 250

P(t) = '
®) (12126 — 250)e—0:405115t 1 25()
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3031500

P(t) = .
() = 11876 e 0105115 1 250

(3.34)

Modelo de Verhulst Situacdo A

18000 - 0
16000 -
14000 -
12000 - 0

10000 |-

8000 -
6000 -
4000 - 0

2000 + 0 :

Figura 16 — Modelo de Verhulst Situagao A

A fim de uma melhor visualizacao dos resultados, na Tabela [I8| sdo apresentadas

as estimativas para os modelos estudados para a Situacao A.

Tabela 18 — Analise dos modelos comparados para a Situagao A

Ano Populacao Real AL AE AP MM MV

2005 250 — 706 250 250 250
2006 850 135 971 850 351 371
2007 4000 1308 1334 4000 493 548
2008 1800 2489 1834 1800 693 804
2009 700 3654 2520 700 974 1166
2010 1500 4827 3464 1500 1369 1669
2011 2500 6000 4760 2500 1924 2341
2012 4000 7174 6543 4000 2703 3208
2013 18000 8347 8992 18000 3798 4241
2014 12000 9520 12359 12000 5337 5414
2015 7500 10693 16985 7500 7499 6638

A.LL = Ajuste Linear, A.E = Ajuste Exponencial, A.P = Ajuste Polinomial, M.M =
Modelo de Malthus, M.V = Modelo de Verhulst.

Com base nos resultados, pode-se perceber que a aproximagao polinomial é a que
melhor ajusta os pontos, entretanto ela nao pode ser empregada para estimar a populacao

de trabalhadores do Polo Naval, uma vez que grll ¢10(x) = +o00. Com o objetivo de
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tentar melhorar os resultados, inclui-se no estudo as populacoes para os anos de 2016 e
2017. Estes dados foram obtidos em uma conversa informal com um representante do

Sindicato dos Metalirgicos do municipio.

3.4 Estudo sobre a populacdo dos Trabalhadores do Polo Naval -

Situacdo B

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos apds a implementacao da me-
todologia proposta, considerando-se os dados coletados através de uma conversa informal
com o representante do Sindicato dos Metalargicos (STIMMMERG). A Tabela [19| apre-

senta a populacao de trabalhadores do Polo Naval entre os anos de 2005 e 2017.

Tabela 19 — Populacao de Trabalhadores Situacao B

Ano Tempo Populagao

2005 0 250
2006 1 850
2007 2 4000
2008 3 1800
2009 4 700
2010 3 1500
2011 6 2500
2012 7 4000
2013 8 18000
2014 9 12000
2015 10 7500
2016 11 600
2017 12 100

Fonte: Conversa informal com o representante do STIMMMERG

Pode-se representar a Tabela através da Figura [17], apresentando-se os dados
referentes ao nimero de trabalhadores. Para relacionar os Anos t e a Populacao P, foi
considerado o ano inicial, o qual é chamado ano zero ou ainda tempo zero (t = 0), o
ano de 2005, pelo fato de ser o primeiro ano ao qual se tem o registro de nimero de

trabalhadores, e ano final ou tempo final (¢t = 12), o ano de 2017.
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Populacdo de Trabalhadores do Polo Naval Situacdo B
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Figura 17 — Diagrama de dispersao para os dados da populagao de trabalhadores Situagao
B no wxMaxima

Com os dados da Tabela [I9] é possivel aplicar a metodologia proposta, da mesma

forma que estavam sendo abordados os conceitos na segao [3.3.1]

3.4.1 Ajuste Linear

Seja p(xr) = a; + asr a funcdo que ajusta os dados. Os pardmetros a; e s

constituem a solucao do sistema:

Y xiys = X rF A+ ay Y
zﬁl mz:l =1 (335)
D Yi = Qo Y T+ maoy
i=1 i=1

Obtendo-se assim a Tabela 20l
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Tabela 20 — Coeficientes para o calculo empregando o ajuste linear Situacao B

i Ty Y Tilq L
0 0 250 0 0
1 1 850 850 1
2 2 4000 8000 4
3 3 1800 5400 9
4 4 700 2800 16
5 5 1500 7500 25
6 6 2500 15000 36
7 7 4000 28000 49
8 8 18000 144000 64
9 9 12000 108000 &1
10 10 7500 75000 100
11 11 600 6600 121
12 12 100 1200 144
> 78 53800 402350 650

De forma semelhante aos desenvolvimentos da secao [3.3.1] tem-se que o ajuste

linear é dado pela funcao:

o(x) = 437,08z + 1515, 93,

(3.36)

Utilizando os dados fornecidos pode-se plotar o grafico através do software wxMa-

xima. Na Figura (18 os pontos vermelhos (circulos) nao pertencentes a curva se referem

a populacao de trabalhadores, enquanto que a curva esbogada em azul corresponde ao

grafico do ajuste linear determinada na funcao (3.36)).

Modelo Linear Populacdo de Trabalhadores Situacdo B
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ik TR
o o °
0t I I I | I i |
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 18 — Modelo Linear Situacao B
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3.4.2 Ajuste Exponencial

De forma andloga inicia-se o estudo em questao, aplicando-se o ajuste linear nas

variaveis oy e asp, como visto na se¢ao [2.1.3] definindo a variavel P; = In p;:

Yapi = wi o Y
ZT:nl mz:l =1 (337)
Y. pi= Qo Y, T+ ma
i=1 i=1

Tabela 21 — Calculo para o ajuste exponencial Situacao B

LT Y In p; x; In p; z;°
0 0 250 5,5214 0 0

1 1 850 6,7452  6,7452 1

2 2 4000 8,2940 16,5880 4

3 3 1800 7,4955 224866 9

4 4 700 6,0510 26,2043 16
5 5 1500 7,3132 36,5661 25
6 6 2500 7,8240 46,9442 36
7 7 4000 8,2940 58,0583 49
8§ 8 18000 9,7981 78,3850 64
9 9 12000 9,3926 84,5339 81
10 10 7500 89226 89,2265 100
11 11 600 6,3969 70,3662 121
12 12 100 4,6051 59,2620 144
> 78 53800 97,1542 591,3668 650

Utilizando os dados da Tabela 21] de forma semelhante aos desenvolvimentos apre-

sentados nas se¢oes anteriores, tem-se que o ajuste exponencial é determinado pela funcao:

o(x) = 1332, 8909¢"0463 (3.38)

A funcao representada pela equagao (3.38) pode ser visualizada na Figura .

Ao encontrar a funcao que melhor ajusta o modelo exponencial, pode-se obter uma

aproximacao pelo wxMaxima.
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Ajuste Exponencial da Populac8o de Trabalhadores Situacio B

20000
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Figura 19 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a funcao (|3.38))

Da mesma forma que a explicagdo usada na se¢ao [3.4.2] tem-se que a fungio é:

o(x) = 2503, 6917006954 (3.39)

Assim através da funcao (3.39)), pode-se obter o grafico (Figura [20)).

Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores Situacéo B
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Figura 20 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungao (3.39)

Na Tabela [22] sao representadas as estimativas da populagao através das fungoes

B339) e (3-39).
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Tabela 22 — Estimativa para a Situacao B Modelo Exponencial

Ano Populagao Real ¢(z) = 132,8909¢%01032  p(z) = 2503, 69170009542

2011 2500 1844 4074
2012 4000 1932 4367
2013 18000 2023 4682
2014 12000 2120 5019
2015 7500 2220 5381
2016 600 2326 5768
2017 100 2436 6184
2020 — 2799 7618

3.4.3 Ajuste Polinomial

De forma semelhante aos desenvolvimentos da secao serd possivel efetuar
uma analise e concluir que o polinémio de décimo segundo grau é o polinémio que melhor
aproxima os dados da Tabela [19]

Do mesmo modo que vem sendo apresentando os desenvolvimentos dos célculos
matriciais, tem-se que a fungao polinomial de décimo segundo grau que melhor se ajusta

ao modelo é:

12(x) = 0,01022' — 0, 71942 + 22,20002'° — 396, 91072 + 4554, 55502° — 35097, 60702"
4+ 184586,98342°% — 659360, 43262° + 1558364, 339721 — 2302494, 501443
+ 1891721,91132% — 641299, 8285z + 249, 9998. (3.40)

Assim pode-se analisar a representagao grafica do modelo polinomial conforme a

funcdo ([3.40) e a Figura [21]
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Polinémio de Grau 12 Populacdo de Trabalhadores Situacdo B
20000

15000

10000

5000

Figura 21 — Modelo Polinomial Situagao B

A partir da Figura [21] pode-se verificar que o polinémio de décimo segundo grau
foi o que melhor se ajustou ao nosso modelo. Na Figura sao ilustrados gréaficos de

polinémios de graus diferentes que nao modelam o estudo em questao.

Polinémio de Grau 4 Populacgo de Trabalhadores Situacéo B Polinémio de Grau 7 Populagdo de Trabalhadores Situacdo B

20000 20000
o o
15000 - 15000
o o
. 10000 - . 10000
o
5000 5000
[+] o [+] [+]
L] o ] o
9] -] o
o 7 ? 1 1 L Il ? O L 1 1 1 L Il Il | 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 14
X X
Polinémio de Grau 10 Populacdo de Trabalhadores Situacdo B
20000
[+]
15000
- 10000

3000

12

14

Figura 22 — Conjunto de figuras dos polinémios de grau 4, 7 e 10

Na Tabela 23] é apresentado o cdlculo para o erro residual €, para os polindmios
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de grau 4, 7, 10 e 12.

Tabela 23 — Erro residual dos Polinomios Situacao B

n €n
4 1,125934298732944 - 107
7 3,810144902133063 - 10°
10 2,277456996320725 - 10°
12 8,355350823877381 - 10~ 10

Para a situacdo B, foram implementados os modelos analiticos de Malthus e
Verhulst, entretanto eles nao apresentaram bons resultados. Isso era esperado, uma vez
que tais modelos aproximam os dados utilizando func¢oes exponenciais. Na se¢ao foi
realizado um ajuste por minimos quadrados, considerando uma aproximagcao exponencial
e pode-se perceber que ela nao apresentou resultados satisfatérios. Por esse motivo, os

modelos de Malthus e Verhulst nao sao aqui apresentados.

Na Tabela |32 é apresentada a estimativa dos modelos para os anos entre 2005 e

2017, que pode ser visto no Anexo [B]

Na busca de melhores resultados, criou-se uma situac¢ao hipotética (Situacao C),
considerando-se que o fluxo de plataforma e navios nao tivesse sido interrompido pela

atual situacao econémica do Pals.

3.5 Estudo sobre a populacdo dos Trabalhadores do Polo Naval -

Situacado C

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos apos a implementagao da me-
todologia proposta, considerando-se que o fluxo de plataforma e navios fossem continuos,

excluindo-se os dados a partir de 2012.

A Tabela [24] apresenta a populacao de trabalhadores do Polo Naval entre os anos
de 2005 e 2012.
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Tabela 24 — Populacao de Trabalhadores Situagao C

Ano Tempo Populagao

2005 0 250
2006 1 850
2007 2 4000
2008 3 1800
2009 4 700
2010 3 1500
2011 6 2500
2012 7 4000

Utilizando-se a Tabela seus dados serao representados através da Figura [23]
Para relacionar os Anos t e a Populagao P, foi considerado o ano inicial, o qual é chamado
ano zero ou ainda tempo zero (t = 0), o ano de 2005, pelo fato de ser o primeiro ano ao
qual se tem o registro de ntimero de trabalhadores, e ano final ou tempo final (¢ = 7), o
ano de 2012.

Populacdo de Trabalhadores do Polo Naval Situacgdo C

20000

15000 -

10000

-

5000

Figura 23 — Diagrama de dispersao para os dados da populagao de trabalhadores Situacao
C no wxMaxima

A partir dos dados da Tabela [24] é possivel seguir com o processo de modelagem.
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3.5.1 Ajuste Linear

Seja p(xr) = a; + asr a funcdo que ajusta os dados. Os pardmetros a; e s

constituem a solucao do sistema:

YTy =g ) T4 ar Y
z;l mz:l =1 (341>
D Yi = Qo Y T+ moy
i=1 i=1

Obtendo-se assim a Tabela 25l

Tabela 25 — Coeficientes para o calculo empregando o ajuste linear Situagao C

T ;Y T
0 0 250 0 0

1 1 &850 850 1

2 2 4000 8000 4

3 3 1800 5400 9

4 4 700 2800 16
5 5 1500 7500 25
6 6 2500 15000 36
7T 7 4000 28000 49
> 28 15600 67550 140

De forma semelhante aos calculos demonstrados na se¢ao|3.4.1} tem-se que o ajuste

linear que melhor se ajusta aos dados fornecidos é:

o(x) = 308, 3333z + 870, 8333. (3.42)

Utilizando os dados fornecidos pode-se plotar o grafico através do wxMaxima. Na
Figura [24] os pontos vermelhos se referem a populagao de trabalhadores, enquanto que a

curva esbocada em azul corresponde ao grafico do ajuste linear determinada na funcao
(13.42)).
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Modelo Linear Populacdo de Trabalhadores Situacdo C
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Figura 24 — Ajuste Linear da populagao de trabalhadores no wxMaxima Situagao C

3.5.2 Ajuste Exponencial

De forma idéntica inicia-se o estudo em questao, aplicando-se o ajuste linear nas

variaveis o e aip, como visto na se¢ao [2.1.3[ a variavel P; = In p;:

Yapi=an Y o Y
=1 =1 =1 (343)

m m
P = Qg Y. x; + maoy
i=1 i=1

Tabela 26 — Calculo para o ajuste exponencial Situacao C

LT Y In p; z;Inp; ;?
0 0 250 56214 0 0

1 1 850 6,7452  6,7452 1

2 2 4000 8,2940 16,5880 4

3 3 1800 77,4955 22,4866 9

4 4 700 6,510 26,2043 16
5 5 15800 7,3132 36,5661 25
6 6 2500 77,8240 46,9442 36
7 7 4000 8,2940 58,0583 49
> 28 15600 58.0383 213.5930 140

Utilizando os dados da Tabela [26, de forma analoga aos célculos da segao [3.4.2]

tem-se que o ajuste exponencial é determinado pela funcao:

o(r) = 591, 82342497, (3.44)
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A funcao representada pela equagao (3.44)) pode ser visualizada na Figura .

Ao encontrar a funcao que melhor ajusta o modelo exponencial, pode-se obter uma

aproximacao pelo wxMaxima.

Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores Situacgo C
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Figura 25 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungao (3.44))

De forma semelhante a explicagdo usada na segao [3.4.2]tem-se que a fungao é:

o(x) = 821,1303%17367, (3.45)

Assim através da funcao [3.45, pode-se obter o grafico da Figura |26

Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores Situacdo C
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Figura 26 — Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungao (3.45))
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Na Figura apresenta-se uma comparagao grafica entre as fungoes (3.44) (em
azul) e (3.45)) (em preto).

Ajuste Exponencial da Populacdo de Trabalhadores Situacdo C
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15000
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Figura 27 — Ajuste Exponencial das fungoes (3.44) e (3.45)

3.5.3 Ajuste Polinomial

De forma semelhante aos desenvolvimentos da segao serd possivel efetuar
uma analise do polindomio que melhor ajusta os pontos para a Situagao C. Neste caso, o

polinomio de sétimo grau.

or(z) = —4,325327 + 122,98612° — 1405,90272° + 8176, 736 1"
— 24996, 31942° + 36575, 27772 — 17868, 4523z + 250. (3.46)

Assim pode-se analisar a representagao grafica do modelo polinomial conforme a

funcao [3.46] que serd apresentado no Anexo [B]
De forma andloga a segao [3.4.3] serd apresentado na Tabela [27] o calculo para o

erro residual €,.

Tabela 27 — Erro residual dos Polinémios Situacao C

n €n
3 5,999499458874455 - 10°
) 3,01518429487183 - 10°

7 6.869834507420343 - 10717
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3.5.4 Modelo de Malthus

Nesta secao obtém-se a modelagem matematica utilizando-se o modelo Malthusi-

ano Discreto.

Utilizando os dados é possivel calcular a taxa de crescimento média (relativa)
tomando por base a populagao de Fy = 250 e P, = 4000, onde k£ ¢ dada através da
equagao ([2.21)), substituindo os dados obtém-se:

/4000
k=l 950 1= k=0,485994289, (3.47)

o que nos permite afirmar que a populagao de trabalhadores do Polo Naval, cresceu a uma

taxa média de, 48.59% ao ano nestes 7 anos.

Como o modelo Malthusiano é da forma P, = Pye™+%)" tem-se que:

P, = 250¢m(1:4859)°, (3.48)
Através da equagao (3.48)), obtém-se a Tabela .

Tabela 28 — Modelo Populacional de trabalhadores Situagao C

Tempo Populagao Situacao C  Modelo Malthus

0 250 250
1 850 371
2 4000 552
3 1800 820
4 700 1219
) 1500 1811
6 2500 2691
7 4000 3999

Na Figura 28] representa-se o valor obtido do modelo Malthusiano versus a popu-

lagdo de trabalhadores Situagao C.
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Figura 28 — Modelo Malthusiano Situacao C

Modelo de Malthus Situacdo C

10

Na Tabela [29| é representada uma comparacgao entre os métodos para a populagao

da Situacao C.

Tabela 29 — Analise dos modelos comparados a Situagao C

Ano Pop. Real Ajuste Linear Ajuste Exp. (]3.45[) Ajuste Pol. Malthus

2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012

250
850
4000
1800
700
1500
2500
4000

871
1179
1488
1796
2104
2413
2721
3029

977
1162
1382
1645
1956
2327
2769
3294

250
850
4000
1800
700
1500
2500
4000

250
371
552
820
1219
1811
2691
3999

Com base nos resultados apresentados na Tabela[29] pode-se perceber que, a longo

prazo, o modelo de Malthus apresenta a melhor estimativa dentre estes modelos.

3.5.5 Modelo Logistico ou Verhulst

Para célculos feitos de forma andloga a secao[3.3.5, obteve-se a Tabela [30] referente

a taxa de crescimento k.
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Tabela 30 — Taxa de crescimento anual Situagao C

¢ Populacao Crescimento Relativo
0 250 2,40

1 850 3,7058

2 4000 -0,55

3 1800 -0,6111

4 700 1,1428

5 1500 0,6666

6 2500 0,60

7 4000 7,3541

Para determinar o valor de P,, foram considerados os valores populacionais de
2006 a 2009, conforme a Tabela

Tabela 31 — Valores utilizados no método de Ford-Walford Situacao B

? Py Piy1
1 850 4000
2 4000 1800
3 1800 700

Fazendo-se o ajuste linear, obtém-se:

o(x) = 3248,467922119374 — 0, 4880306415576122x, (3.49)

onde,
aq
P =

_1—Oé2.

(3.50)

Substituindo os valores dos coeficientes da funcao |3.49] tem-se

P, = 2183,065208065208. (3.51)

Dessa forma tem-se que P, = 2183,065208065208, P, = 250 e k = 0, 485994289,
substituindo os valores na equacao (2.38)), tem-se que:

545766, 3

P(t) =
() = 133, 065208065208¢ 050 4 250

(3.52)
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Modelo Verhulst
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Figura 29 — Modelo de Verhulst Situagao C

Observando-se a Figura 29 pode-se afirmar que o Modelo de Verhulst, para essa
situagao, nao obteve bons resultados. Acredita-se que isso se deva ao fato de que a
aproximacao utilizada para o valor de P, nao seja a mais adequada. Foram testados

outros intervalos, que também ndo apresentaram estimativas satisfatorias.
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4 Conclusoes

O presente trabalho teve como objetivo, analisar o crescimento e decrescimento de
duas populagoes: a de trabalhadores do Polo Naval e a da cidade de Rio Grande, entre
os anos de 2005 e 2015, utilizando modelos matemaéticos pertinentes ao estudo. Para
atingir tal objetivo foram empregados cinco modelos: linear, exponencial, polinomial,

malthusiano e logistico.

Foi realizado um estudo aprofundado para identificar qual o modelo que melhor se
ajusta aos dados disponibilizados pelo Sindicato dos Metaltrgicos de Rio Grande e pela
plataforma Fundacao de Economia e Estatistica. O trabalho buscou também identificar
o melhor resultado para duas situagoes: populacao ja estimada e populacao a estimar.
Para uma anélise mais detalhada dos resultados foi utilizado o software wxMaxima e seus

recursos graficos e algébricos.

Diante desses aspectos, com a aplicagdo da metodologia proposta nesse trabalho foi
possivel estimar, para cada situacao, o crescimento da populagao. Os modelos estudados
mostram, em geral, resultados préximos da realidade e podem auxiliar na andlise da
evolugao do crescimento do tamanho dessas populacoes. Tais estimativas podem ser uteis
para o planejamento da urbanizagao, desenvolvimento economico e mercado de trabalho

do municipio.

Cumpre ressaltar que ao efetuar o estudo bibliografico para a fundamentagao teé-
rica deste trabalho, nao foram encontradas referéncias relacionadas a utilizagdo das me-
todologias propostas, e nem ao menos do software wxMaxima, no estudo populacional de
Rio Grande.

Futuramente, pretende-se estudar outros métodos para estimar o valor-limite e
metodologias que possam ser aplicadas em populagoes com modelos de sistemas dinamicos

com competigoes entre cidades (ou Polos Navais).
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ANEXO A - Principais Comandos do

wxMaxima

A.1 Isquares

Isquares é uma colecao de fung¢oes para implementar o método dos minimos qua-
drados, serve para estimar parametros para um modelo a partir de dados numéricos.
A fungao lIsquares permite um ajuste para qualquer tipo de curva. Deve-se utilizar o

comando load:

> load("lsquares");

Isquares__estimates é uma lista com um tnico elemento que, por sua vez, é a lista
de estimativas dos parametros que procuramos. Isso ocorre porque o Maxima é capaz
de fazer varias configuragoes simultaneamente e retorna uma lista de solu¢oes para cada
problema. Isquares estimates primeiro procura uma soluc¢ao exata, e se isso falhar, entao
procura uma solugdo aproximada. Deve-se estimar os parametros a para se adequar
melhor a equacao e nas variaveis x e aos dados D, conforme determinado pelo método

dos minimos quadrados.

- Isquares_estimates(D,x,e,a);
Isquares__mse retorna o erro quadrado médio (do inglés, mean squared error, MSE),

uma expressao de soma, para a equagao € nas variaveis x, com dados D.

> mse:lsquares mse(D,x,e);
Isquares_residual mse retorna o erro quadrado médio residual (MSE) para a equa-

¢do e com os parametros especificados a e os dados D.
> Isquares residual mse(D,x,e,a);

A.2 plsquares

Ao contrario da funcao Isquares_ estimates que permite um ajuste para qualquer
tipo de curva, a funcao plsquares busca obrigatoriamente o melhor ajuste para uma funcao

do tipo polinémio. Carrega-se o comando load:

- load("plsquares");

O comando plsquares é um ajuste polinomial multivaridvel de uma tabela de dados
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pelo método dos minimos quadrados. Mat é uma matriz contendo os dados, VarList é

uma lista de nomes de variaveis, depvars é o nome de uma variavel dependente.

- plsquares(Mat,VarList,depvars);

A.3 Ibfgs

O Ibfgs ¢ uma implementacao do algoritmo L-BFGS para resolver problemas de
minimizagao sem restrigoes através de um algoritmo de quase-memoria com quase-Newton
(BFGS) de meméria limitada, denominado dessa maneira para referir-se aos idealizadores
da técnica: Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno. E chamado de método de meméria
limitada porque uma aproximacao de baixa classificacdo da inversa da matriz de Hessian

é armazenada em vez de todo o inverso de Hessian.
- load(1bfgs);

A.4 stats

O pacote stats contém um conjunto de procedimentos de inferéncia classica esta-

tistica e procedimentos de teste. Seu comando é dado por,

- load("stats");

simple_linear regression (Regressao linear simples) é um método estatistico que
nos permite resumir e estudar relagdes entre duas varidveis continuas (quantitativas), o
argumento x deve ser uma matriz de duas colunas ou uma lista de pares. A saida da
funcao simple linear regression é um objeto de inferéncia do Maxima com os seguintes

resultados:

- simple linear regression(x);

A funcao plot2d representa um ou mais graficos em duas dimensoes. Expressoes
ou nomes de fungoes que sdao usados para definir curvas dependem de uma tnica variavel
var , sendo obrigatoria para usar x,.ange para nomear essa variavel e da a sua valores

méaximos usando a seguinte sintaxe minimo e: . [variable, min, max]

Um grafico também pode ser definido de forma discreta. A forma discreta é usada
para desenhar um conjunto de pontos de coordenadas dados. Um grafico discreto é
definido como uma lista que comega com a palavra-chave discreta seguida por uma ou
duas listas de valores numéricos. Quando ha duas listas, ambas devem ser de igual

comprimento, a primeira ¢ interpretada como a abscissa e a segunda como ordenada.

Assim o comando para plotar o gréafico é:
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> plot2d([[discrete,dados],f(x)],[x,0,13],[style,[points,1,5],[lines, 1,4]],[legend,"dados  experi-
mentais","modelo calculado'],[xlabel," Anos(t)'],[ylabel,"Populacao(P)"]);
Obtendo-se assim o grafico.

18000

T I |
dados experimentais
16000 modelo calculado .

14000

12000

10000

8000

Populacao(P)

6000

4000

2000

0

-2000 | | | | |

Anos(t)

Figura 30 — Grafico obtido do comando plot2d
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ANEXO B - Resultado dos polinomios para
as Situacoes A, B e C

B.1 Situacdo A

Pode-se analisar a representacao grafica do modelo polinomial conforme a funcao
(13.28))

Polinémio de Grau 10 Populacdo de Trabalhadores

20000 é
15000 /
. 10000 [-
5000 +
0 2 4 8 10 12

Figura 31 — Modelo Polinomial

A partir da Figura pode-se verificar que o polindémio de décimo grau ¢é o
que melhor ajusta os pontos do nosso modelo, entretanto, tem-se novamente a situacao

i eule) = +oe.

Na Figura sao ilustrados graficos de polinomios de graus diferentes que nao

modelam o estudo em questao.
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Figura 32 — Conjunto de figuras dos polinomios de grau 3, 5 e 8

Situacdo B

Na Tabela |32| ¢ apresentada a estimativa dos modelos para os anos entre 2005 e

2017.
Tabela 32 — Anélise dos modelos comparados a Situacao B
Ano Populacao Real Ajuste Linear Ajuste Exponencial (]3.39[) Ajuste Polinomial
2005 250 1516 1396 250
2006 850 1953 1462 850
2007 4000 2390 1532 4000
2008 1800 2827 1605 1800
2009 700 3264 1681 700
2010 1500 3701 1761 1500
2011 2500 4138 1844 2500
2012 4000 4576 1932 4000
2013 18000 5013 2023 18000
2014 12000 5450 2120 12000
2015 7500 5887 2220 7500
2016 600 6324 2326 600
2017 100 6761 2436 100
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Com base nos resultados apresentados na Tabela [32] pode-se perceber novamente
que a aproximacao polinomial é a que melhor ajusta os pontos, entretanto ela nao pode ser
empregada para estimar a populacao de trabalhadores do Polo Naval para anos futuros,

uma vez que lim T) = +o00.
q' x—%—koogng( )

B.3 Situacao C

Pode-se analisar a representacao grafica do modelo polinomial conforme a funcao
.40l

Polindmio de Grau 7 Populacdo de Trabalhadores Situacdo C
6000

5000
4000 -
3000
2000

1000 -

-1000 x
I 1 1 I
0

Figura 33 — Modelo Polinomial Situacao C

A partir da Figura [33] pode-se verificar que o polindmio de sétimo grau foi o que
melhor se ajustou ao nosso modelo. Entretanto o ajuste polinomial nao pode ser utilizado

para estimar a populacao de trabalhadores, uma vez que EEI or(r) = —o0.

Na Figura sao ilustrados graficos de polindmios de graus diferentes que nao

modelam o estudo em questao.
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Polinémio de Grau 3 Populagdo de Trabalhadores Situacdo C Polinémio de Grau 5 Populacdo de Trabalhadores Situacdo C
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Figura 34 — Conjunto de figuras dos polinémios de grau 3 e 5
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