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Resumo

A Programacao Linear é uma ferramenta da Pesquisa Operacional aplicada a solucao de
problemas que objetivam a otimizacao de um sistema de estudo. O objetivo deste trabalho
¢é apresentar os métodos que serao empregados para solucionar um problema de dieta,
avaliando os fundamentos matematicos necessarios no desenvolvimento de ferramentas
computacionais. Para atingir tal objetivo serao resolvidos trés problemas de minimizacao,
o primeiro serd em relacdo ao custo, o segundo, em relagdo ao niimero de calorias e o
terceiro em relagao a quantidade de s6dio de uma dieta. Para a modelagem do problema
da dieta utiliza-se um plano alimentar, separado por grupo alimentares, elaborado por
uma nutricionista, conforme idade, peso e quantidade de calorias que podem ser ingeridas
diariamente por uma pessoa. O cédlculo da quantidade de nutrientes e porgoes foi extraido
do aplicativo Samsung Health, disponivel de forma gratuita nos aparelhos Samsung. Os
dados serao obtidos, a partir do emprego das metodologias Método Grafico e Método

Simplex, via ferramenta Solver.

Palavras-chaves: Programacao Linear, Método Grafico, Método Simplex, Problema da
dieta.



Abstract

Linear Programming is a tool of Operational Research applied to the solution of problems
that aim the optimization of a study system. The objective of this paper is to present
the methods that will be employed to solve a diet problem, evaluating the mathematical
foundations necessary in the development of computational tools. To achieve this goal
will be solved three minimization problems, the first will be about cost, the second will
be about the number of calories and the third will be about the amount of sodium in
a diet. In order to model the diet problem, we use a dietary plan, separated by food
group, prepared by a nutritionist, according to age, weight and amount of calories that
can be eaten daily by a person. The calculation of the amount of nutrients and portions
was extracted from the Samsung Health app, which is available for free on Samsung
devices. The data will be obtained from the use of Graphic Method and Simplex Method

methodologies, via Solver tool.

Key-words: Linear Programming, Graphic Method, Simplex Method, Diet Problem
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Introducao

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo de cientistas foi convocado na
Inglaterra para estudar problemas de estratégia e de tatica associados com a defesa do
pais. O objetivo era decidir sobre a utilizacao mais eficaz de recursos militares limitados.

A convocacao deste grupo marcou a primeira atividade formal de Pesquisa Operacional
(LISBOA|, [2002).

Os resultados positivos conseguidos pela equipe de Pesquisa Operacional (PO)
inglesa motivaram os Estados Unidos a iniciarem atividades semelhantes. Apesar de
ser creditada a Inglaterra a origem da Pesquisa Operacional, sua propagacao deve-se,
principalmente, a equipe de cientistas liderada por George B. Dantzig, dos Estados Unidos,
convocada durante a Segunda Guerra Mundial. Ao resultado deste esforco de pesquisa,
concluido em 1947, deu-se o nome de Método Simplex (LISBOA| [2002)).

Com o fim da guerra, a utilizacdo de técnicas de pesquisa operacional atraiu o
interesse de diversas outras areas. A natureza dos problemas encontrados é bastante
abrangente e complexa, exigindo portanto uma abordagem que permita reconhecer os
multiplos aspectos envolvidos. Uma caracteristica importante da Pesquisa Operacional e

que facilita o processo de anélise e de decisao é a utilizagdo de modelos (LISBOA| 2002).

Dessa forma, um modelo matematico em Pesquisa Operacional consiste em um
conjunto de equagoes (fungao objetivo e restri¢oes de igualdade) e inequagoes (restrigdes
de desigualdade) que tem como objetivo otimizar a eficiéncia do sistema e oferecer sub-
sidios para que o tomador de decisao identifique as limita¢cdes do mesmo. Um problema
pode ser abordado, por exemplo, por meio de modelos de programacao linear, progra-
macao em redes, programagcao bindria, programagao inteira, entre outros (BELFIORE;
FAVERO, 2013).

A Programagcao Linear (PL) visa fundamentalmente encontrar a melhor solugao
para problemas que tenham seus modelos representados por expressoes lineares. A sua
grande aplicabilidade e simplicidade devem-se a linearidade do modelo. A tarefa da Pro-
gramacao Linear consiste na maximizacdo ou minimizac¢ao de uma funcgao linear, denomi-
nada Funcao Objetivo, respeitando-se um sistema linear de igualdades ou desigualdades,

que recebem o nome de Restrigoes do Modelo (MARINS| 2011)).

A motivacao da escolha da Programacao Linear para este trabalho, surgiu do fato
de a autora ja possuir um Curso Técnico em Gestao da Qualidade e querer aplicar os co-
nhecimentos adquiridos aos conquistados durante o Curso de Graduagao em Matematica
Aplicada. Para tal, foram feitas pesquisas referentes a trabalhos que aplicavam a Pro-

gramacao Linear a Gestao de Qualidade. O problema que motivou a escrita do presente
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trabalho foi um problema da dieta para o gado, encontrado durante as pesquisas.

Com base nessas ideias, apresentam-se trés problemas de Programagcao Linear, a
fim de ilustrar o procedimento dos Métodos Grafico e Simplex e a ferramenta Solver do
LibreOffice. Tem-se como objetivo solucionar o problema da dieta, adaptando-o a uma
situagao real. Para a modelagem do problema da dieta utiliza-se um plano alimentar
separado em grupo alimentares, elaborado por uma nutricionista, conforme idade, peso e
quantidade de calorias que podem ser ingeridas diariamente por uma pessoa. O calculo da
quantidade de nutrientes e porcoes foi extraido do aplicativo Samsung Health, disponivel

de forma gratuita nos aparelhos Samsung.

Para atingir o objetivo proposto, esse trabalho esta organizado da seguinte forma:
no Capitulo 1, faz-se uma breve revisdo bibliografica sobre Programacao Linear. No
Capitulo 2, apresenta-se a fundamentacao mateméatica. No Capitulo 3, mostram-se os
métodos de solugao, juntamente com a ferramenta Solver e alguns resultados preliminares.
No Capitulo 4, soluciona-se o problema da dieta, através da resolucao de trés problemas,
com objetivo de minimizar o custo, as calorias e a quantidade de s6dio, respectivamente.

Por fim, no Capitulo 5 apresenta-se a conclusao.
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1 Revisao Bibliografica

Na monografia de (CARVALHO, [2015)) sdo estudados dois problemas do universo
esportivo que podem ser modelados por técnicas de Programagao Linear Inteira. O pro-
blema do escalonamento de partidas, para o qual o autor montou uma tabela de jogos
em rodadas num campeonato seguindo o sistema de ligas com “n” times. E o problema
de eliminacgao para playoffs que visa determinar se um dos n times participantes tem a
possibilidade ou a garantia de se classificar entre os m melhores times depois de uma
rodada k. O autor, a partir desses problemas, apresenta um estudo introdutoério do algo-
ritmo Branch and Bound, empregado para resolver essa classe de problemas. Ao final da

monografia sao solucionados casos numéricos para os problemas descritos.

No artigo de (MILHOMEM et al., [2015)) é descrita a obtenc¢ao da programagao mais
proxima do 6timo possivel identificando o modelo que permita o melhor aproveitamento
dos recursos disponiveis para fabricacao de pao de massa grossa e pao de massa fina,
maximizando o lucro da panificadora. Para tal, o autor realiza a modelagem do problema,
aplica a programacao linear utilizando o Método Simplex através do suplemento do Excel
(solver), analisa a sensibilidade dos resultados encontrados com a modelagem do problema.
Faz também um diagnostico dos resultados encontrados e da importancia da aplicagao de

Programagao Linear (PO), propondo melhorias.

Ja no trabalho de (SILVA| 2016|) sdo apresentadas algumas aplicagoes da Progra-
macao Linear e como pode ser utilizada como elemento motivador no ensino da Mate-
matica no Ensino Médio. O trabalho aborda dois métodos de resolugdo de problemas,
o método de Resolucao Grafica e a forma algébrica de solugdao, o Método Simplex. Ela
soluciona, com o auxilio dos dois métodos citados, problemas de otimizacao com duas e
trés variaveis, ja que problemas com varias variaveis nao se adéquam a matriz curricular
de Matematica para o Ensino Médio. A autora sugere a utilizacdo de dois aplicativos
gratuitos para celulares, que solucionam problemas de otimizacao com varias variaveis
como forma de contribuir com uma abordagem diferente, visando despertar no aluno, o

interesse pelo estudo da Matematica.

Na monografia de (CAMPOS, |2018) é apresentada uma proposta de resolucao de
problemas envolvendo Programagao Linear voltada para o Ensino Médio, utilizando-se o
software GeoGebra. Para tanto, foram destacados os conteiidos necessarios para o desen-
volvimento do tema, desde o dominio do software utilizado, até os conceitos matematicos
de ponto, reta, plano, poligonos, matrizes, sistemas lineares, equagoes e inequacoes line-
ares. E apresentada ainda, a andlise de um livro didético utilizado em escolas publicas,

visando compreender como a Programacao Linear é abordada no Ensino Médio e quais as
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contribuigoes que os softwares graficos podem proporcionar ao aprendizado dos alunos. O
autor ressalta o contexto histérico da Pesquisa Operacional, conceitos bésicos de Algebra
Linear, Programacao Linear, o Método Simplex e a Programacao Linear Geométrica, uti-
lizada em diversos setores de atividade como a industria, a Economia, a gestao de recursos
humanos, entre outros, que procuram a solucao étima entre varias solugoes possiveis para

um dado problema.

No trabalho de (ALMEIDA| 2018) é apresentada uma aplicacdo ao problema de
compras em um supermercado. O autor aborda trés métodos de resolucao de problemas
de Programacao Linear. O método de Resolugao Grafica, o Método Algébrico e o Método
Computacional (usa os softwares Lindo 6.1 e Excel). O autor soluciona, com auxilio desses
métodos, problemas de otimizagao com duas ou mais variaveis. Por fim, é determinado
um modelo matematico que soluciona o problema de compra de mercadorias em um
supermercado para obter maior lucro, aproveitando ao maximo o capital a ser investido

e o espago disponivel para armazenamento.

No proximo capitulo apresenta-se a fundamentacao mateméatica preliminar neces-

saria para a realizagdo desse trabalho.



15

2 Fundamentacao Matematica

2.1 Pesquisa Operacional (PO)

Conforme (MUROLO et all 1998)), a Pesquisa Operacional (PO) é um método
cientifico de tomada de decisdes. Surgiu durante a Segunda Guerra Mundial, resultado
de estudos realizados por equipes interdisciplinares de cientistas contratados para resolver

problemas militares de ordem estratégica e tatica.

De acordo com (OLIVEIRA, [2010)), a Pesquisa Operacional (PO) é a ciéncia apli-
cada formada por um conjunto de técnicas que visa a determinacao das melhores condi¢oes
de aproveitamento dos recursos em uma situacao na qual estejam sob restrigoes: econo-
mica, material, humana e a temporal. Portanto, para a autora, ao aplicar os conceitos
de PO juntamente com o Método Simplex e Programacao Linear (PL), desenvolve-se
um modelo de distribui¢do de recursos (que na maioria das vezes sdo limitados) no pro-

cesso produtivo, reduzindo desperdicio de material, da mao de obra humana e dos custos
(MUROLO et al. 1998).

Conforme (SILVA| 2011)), por ser uma ferramenta de matemética aplicada, a PO

nos da condicoes para:

e Solucionar problemas reais;

Tomar decisdes embasadas em fatos, dados e correlagoes quantitativas;

Conceber, planejar, analisar, implementar, operar e controlar sistemas por meio da

tecnologia bem como de métodos de outras areas do conhecimento;

e Minimizar custos e maximizar o lucro;

Determinar a melhor solu¢ao para um problema, ou seja, a solugao 6tima.

2.2 Conceitos de Algebra Linear relacionados a Programac3o Li-

near

As definigoes a seguir foram extraidas de (PUCCINI; PIZZOLATO) 1942]).

Definigao 2.2.1. Matriz é um conjunto de elementos (niimeros, letras, etc.), organizados
em linhas e colunas, na forma de um quadro. Normalmente, as matrizes representam, de

forma ordenada, os coeficientes de um sistema de equacoes lineares. Como exemplo, o
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conjunto, dado em ({2.1)), é uma matriz com trés linhas e quatro colunas, denotada por

A(3X4)1

2
A=1 (2.1)
0

—
Tt =~ W
S ©

Uma matriz Agy,xy,) tem m linhas e n colunas, sendo m e n as suas dimensoes. Represen-
tagoes genéricas sao dados por (2.2):

a1 Q12 ... A1y A1n
a1 Q22 ... Q25 QAon
A= (aij>- (2 2)
i1 Q52 ... Qyj . Qin
Am1 Am2 ... Qmy ... Gmn

O indice ¢ da linha é sempre o primeiro e o indice j da coluna é o segundo.

Definicao 2.2.2. Matriz Quadrada é uma matriz em que o nimero de linhas ¢ igual ao

nimero de colunas (m = n). Neste caso, diz-se que a matriz é de ordem n.

Definicao 2.2.3. Matriz Diagonal é uma matriz quadrada em que todos os elementos

fora da diagonal principal (a1, ass, ..., @ny,) sdo nulos, conforme ([2.3]).

D= (2.3)

[l
O = O
w o O

Definicao 2.2.4. Matriz Unitaria ou Identidade é uma matriz diagonal com todos os

elementos da diagonal principal iguais a 1, conforme (2.4)).

(2.4)

o O O =
o O = O
S = O O
= o O O

Definicao 2.2.5. Submatriz: Dividindo a matriz A, dada em (2.5)), por paralelas as

linhas ou as colunas obtém-se submatrizes:
Sy | S
S3 | S

Definicao 2.2.6. Particao de Matrizes: consiste em dividir uma matriz em submatrizes.

A_:

. (2.5)

Ol DN

1
7
1

Ot =~ O
S| ©o O

Observagoes:
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e A particdo de matrizes permite a simplificacdo da escrita com operagoes matriciais.

e A matriz pode ser representada pelas suas submatrizes.

2.2.1 Método de Eliminacdo de Gauss Jordan

De acordo com (PUCCINI; PIZZOLATO) |1942)), as transformagoes de sistemas de

equagoes lineares, que tém a propriedade de nao alterar sua solugao, sao:

e Troca de equagoes.
e Multiplicacao de uma equacao por uma constante nao nula.

e Adicao de uma equacao a outra.

O método de eliminagao de Gauss-Jordan consiste na solu¢ao do sistema de equa-
¢oes pela construgao de uma matriz unitaria de coeficientes mediante a exclusiva aplicacao

das transformacoes acima.
A seguir encontram-se os passos da Eliminacao de Gauss -Jordan.
Linhas do Pivo

(a) Substituir na coluna bésica, a variavel que sai da base pela varidvel que entra

na base.
(b) Nova linha do piv6 sera linha do pivo atual dividida pelo pivo.
Demais Linhas

Nova linha sera linha atual menos o coeficiente da coluna do pivé que multiplica

a nova linha do pivo.

Por exemplo, considere o sistema ([2.6)), quer-se aplicar o Método de Gauss-Jordan.

2:[,'1 —+ 21’2 + 4£C3 =10
1+ T +3r3=9 . (2.6)
1+ 31‘2 +4ZL‘3 =17

a) Dividir a primeira equagao por 2, obtendo:

T +ZE2 —|—2{23'3 = 5
T+ T2+ 31‘3 =9 . (27)
T1 +3$2 +4l‘3 =17
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b) Subtrair da terceira e segunda equagoes a primeira equagao multiplicada por
(—1), obtendo:

T+ T2+ 21‘3 =5
ry =4 : (2.8)
2$2 + 21’3 =12

c) Trocar a segunda equagao pela terceira, obtendo:

x|+ o + 21’3 =5

ZE3:4

d) Dividir a segunda equagao por 2, obtendo:

Tr1+ To+ 21‘3 =5

$3:4

e) Somar a primeira equacao a segunda multiplicada por (—1), obtendo:

T+ a3 = —1

I3:4

f) Somar a primeira e segunda equacoes a terceira multiplicada por (—1), obtendo:

ry = -5
Ta=2 . (2.12)
T3 =4

Os sistemas ([2.6)) e (2.12)) sao ditos equivalentes por apresentarem a mesma solugao.
Isso pode ser verificado substituindo em ([2.6) os valores ;1 = =5, x93 = 2 e x3 = 4,

fornecidos pelo sistema (2.12)).

Para aplicar o método de Gauss-Jordan nao é necessario escrever o sistema com-
pleto, como feito acima, basta operar com a matriz dos coeficientes até transforma-la na

matriz unitaria.

De acordo com (ANTON;| 2012), para que uma matriz esteja na forma escalonada

reduzida por linhas, ela deve ter as seguintes propriedades:

1. Se uma linha nao consistir inteiramente em zeros, entao o primeiro niimero nao

nulo da linha é um 1. Diz-se que esse nimero 1 é um pivo.
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2. Se existirem linhas constituidas inteiramente de zeros, entao elas estao agrupa-

das juntas nas linhas inferiores da matriz.

3. Em quaisquer duas linhas sucessivas que nao consistem s em zeros, o pivd da

linha inferior ocorre mais a direita do que o pivo da linha superior.
4. Cada coluna que contém um pivo tem zeros nas demais entradas.

Diz-se que uma matriz que tem as trés primeiras propriedades estd em forma
escalonada por linhas, ou simplesmente, em forma escalonada. (Assim, uma matriz em
forma escalonada reduzida por linhas necessariamente esta em forma escalonada, mas nao

reciprocamente. )

Agora, faz-se um procedimento de eliminagao passo a passo, que pode ser usado
para reduzir qualquer matriz a forma escalonada reduzida. A medida que enuncia-se cada
passo, ilustra-se a ideia reduzindo a matriz seguinte a forma escalonada reduzida por

linhas.
Oo0 -20 7 12

2 4 —-10 6 12 28 (2.13)
2 4 -5 6 -5 —1

Passo 1. Localiza-se a coluna mais a esquerda que nao seja constituida inteira-

mente de zeros.

00 —20 7 12
2 4 —-10 6 12 28 (2.14)
24 —56 —5 —1

Passo 2. Permuta-se a primeira linha com uma outra linha, se necessario, para

obter uma entrada nao nula ao topo da coluna encontrada no Passo 1

2 4 10 6 12 28
00 —-20 7 12]. (2.15)
2 4 -5 6 -5 —1

Isto é,
L, — Ly

(2.16)
Lo — L.

Passo 3. Se a entrada que agora esta no topo da coluna encontrada no Passo 1 é

a, multiplica-se a primeira linha inteira por — para introduzir um pivo
a

12 -53 6 14
00 -20 7 12]. (2.17)
2 4 -5 6 -5 —1
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Assim,
1

Passo 4. Somam-se multiplos convenientes da primeira linha as linhas inferiores

para obter zeros em todas as entradas abaixo do pivo

12 -53 6 14
00 -20 7 12]. (2.19)
00 50 —17 —29

Ou seja,

Passo 5. Agora esconde-se a primeira linha da matriz e recomeca-se aplicando o
Passo 1 a submatriz resultante. Continua-se dessa maneira até que toda a matriz esteja

em forma escalonada
2 -5 3 6 14

0 -20 7 12 (2.21)
0 5 0 —17 —29

2 -5 3 6 14

0 10 3L —61. (2.22)

0 5 0 —-17 =29

Assim,
—1
Ly — 7L2. (2.23)
12 -53 6 14
00 10 3% —6 (2.24)
00 50 %2 1
Ou seja,
(12 -5 3 6 14 ]
00 10 3% —6 (2.26)
00 00 53 1
Portanto, i i
-5 3 6 14
10 30 -6 (2.27)
00 1 2
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Agora toda a matriz estd em forma escalonada. Para obter a forma escalonada

reduzida por linhas, precisa-se de mais um passo.

Passo 6. Comecando com a tltima linha nao nula e trabalhando para cima, soma-
se miiltiplos convenientes de cada linha as linhas superiores para introduzir zeros acima

dos lideres

12 -5 3 6 14
00 100 1 (2.20)
00 O0O0T1 2
Isto é, -
12 -5 3 6 14
00 100 1 (2.31)
00 001 2
Assim,
120307
001001 (2.33)
000O0T1 2
Ly — 5Ly + L. (234)

A ultima matriz esta na forma escalonada reduzida por linhas.

O procedimento (ou algoritmo) que acaba-se de descrever, que reduz uma matriz
a sua forma escalonada por linhas, é denominado eliminacdo de Gauss-Jordan. Esse
algoritmo consiste em duas partes: uma fase para frente, ou direta, na qual os zeros sao
introduzidos abaixo dos pivos; e uma fase para tras, ou inversa, em que 0s zeros sao
introduzidos acima dos pivos. Se utilizar somente a fase direta, entdo o procedimento,

denominado eliminac¢do gaussiana, produz uma forma escalonada por linhas.

2.2.2 Espacos Vetoriais: Notacdo e Conceitos

Definicao 2.2.7. Um espaco vetorial a n dimensoes é o conjunto de todos os vetores de
n componentes (GOLDBARG, 2005).
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Definicao 2.2.8. Um vetor é um conjunto de niimeros, que pode ser escrito como
P = (21,22, ..., 7). (2.35)

O vetor p é um vetor de dimensao n, ou seja, possui n elementos. Vetores sao geralmente

representadas por letras mintsculas em negrito, ou p’ (LISBOA| 2002).

Observagao: Um vetor é representado por um segmento orientado. Na Figura (1| o
segmento orientado AB, representa que o vetor sera indicado por Aﬁ, onde A é a origem
e B é a extremidade do segmento (WINTERLE] 2000).

Figura 1 — Segmento orientado AB

=]

Fonte: Préprio autor

Definig¢ao 2.2.9. Conforme (STEWART) 2013), um vetor unitério é um vetor cujo mé-
dulo ¢ 1. Os vetores, i, j e k sao exemplos de vetores unitarios ou versores. Em geral,
se a # 0, entao o vetor unitario que tem mesma dire¢do e mesmo sentido de a, chamado
versor de a, €

u:i-a:i. (2.36)

El El

Para verificar isso, seja ¢ = ﬁ Entao, u = ca e ¢ é um escalar positivo, de modo que u
tem a mesma dire¢do e o mesmo sentido do vetor a. Além disso,
1

=t (2.37)

lu| = cla] = [c[|a] =

De acordo com (PUCCINI; PIZZOLATO, [1942), serd usada neste item a seguinte
notacao:

r € R, (2.38)

(x é um elemento de R, ou = pertence a R).

Considere o espaco vetorial definido por todos os pontos de um plano, conforme
indica a Figura

Qualquer ponto definido como um par ordenado (z; e x3) de niimeros reais pertence
a esse espaco vetorial. Pelo fato das coordenadas serem reais R e em niimero de dois, esse

espaco é simbolizado por R2.
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Figura 2 — Espaco R?

b

Fa P = (3.2)

Fonte: Préprio autor

Assim, por exemplo, o ponto P(3,2) pertence ao espago R? e se pode escrever:

p € R% (2.39)

Todo ponto desse plano pode ser associado a um vetor que vai da origem ao ponto

em questao, conforme indicado na Figura [2 Pode-se entéao referir-se indiferentemente ao

p= [3], (2.40)

ponto P(3,2) ou ao vetor

2

onde r1 = 3 e 9 = 2 s@0 as suas coordenadas.

A dimensao desse espago vetorial é igual a dois, e todos os seus vetores tém duas

coordenadas.

Considere agora o espaco vetorial R® de trés dimensoes representado pela Figura

Figura 3 — Espaco R?

p=(3,54)

Fonte: Préprio autor



Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 24

Neste caso, o ponto P(3,5,4) é equivalente ao vetor
p=1|5], (2.41)

conforme indicado na Figura 3]
Note que o espaco R? de dimensao 3, tem o niimero de componentes igual a trés.

O nuimero de componentes do vetor é sempre igual a dimensao do espago vetorial
ao qual pertence. Se a dimensao do espaco vetorial for m, ele sera representado por R™

e qualquer vetor para pertencer a R™ devera ter m coordenadas reais. Por exemplo:

X1

T2
p=|. e R™. (2.42)
xm
Em outras palavras, o espago vetorial R™ é formado por todos os vetores (pontos)

de m coordenadas reais. Naturalmente nao é possivel obter uma representacao grafica de

um conjunto m dimensional quando m for maior que 3.

2.2.3 Convexidade

2.2.3.1 Combinacdo Convexa de Vetores

Considere um conjunto de vetores xi,Xo, ..., X, todos pertencentes a R™. Sejam

a1, o, ..., o, constantes reais que satisfazem as relacgoes:

A =1
. (2.43)

Ai > 0parai=1,2,..,n,

M=

-
Il

entao o vetor

¢ uma combinacao convexa dos vetores xi, X, ..., X,.

2.2.3.2 Interpretacdo Geométrica de Combinacao Convexa

Considera-se inicialmente a combinagdo convexa de dois vetores.

Teorema 2.2.1. Qualquer ponto situado no segmento de reta que liga dois pontos conti-

dos em R™ pode ser expresso como uma combinagao convexa desses dois pontos, conforme

Figura [4]
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Figura 4 — Interpretacao Geométrica da Combinagao Convexa

g 7 g

Fonte: Préprio autor

A demonstra¢ao do Teorema pode ser encontrada em (PUCCINI; PIZZO-
LATO, [1942).
2.2.3.3 Variedade Linear

Um conjunto V' é denominado variedade linear, se Vi, x5 € V tem-se que Ax; +
(1 — AN)zg € V, para qualquer A € R. Como exemplo de variedade linear pode-se citar a
reta e o plano. Toda variedade linear é um conjunto convexo. Ressalta-se que a reciproca

nao é verdadeira.

2.2.3.4 Hiperplano

Generalizando a nocao de reta em R? e plano em R?, tem-se o conceito de hiper-

plano (H) expresso como:

H = {z € R"|ax = k}, (2.45)
onde a #0 ek € R.

A Figura [5| representa abstratamente a formacao de um hiperplano H através de

um ponto xo € H e a. O que é equivalente a:

H={z eR"|a(x —x9) = 0,29 € H}. (2.46)
Figura 5 — Hiperplano

Xg

Fonte: (GOLDBARG, [2005)
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2.2.3.5 Conjunto Convexo

Um subconjunto C' € R™ é convexo se, e somente se, para todos os vetores x; e

X, pertencentes a C' qualquer combinagdo convexa
P = AiX1 + AsXz (2.47)
também pertencer a C'. Em outras palavras, se C' é convexo, entao,

X1€C

} = Ax; + (1 — )\)Xz € C, 0< A<, (248)
XQGC

Exemplos podem ser observados na Figura [6]

Figura 6 — Conjunto convexo

Fonte: (PUCCINT; PIZZOLATO] [1942)

2.2.3.6 Ponto Extremo de um Conjunto Convexo

Suponha C' um conjunto convexo. Entao A € C' é um ponto extremo de C' se nao
for possivel expressa-lo como uma combinagao convexa de quaisquer outros dois pontos

distintos pertencentes ao conjunto C'

Em outras palavras, se A for um ponto extremo do conjunto convexo C, e se B
e D sao dois pontos pertencentes a C, sendo B # D, a obtencao de C pela combinacao

convexa

para algum 0 < X\ < 1 implica necessariamente em A = B ou A = D, conforme Figura[7]

2.3 Conceitos de Calculo relacionados a Programacao Linear

Esta segao esta baseada em (GUIDORIZZI, 2001)) e (STEWART] 2013).




Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 27

Figura 7 — Ponto Extremo de um Conjunto Convexo

Fonte: (PUCCINI; PIZZOLATO, [1942)

2.3.1 Curva de Nivel

Definicao 2.3.1. As curvas de nivel de uma funcao f de duas variaveis sao aquelas com

equagao f(z,y) =k, onde k é uma constante.

Uma curva de nivel
fl(xlayl) =k

Jalaz, 92) = ke (2.50)

fn(mmyn) = kn,
¢ o conjunto de todos os pontos do dominio de f nos quais o valor de f converge para

algum k. Em outras palavras, ¢ uma sequéncia que converge para algum k. Observe a
Figura

Figura 8 — Curva de Nivel

45 ko

7

fix, ¥) =20

Fonte: (STEWART] 2013)

2.3.2 Superficie de Nivel

Definicao 2.3.2. As superficies de nivel de uma funcao f de trés variaveis sao aquelas

com equagao f(z,y,z) =k, onde k é uma constante.
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Se o ponto (x,y, z) move-se ao longo de uma superficie de nivel, o valor f(z,vy, 2)

permanece fixo.

Por exemplo, considere a funcgao f(z,y,2) = x? + y* + 2%, quer-se determinar as
superficies de nivel. As superficies de nivel sao 2% +y?+ 2% = k, onde k > 0. Elas formam

uma familia de esferas concéntricas com raio vk.

Assim, enquanto (z,y,z) varia sobre qualquer esfera com centro O, o valor de

f(z,y, z) permanece fixo. Observe a Figura [9]

Figura 9 — Superficie de Nivel

a4yt azt=0

x4+ yrezi=4

R - ek |

Fonte: (STEWART) 2013)

2.3.3 O Vetor Gradiente

Seja z = f(x,y) uma funcdo que admite derivadas parciais em (g, o). O vetor

Vf(ﬂfoayo) = ( gi(ﬂfo,yo)a g;:(xo,yo) ) ) (2-51>

denomina-se gradiente de f em (g, yo).

Outra notagao usada para o gradiente de f em (zg,yo) é: grad f(zo,y0). Geome-

tricamente, interpreta-se 5/ f (o, yo) como um vetor aplicado no ponto (xg, yo).

O gradiente de f em (z9,yo) nada mais é que a derivada parcial de f(x,y) em
(x0,%0), ou seja, as componentes do vetor gradiente sdo as derivadas parciais de f em

relacdo a x e em relagdo a y.

Por exemplo, seja f(z,y) = x* + y?. Quer-se calcular 7 f(1,1) e representd-lo

geometricamente. Aplicando-se a equagao (2.51)), tem-se

vttea) = ( gl Gwn ) = ez 25

Assim,
Tf(1,1) = (2,2) = 2i + 2j. (2.53)
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A Figura [10| mostra a representacao grafica do vetor gradiente.
Figura 10 — Vetor Gradiente

v A

1 v, 1

L
X

[U S ——

Fonte: (GUIDORIZZI, 2001))

2.3.4 Derivada Direcional e Gradiente

Definicao 2.3.3. O limite

gf(-fo, %) = lim f(xo + at,yo + bt) — f(zo, Yo) 7 (2.54)
u t—0 t

quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto (zg,yo) e na

dire¢do do vetor u = (a,b), com u unitério.

Teorema 2.3.1. Sejam f : A C R? - R, A aberto, (x,%) € A e u = (a,b) um vetor
unitario. Se f(x,y) for diferencidvel em (z¢,yo), entdo f admitira derivada direcional em

(20, Yo), na diregdo u, e
0
(‘9{1(%’%> = Vf(wo,50) u . (2.55)

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2001).

2.3.5 O Vetor Gradiente e as Curvas de Niveis

De acordo com (PEREIRA| 2010), a derivada direcional

of
%(m07y0) = Vf(xo,90) - u= | f(xo,y0)| - [[ull - cos(9) - (2.56)
é nula se, e somente se, cos(d) = 0 ou seja, se § = 90°. Isto é, se u é perpendicular ao

vetor 5/ f (o, yo).-

Como a derivada direcional na direcado da tangente a curva de nivel é nula, o
vetor gradiente deve ser perpendicular a tangente a curva de nivel em um ponto qualquer
P(xg,10), conforme Figura
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Figura 11 — Vetor Gradiente perpendicular a Curva de Nivel

¥

= x0.¥0 )

curva de nivel | .-
fley)=k

(] X

Fonte: (PEREIRA| 2010))

Como para os problemas de programacao linear formados por fungoes de duas
variaveis as curvas de nivel sao retas, tem-se o vetor gradiente sempre perpendicular a
essas. Ja nos casos de problemas com func¢oes de mais de duas variaveis o gradiente é

sempre ortogonal (normal) as superficies de nivel.

2.3.6 Maximos e Minimos sobre um Conjunto Compacto

Definigao 2.3.4. Seja A um subconjunto do R?; dizemos que A é um conjunto limitado
se A estiver contido em alguma bola aberta de centro na origem. Diz-se, por outro lado,

que A é um conjunto fechado se o seu complementar

{(z,y) € R?| (z,y) & A} (2.57)

for um conjunto aberto. Pois bem, diz-se que A é um conjunto compacto se A for fechado

e limitado.

Teorema 2.3.2. (Teorema de Weierstrass)

Se f(x,y) for continua no compacto A, entdo existirdo pontos (z1,y1) € (z2,¥2)

em A tais que, para todo (z,y) em A,
f(xr,m) < flo,y) < [z, 42)- (2.58)

O Teorema garante que se f for continua em A e A compacto, entdo existirao
pontos (z1,y1) e (z2,y2) em A tais que f(z1,y1) é o valor minimo e f(xs,y,) é o valor

maximo de f em A.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2001).

2.3.7 Método dos Multiplicadores de Lagrange

Para determinar os valores maximo e minimo de f(x, y) sujeitos a restrigao g(x, y) =

k, supondo que esses valores extremos existam e que 7g # 0 sobre a superficie g(x,y) = k:
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(a) Determine todos os valores de z,y e A tais que:

v y) =Avg(z,y); (2.59)

g(x,y) =k. (2.60)

(b) Calcule f em todos os pontos (z,y) que resultaram do passo (a). O maior

desses valores sera o valor maximo de f, e o menor sera o valor minimo de f.

2.4 Programac3o Linear (PL)

De acordo com (MARINS| [2011), a Programacao Linear (PL) visa fundamen-
talmente determinar a melhor solugdo para problemas que tenham seus modelos repre-
sentados por expressoes lineares. A sua grande aplicabilidade e simplicidade deve-se a
linearidade do modelo, ou seja, todas as fungoes matematicas do modelo sao lineares. A
tarefa da PL consiste na maximizac¢ao ou minimizacdo de uma func¢ao linear, denominada
Func¢do Objetivo, respeitando-se um sistema linear de igualdades ou desigualdades, que

recebem o nome de Restricoes do Modelo.

Conforme (MARINS| |2011)), para a resolucao de um Problema de Programagao Li-
near (PPL) dois passos sdo necessarios. O primeiro é a Modelagem do problema, seguindo-
se o método de solucdo do modelo. No caso de um PPL o método mais utilizado é o

Método Simplex, que serd examinado adiante.

Um Problema de Programacao Linear (PPL) é um problema de otimizacao, isto
é, através do emprego da PL, procura-se a melhor solu¢ao (6tima) entre as solugdes do
problema, obedecendo o critério de pré-otimalidade (PEREIRA/ 2015).

2.4.1 Caracteristicas de um PPL

As definigoes a seguir foram extraidas dos livros de (HILLIER; LIEBERMAN|
2006) e (BELFIORE; FAVERO, 2013).

Defini¢ao 2.4.1. A fungao objetivo (FO) é uma fun¢do matemadtica que determina o
valor-alvo que se pretende alcancar ou a qualidade da solugao, em funcao das variaveis
de decisdao e dos pardmetros, podendo ser uma fun¢ao de maximizacao (lucro, receita,
utilidade, nivel de servigo, riqueza, expectativa de vida, entre outros atributos) ou de

minimizagao (custo, risco, erro, entre outros).

Definicao 2.4.2. As variaveis de decisao sao as incognitas, ou valores desconhecidos, que

serao determinados pela solu¢do do modelo.
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Definigao 2.4.3. As restrigoes podem ser definidas como um conjunto de equagoes (ex-
pressoes matematicas de igualdade) e inequagbes (expressoes matematicas de desigual-
dade) que as variaveis de decisdo do modelo devem satisfazer. As restrigoes sao adiciona-
das ao modelo de forma a considerar as limitagoes fisicas do sistema, e afetam diretamente

os valores das variaveis de decisao.

Definicao 2.4.4. Condicao de nao-negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver
dada atividade em qualquer nivel nao negativo, e qualquer proporcao de um dado recurso

deve sempre poder ser utilizado.

Definicao 2.4.5. Uma solugao viavel é aquela para a qual todas as restrigoes sao satis-

feitas.
Definicao 2.4.6. A regiao de solugoes vidveis é o conjunto de todas as solugbes vidveis.

Definicao 2.4.7. As solugoes que satisfazem todas as restri¢oes, inclusive as de nao
negatividade das varidveis de decisao, sao chamadas de solucoes factiveis. A solucao

factivel que apresenta melhor valor da fungao objetivo é chamada de solugao 6tima.

2.4.2 Forma Padriao de um modelo de PPL

Um problema de Programacgao Linear pode ser escrito na sua forma padrao como:

Otimizar
Z =111 + oo + ... + cpxp. (2.61)

Sujeito a (s.a.),

a1171 + a1 + ... + a1, < by
a1971 + A22%o + ... + A9, < by
(2.62)
171 + Apo®s + oo + ATy < by,
1> 0,29 >0,...,2, > 0.

Neste caso, Z é chamada de fungao objetivo e as equagoes em ([2.62)) sdo as res-
tricdbes impostas pelo problema. O termo otimizar, significa maximizar ou minimizar a

funcao objetivo.
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O problema dado em ([2.63]) representa um exemplo da forma padrao de um PPL.

Max Z = 4x1 + 314
s5.a.
1+ 22 <6
1 <4
To < 4

xy, w9 > 0.

(2.63)

Na resolucao de um PPL, procura-se determinar a solucao 6tima, que deve satis-

fazer aos seguintes teoremas.

Teorema 2.4.1. Se o PPL tem solucao 6tima, entao esta solu¢ao encontra-se em um dos

pontos extremos do poliedro convexo (regiao de solugdes vidveis).

Teorema 2.4.2. Se o PPL tem solugbes vidveis e nao vazias, entdo existe uma solucgao

otima.
Teorema 2.4.3. Um conjunto de solugoes viaveis de um PPL é um conjunto convexo.

Teorema 2.4.4. O ntmero de solugoes vidveis de um PPL tem um niimero finito de

pontos extremos (vértices).

As demonstragoes dos Teoremas [2.4.1] [2.4.2] [2.4.3] [2.4.4] podem ser encontradas
em (ALMEIDA| 2018).

No proximo capitulo apresentam-se os Métodos Grafico e Simplex e a ferramenta

Solver do LibreOffice para problemas em Programacao Linear.



34

3 Métodos de Solucao e Resultados Prelimi-

Nares

Neste capitulo, sao abordadas duas técnicas de resolugao de problemas em Progra-
macao Linear. A primeira técnica é o Método Gréfico para problemas de otimizacao com
duas variaveis. A segunda, é o Método Simplex, que determina algebricamente a solucao

de um problema de otimizacao com duas ou mais variaveis.

Ao final do capitulo, é apresentada uma descricao sobre a utilizagdo da ferramenta
Libreoffice Calc (https://www .libreoffice.org/) na solugado de problemas de programacao

linear.

3.1 Meétodo Grafico

O método Grafico é uma técnica de solugao utilizada para ilustrar problemas de
duas ou trés variaveis de decisao, visto que mais de trés variaveis nao consegue-se ilustrar.

Esta técnica permite a visualizacdo da resolugao de problemas de programacao linear.

Neste trabalho, seguem-se os passos sugeridos por (MUROLO et al., |1998)). Os
graficos aqui obtidos foram construidos com o auxilio do software GeoGebra, disponivel

no site https://www.geogebra.org.

3.1.1 Grafico do conjunto de solucGes

A representacao grafica de uma equacao linear com duas varidveis é uma reta. E
a representacao grafica de uma inequacao linear com duas variaveis é um dos semiplanos

definidos pela reta correspondente a equagao. Veja o problema:
Problema 1: Representar graficamente a inequacao

Para a solugdao do Problema 1, deve-se:

a) Construir a reta correspondente a equagao: 1 + x5 = 6.
Para atingir esse objetivo sao necessarios dois pontos:

(i) Substituindo z; = 0, tem-se x5 = 6;

(i) Substituindo x5 = 0, tem-se x; = 6.

b) Testar a inequagao: x; + z3 < 6. Tomando-se um ponto qualquer de uma das

regioes limitadas pela reta, por exemplo, o ponto (z1,x2) = (6,0).
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Substituindo as coordenadas do ponto em (3.1), obtém-se 6 + 0 < 6, o que é
verdadeiro, portanto a regiao das solugoes da inequagao é aquela que contém o ponto
testado. De uma maneira mais formal, tem-se que a regiao desejada é a que esta abaixo

da reta xy + x5 = 6. Isto pode ser observado na Figura [12]

Figura 12 — Regiao de solucao da inequacao: xy + xo < 6

Fonte: Préprio autor

Quando se representa uma inequacao no sistema de eixos ortogonais, tem-se uma
regido de solugdes, como na Figura [12] Se por outro lado, hd duas ou mais inequagoes
representadas num mesmo sistema, deseja-se a regiao de intersecao, chamada de regiao

viavel.
Considere agora o problema:

Problema 2: Representar graficamente a solugdo do sistema:

55(71 + 31’2 Z 14
20y + Tay > 11 (3.2)

L1, T2 2 0.

O procedimento de solucao é andlogo ao do Problema 1. Representa-se cada uma

das retas correspondentes:
a) Construir a reta correspondente a equagao: 5x1 + 3z = 14;

(i) Substituindo x; = 0, tem-se 0 + 3xo = 14. Portanto, o = 13—4 ou xy = 4, 6;

(ii) Substituindo xs = 0, tem-se 5xy + 0 = 14. Assim, z; = % our; = 2,8.

Agora, toma-se um ponto qualquer pertencente a uma das regioes limitadas pela
reta, por exemplo, o ponto (z1,xs) = (0;4,6).

Substituindo na inequagao 51 + 3z > 14, tem-se 5 -0+ 3 - (4,6) = 13,8 > 14,
o que é falso. Portanto, a regiao das solugoes da inequacao é aquela que nao contém o

ponto testado. De uma maneira mais formal, tem-se que a regiao desejada é aquela que

estd acima da reta bxy + 3zo = 14 . Isto pode ser observado na Figura [13]
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Figura 13 — Regiao de solugao da inequagao: bxy + 3zo > 14

a:bx+ 3y = 14

Fonte: Préprio autor

b) Construir a reta correspondente a equagao: 2x; + 7Tz = 11;

(i) Substituindo x; = 0, obtém-se 0 4+ 7z5 = 11. Portanto, xo = 1—71 ou ry = 1,6;

(ii) Substituindo xs = 0, obtém-se 2x; + 0 = 11. Logo, x1 = % ou x; = 5,5.

Agora, tomando-se um ponto qualquer de uma das regioes limitadas pela reta, por
exemplo, o ponto (z1,2z3) = (5,5;0).

Substituindo na inequagao 2z + 7zy > 11, tem-se 2- (5,5) 4+ 7-0 =11 > 11, o
que é verdadeiro. Portanto, a regiao das solugoes da inequacao é aquela que contém o

ponto testado. De uma maneira mais formal, tem-se que a regiao desejada é aquela que

estd acima da reta 2x; + 7xo = 11 . Isto pode ser observado na Figura [I4]

Figura 14 — Regiao de solugao da inequacao: 2x; + 7xy > 11

-

b: 2x+7y =11

Fonte: Préprio autor
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Por fim, tem-se que a solucao do sistema de inequagoes é a intersecao das duas
regioes de solucao das inequagoes do sistema. As restrigdes de nao negatividade x1 > 0 e

o > 0 representam o primeiro quadrante do grafico de solugoes.

Na Figura , a regiao desejada estd acima da restri¢ao 2z + 7xo > 11 (reta rosa)

e acima da restri¢do 5z1 + 3zo > 14 (reta verde).

Figura 15 — Regido de solugoes do sistema de equagoes

- b:3x+7yB1l a:5x+3y> 14

0.5

ne

Fonte: Préprio autor

3.1.2 Avaliacdo da Funcdo Objetivo

Agora resolve-se um modelo de Problema de Programagao Linear de maximizagao

da fungao objetivo utilizando o Método Gréfico.

Problema 3: Observe o problema representado em (3.3)).

Max Z = b5xq + 39

s.a.
2I1 + T S 6
xy, w9 > 0.
Observe que, 7 f(x1,22) = (5,3) e as curvas de niveis sao fi(z1,22) = 60 e

fa(x1,20) = 6
Primeiramente, soluciona-se o sistema de inequacoes, que, como foi mostrado an-
teriormente, é a intersecao das duas regides de solucao das inequagoes do sistema. Con-

siderando as restrigoes de nao negatividade, obtém-se a Figura [16]
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Figura 16 — Regiao de solucoes do sistema de inequagoes

-

Fonte: Préprio autor

A interseccao de todas as regioes determina a regiao factivel ou o espago de solugoes
(que é um conjunto convexo). Se esta regiao é nao vazia, deve-se continuar no passo
seguinte. Caso contrario, nao ha nenhum ponto que satisfaca simultaneamente todas as

restri¢oes, assim o problema nao tem solugao e, é chamado de nao-factivel.

O objetivo agora é maximizar a funcdo Z na regiao viavel (factivel), logo, deve-se
determinar os pontos extremos ou vértices do poligono ou poliedro que formam a regiao

factivel, conforme Figura Estes pontos sao os candidatos para a solugao 6tima.

Figura 17 — Pontos extremos

(0.86, 4.20)

Fonte: Préprio autor

Observacao: E possivel observar que as solugoes basicas ndo compativeis corres-

pondem as intersecgoes das retas fora do conjunto de solugao compativeis.

Depois avalia-se a fungao objetivo em todos os vértices (pontos extremos) e aquele
(ou aqueles) que maximizam (ou minimizam) o valor resultante, determinam a solugao

otima do problema.

De acordo com o Teorema [2.4.4], o ntimero maximo de solugdes bdsicas é:
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Ou seja,
Cy =50 =422 =. (3.5)

Observe a Tabela[1l

Tabela 1 — Avaliando a Funcao Objetivo

Ponto Extremo Coordenadas (x,y) Fungao Objetivo Z

B (3,0) 15
C (0,0) 0
D (0,5) 15
E (0,85; 4, 28) 17,09
F (0,6) 18
G (6,0) 30

Fonte: Préprio autor

Como o ponto E fornece o maior valor para a fungdo Z, na regiao factivel e o
objetivo é maximizar, este ponto é a solucao ideal, ou seja, Z = 17,09 para z = 0,85 e
y =4,28.

3.2 Método Simplex

De acordo com (BELFIORE; FAVERO, 2013)), o método grafico, apresentado na
segao (3.1.1) pode ser aplicado para a resolugdo de problemas de programagao linear com

duas ou, no méximo, trés varidveis de decisao (maior complexidade).

Da mesma forma, a avaliacio da fungao objetivo apresentada na segao (3.1.2)
torna-se impraticavel para problemas com muitas variaveis e equagoes, pois calcula todas
as possiveis solugoes basicas, para entdo determinar a solugao 6tima. Como alternativa,

o método Simplex pode ser aplicado para a resolucao de qualquer problema de PPL.

Para (GOLDBARG, 2005), o algoritmo Simplex é o método mais utilizado para a
solucao de problemas de programacéo linear. E um procedimento algébrico iterativo que
parte de uma solugao basica factivel inicial e busca, a cada iteracao, uma nova solugao

basica factivel com melhor valor na funcao objetivo, até que o valor 6timo seja atingido.

3.2.1 Fundamentos Matematicos do Algoritmo Simplex

Definicao 3.2.1. Forma matricial de um sistema de equacoes lineares.
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O sistema de “m” equagoes a “n” incognitas, dado por

a1 r, + appxy + ...+ ATy = b1

a19T1 + A929T9 + ...+ aA9n Ty — bg

(3.6)
Am1T1 + Qa2 + ... + ATy, = bn
pode ser representado matricialmente na forma,
Ax =Db, (3.7)
ou ainda,
I by
a1 a2 e Qp
T2 by
g1 Q22 ... Q2p . = . ) (3-8)
m1 Am2 ... Qmn
Tn, bn
onde

A = matriz dos coeficientes;
x = vetor das incognitas;

b = vetor dos termos independentes.

Seja um sistema de equacoes lineares de m equacoes a n incognitas, Ax = b, com

m < n.
Definicao 3.2.2. Chamamos de varidveis basicas, as m variaveis escolhidas de A.

Definicao 3.2.3. Chamamos de variaveis nao - basicas, as demais varidveis m — n esco-
lhidas de A.

Definigao 3.2.4. Chamamos de solugao basica, a solugao do sistema formado pelas co-

lunas correspondentes as variaveis basicas.

Entao, é possivel rearranjar as colunas de um sistema de equacoes lineares Ax = b
de forma que as varidveis basicas sejam as primeiras colunas e, as demais colunas as

variaveis nao - bésicas. Ou seja, uma matriz particionada.

Ax=b=|B N = b, (3.9)

1K

TN



Capitulo 3. Meétodos de Solugdo e Resultados Preliminares 41

onde

B= matriz basica;

N = matriz nao - basica;
rp = variaveis basicas;

xn = varidveis nao - béasicas.

Para resolver um PPL pelo método simplex, é preciso que este esteja escrito na
forma padrao (2.62). Portanto deve-se transformar as desigualdades em igualdades, man-
tendo o equilibrio do sistema. Nesse caso, inserem-se as chamadas variaveis de folga ou

de excesso.

Definicao 3.2.5. Variaveis de Folga
De acordo com (MARINS| 2011)), qualquer desigualdade pode ser transformada

em uma igualdade equivalente, bastando adicionar novas variaveis nao negativas.

;121 + QT2 + ... + QinTn S bl
a;1T1 + A0 + ... + QinTy, + fz = bz (31())
~—
variavel de folga

Definicao 3.2.6. Variaveis de Excesso

Segundo (MARINS| 2011)) ao subtrair novas variaveis nao negativas, transforma-se
qualquer desigualdade em uma igualdade equivalente.
a;1T1 + QT2 + ... + Qi Ty > bl
a1T1 + apTo + ... + @i, + —€; = bz (311)
—~~
varidvel de excesso

Veja o problema:

Problema 4: Representar algebricamente o PPL na forma padrao.

Mazx Z = 3x1 + 229 + 23
s5.a.
T — 210+ 23 <4
T+ T+ 23 <6
2x1 + 19 > 15

L1, 22,3 2 0.

(3.12)

Colocando o PPL na forma padrao e inserindo as variaveis de folga e de excesso,

obtém-se:
Max Z = 321 + 229 + 23 + 024 + Ox5 4 Oz

s5.a.

T — 209+ 3+ x4 =4
r1+ a2+ 23+ 25 =06
201 + 9 —x¢ = 15

(3.13)

X1,T9,T3,T4,Ts5,Tg Z 0.
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3.2.2 Solucdes basicas e pontos extremos

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em (GOLDBARG, 2005)).

Teorema 3.2.1. Toda solugao basica do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto

de solugoes viaveis.

3.2.3 Algoritmo Simplex

Conforme (RODRIGUES] 2013), o método simplex determina a solugao étima de

um modelo de PL e evita a exploragao exaustiva de solucoes basicas seguindo os principios:

e Pesquisar somente solucdes basicas viaveis;

e Melhorar a cada etapa o valor da funcdo objetivo (maximizar ou minimizar) até
chegar ao 6timo;
e Utilizar regras de parada que testem a situagao nos casos:
(i) Solucao 6tima foi alcangada,;
(ii) Solugao ¢ ilimitada,;

(iii) Nao existéncia de solugao viadvel.

3.2.4 Passos do Algoritmo

Os passos do algoritmo Simplex podem ser encontrados em (BELFIORE; FA-
VERO, 2013)). De acordo com os autores, o algoritmo pode ser representado por meio de

um fluxograma, conforme a Figura [1§
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Figura 18 — Fluxograma Método Simplex

e —

Envcontrar uma solwgdo
basica viawvel inicial

f : S ..”/fﬂff_

_(_'_'_,_,-'-"""FFH _\_\-"\-\.\\'.
A solucdo & otima? : ™, Fim J
|;|?-- -u

Encontrar uma soducso
" basica viawvel
adjacents melhor

Fonte: Préprio autor

Inicio: O problema deve estar na forma padrao.

Passo 1: Determinar uma solugao bésica vidvel (sbv) inicial.

Uma solucao basica viavel pode ser obtida atribuindo valores iguais a zero as varia-

veis de decisdo.

Para que essa solugao seja viavel nenhuma das restricbes do problema pode ser

violada.

Passo 2: Teste de otimalidade: Uma solucao basica viavel é 6tima se nao houver solucoes
bésicas viaveis adjacentes melhores. Uma sbv adjacente é melhor do que a sbv atual

se houver um incremento positivo no valor da fun¢ao objetivo Z.

Analogamente, uma sbv adjacente é pior do que a sbv atual se houver um incremento
negativo no valor da funcao objetivo Z. Enquanto pelo menos uma das variaveis
nao basicas da funcao objetivo Z tiver coeficiente positivo, ha uma sbv adjacente

melhor.

Iteracao: Determinar uma sbv adjacente melhor.

A direcao de maior incremento em Z deve ser identificada, para que uma melhor

solugao basica viavel seja determinada. Para isso, trés passos devem ser tomados:



Capitulo 3. Meétodos de Solugdo e Resultados Preliminares 44

Passo 3: Determinar a varidvel nao basica que passara para o conjunto de variaveis
bésicas (base). Ela deve ser aquela que tem maior incremento em Z, isto é, maior

coeficiente positivo em Z.

Passo 4: Escolher a variavel basica que passara para o conjunto de varidveis nao basicas.
A variavel escolhida a sair da base deve ser aquela que limita o crescimento da

variavel nao basica selecionada no passo anterior a entrar na base.

Passo 5: Resolver o sistema de equagoes recalculando os valores da nova solucao ba-
sica adjacente. Antes disso, o sistema de equagoes deve ser convertido para uma
forma mais conveniente, por meio de operacoes algébricas elementares, utilizando o

método de eliminagao de Gauss Jordan, visto na se¢ao [2.2.1}

Resolve-se agora o Problema 3, representado em (3.3), aplicando o Método Sim-
plex. Este foi extraido de (PEREIRA| [2015)). Observe:

Max Z = bxq + 39
s.a.
10z, + 1229 < 60 (3.14)
201 + 29 <6

xy, w9 > 0.

Cada um dos passos do algoritmo detalhados a seguir sao baseados em (BELFI-
ORE; FAVERO, 2013).

Inicio: Escrevendo o PPL dado por (3.14]) na forma padrao e inserindo as varidveis

de folga e de excesso, obtém-se:

101‘1 + 12:13'2 +x3 = 60
21‘1 + X9+ x4 = 6 (315)
Z—5ZE1—3I2+OJI3+OCL’4:O.

Passo 1: Determinar uma solugao basica viavel inicial para o problema de PL.

Uma solugao bésica inicial pode ser obtida atribuindo valores iguais a zero as

variaveis de decisao x; e xy (varidveis nao bésicas).

Note que os valores das varidveis béasicas (z3,x4) pode ser facilmente extraido do
sistema [3.15] Além disso, como a fungao objetivo esta escrita em funcao das variaveis nao

basicas, o teste de otimalidade pode ser facilmente aplicado no Passo 2.
Na Tabela 2] T. I. é o termo independente.

Logo,
S; =(0,0,60,6); Z; =0, (3.16)
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Tabela 2 — Encontrando a Solugao Inicial

V. Bésicas z; x9 x3 x4 T.L

T3 10 12 1 0 60
T4 2 1 0 1 6
A -5 =3 0 0 0

Fonte: Préprio autor

onde:
S; é a solugao inicial;
Z; é o valor da fun¢ao objetivo inicial.

Observe que, a solugao S; = (0,0,60,6), equivale ao ponto C' obtido no Método

Gréfico, cujo valor da fun¢ao objetivo também era Z = 0.
Passo 2: Teste de otimalidade:

Como os coeficientes de x; e x5 sdo negativos na linha da funcao objetivo Z, a
solugao basica viavel atual nao é 6tima, pois um incremento positivo em z; ou x5 resultara

em uma solucao bésica viavel adjacente melhor do que a solucao atual.

Iteracao 1: Determinar uma solucao basica viavel adjacente melhor.

Cada um dos trés passos a serem implementados nessa iteragao esta detalhado a
seguir.

Passo 3: Variavel nao basica que entrara na base.

De acordo com o sistema de equagoes [3.15] pode-se verificar que a varidvel z; possui

maior coeficiente unitario na fungdo objetivo comparada com a variavel xs, gerando assim

maior incremento positivo em Z.
Passo 4: Variavel basica que saira da base.

Para selecionar a variavel basica que sairda da base, deve-se escolher aquela que

limita o crescimento da variavel nao basica escolhida no passo anterior a entrar na base
(1’1).

Para isso, primeiramente, atribui-se o valor zero as variaveis que permaneceram
nao bésicas (nesse caso apenas x2) em todas as equagoes. A partir dai, pode-se obter as
equacgoes de cada uma das variaveis béasicas em func¢ao da variavel nao basica escolhida a

entrar na base (z1).

Se sair x3,

10x1 + 23 = 60 = x1 = 6. (3.17)
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Se sair x4,

201 + x4 = 6 = 11 = 3. (3.18)

Pode-se concluir que a varidvel que limita o crescimento de x; é a variavel x4, ja
que o valor maximo que x; pode atingir a partir de x4 é menor comparado a variavel x3.

Portanto, a variavel basica escolhida para sair da base é x4.

Passo 5: Transformar o sistema de equagoes utilizando o método de eliminagao de
Gauss-Jordan e recalcular a solugao basica. Conforme mostrado nos dois passos anteriores,
a variavel x; entra na base no lugar da variavel x4, de forma a gerar uma solugao basica

adjacente melhor.

Como x4 representa a nova variavel nao bésica na solugdo adjacente, juntamente
com T que permaneceu nao basica, tem-se que x9 = 0 e x4 = 0. A partir dai, os valores

das varidveis basicas x; e x3 da solucao adjacente devem ser recalculados, além do valor

da funcao objetivo Z.

Logo, aplica-se o método de eliminacao de Gauss-Jordan:

Ly — L1 —10L,
1
L3y — L3+ 5Ls3.

Tabela 3 — Iteragao 1

V. Basicas T i) I3 T4 T.1.

T3 0 7 1 -5 30
) 1 4 0 1 3
Z 0 —3 0 2 15

Fonte: Préprio autor

A partir da Tabela [3], é possivel obter imediatamente os novos valores de xy, z3 e

Z. O resultado completo da nova solugao é:

Sy = (3,0,30,0); Z, = 15, (3.20)

onde:

S1 € a solucao da primeira iteracao;
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Z1 € o valor da funcao objetivo para primeira iteracao.

Note que, a solugdo S; = (0,0,60,6), equivale ao ponto B obtido no Método

Grafico, cujo valor da funcao objetivo também era Z = 15.

Dessa forma, foi possivel obter uma solucao basica viavel adjacente melhor, ja que
houve um incremento positivo em Z comparado com a solucao bésica viavel atual. A
solugao basica viavel adjacente obtida nessa iteragao passa a ser a solugao basica viavel

atual.

Passo 2: Teste de otimalidade: A solucao bésica viavel atual ainda nao é a 6tima,
ja que o coeficiente da varidvel nao béasica xs ainda é negativo. Qualquer incremento
positivo em x5 resultard em incremento positivo no valor da funcao objetivo Z, de forma

que uma solugao basica viavel adjacente melhor pode ser obtida.
Iteracao 2: Determinar uma solucao basica viavel adjacente melhor.

Cada um dos trés passos a serem implementados nessa iteragao esta detalhado a

seguir.
Passo 3: Variavel nao béasica que entrara na base.
De acordo com a Tabela [3] pode-se verificar que a varidvel 2, é a tnica com

coeficiente negativo na linha da fungao objetivo Z, logo a variavel escolhida a entrar na

base é 4.
Passo 4: Variavel basica que saird da base.

A varidvel bésica escolhida a sair da base (e se tornar nula) é aquela que limita o

crescimento de xs.

Para isso, primeiramente, atribui-se o valor zero as variaveis que permaneceram
nao bésicas (nesse caso apenas xy) em todas as equagoes. A partir dai, pode-se obter as
equacoes de cada uma das variaveis basicas em funcao da varidvel nao basica escolhida a

entrar na base (z3).

Se sair x3,
30
Txy + x3 =30 = 29 = 7 (321)
Se sair xq,
1
T+ 51’2 =3=12,=0. (322)

Pode-se concluir que a variavel que limita o crescimento de x5 é a variavel xs, ja

s

que o valor maximo que z, pode atingir a partir de x4 ¢ menor comparado a variavel x3.

Portanto, a variavel basica escolhida para sair da base ¢ x3.
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Passo 5: Transformar o sistema de equagoes utilizando o método de eliminagao

de Gauss-Jordan e recalcular a solugao basica.

Da mesma forma que na primeira iteracao, a nova tabela é obtida apds a aplicacao

do método de eliminacao de Gauss-Jordan:
Ly — %Ll
L2 — LQ — %LQ (323)
Ly — L3+ %Lg

Tabela 4 — Iteracao 2

V. Bésicas z; x9 x3 x4 T.L

1 _5 30

i) O 1 - - 7
_ 1 6 6

1 L0 a7 7
1 15 120

Z 0 0 5 7 7

Fonte: Préprio autor

A partir da Tabela [d] é possivel obter imediatamente os novos valores de 1, =5 e

Z. O resultado completo da nova solugao é:

12
SQ = (3,0, 370,0> 3 ZQ = 70 (324)

onde:
S5 € a solucao da segunda iteracao;
Z5 é o valor da funcao objetivo da segunda iteragao.

Passo 2: Teste de otimalidade: A solucao bésica viavel atual é a étima, pois os

coeficientes das variaveis nao basicas x3 e x4 na linha da fungao objetivo Z sao positivos.

3.2.5 A Ferramenta Solver

De acordo com (FOUNDATION| 2018), o objetivo do processo de resolugao do
solver é encontrar os valores das variaveis de uma equacao que resultem em um valor

6timo na célula alvo, também conhecida por “objetivo”.

Vocé pode escolher se o valor na célula alvo deve ser um maximo, um minimo,
ou se aproximar de uma dado valor. Os valores iniciais das varidveis sao inseridos no

intervalo retangular de células da caixa “Alterando as células”.
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Vocé pode definir uma série de condi¢oes limitantes que definem restrigoes para

algumas células. Por exemplo, vocé pode definir a restricao que uma das varidaveis ou

células nao pode ser maior que outra varidavel, ou nao pode ser maior que um dado valor.

Vocé também pode definir a restrigdo que uma ou mais variaveis devem ser inteiros (valores

sem decimais), ou valores binarios (onde somente 0 e 1 sd@o permitidos).

3.2.6 Construcao do método

Passo 1: Criar uma tabela com as informagoes contidas no modelo da Figura

A tabela deverd conter:

Os valores das variaveis de decisao;

Os coeficientes da fungao objetivo;

Os resultados das restrigoes.

Para ilustrar o método, utiliza-se o Problema 3, representado em (3.3)):

Max Z = 5x1 + 3z9

Figura 19 — Passo 1

s.a.

2$1+ZB2§6

x1,x9 2 0.

As condigbes de decisdao (desigualdades ou igualdades);

A B \ c \ D E
1
3 METODO SIMPLEX
: X ¥ Condigdo Resultado
4 Restrigdo 1
5 -
Restrigdo 2
J Fungdo Objetivo
g %
9 Varidvei
aridveis y
10 Rl
1 Restrics
estrigoes R2
12 Funcio Objetivo (FO)

Fonte: Préprio autor

(3.25)
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Passo 2: Adicionar nas células a restricdo 1 e a fungao objetivo.
Ry =10z + 12y
Ry =2x+y (3.26)
FO =b5x + 3y.

Note que, a célula correspondente a variavel de decisao = é D8 e a célula corres-

pondente a varidvel de decisao y é D9. Logo, obtém-se a férmula da Figura [20]

Figura 20 — Passo 2

A B [ c o I
1
2 METODO SIMPLEX
: X y Condigdo Resultado
4| Restrigio1 10 12 < 60
3| Restrigio2 2 1 < §
d Fungdo Objetivo 35 3 Max

Varidveis

Restrigdes

Rl

= e T

R2

Fun¢do Objetivo (FO)

Fonte: Préprio autor

Repetindo o Passo 2 para a Restrigdo 2 e Funcao Objetivo, obtém-se a Tabela da

Figura 21]

Figura 21 — Passo 2 - Tabela completa

B

| C

D

j A |

1 METODO SIMPLEX
3 X y Condigdo Resultado
i Restrigio 1 10 12 < 60
3| Restrigio? 2 1 < §
d Fungdo Objetivo 5 3 Max
i
g X
9 Varidvei
aridveis y
I RL 0
i Restrigbes R2 0
iz Fungio Objetivo (FO) 0

Fonte: Préprio autor
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Passo 3: Para aplicar o comando Solver, deve-se ir em Ferramentas e depois em
Solver, obtendo-se, assim, as janelas, conforme Figuras [22] e

Figura 22 — Passo 3

Arquive  Editar  Exibir Inserir  Formatar Estilos  Planilha Dados Ferramentas Janela  Ajuda

. - - o, [& W - AL Onografia... F7
= H- D& @ X B -l e
A erficagde ortegrafica autoematica ift+
AP verificaca i stica Shift+F7
_ - =
Calibri S MIN I S [A- -5 Dicionério de sinénimos... Crl+F7
L1 P fx X — Idioma »
A | B ‘ C Opgdes da autocorregdo...
" Atingir meta...
3 ﬁ Solver...
2 METODO SIMPLI
Detetive 3
3 b ¥ Cendrios...
£ Restrigio 1 10 12 Eormulanos R
G rtilh lanilha...
a2 Restrigio 2 2 1 B ompartilhar planilha
: =Yy Proteger planilha...
Funcdo Objetivo E 2 D) Proteger estrutura da planilha...
7
2 ~  Autcentrada
X
- & Macros »
| Varidveis v Filtros XML...
10 R1 Gerenciador de extensées... Cirl+Alt+E
Personalizar...
1l P =
RestrigSes R2 {5h  Opgbes... Alt+F12
1= Fung¢3o Objetivo (FO) o I

Fonte: Préprio autor

Figura 23 — Passo 3

Solbver s
Célula objetivo =
Ctimizar para @ Maximo
(& Minirmo
O Valor de E’I‘*
Células waridveis =
Conjunto de restrigies
Referéncia de célula Operadar Valor
= = =
=t =t
= =
E’T\ E’T\ b
Opcdes. Ajuda Fechar

Fonte: Préprio autor

Na caixa Célula Objetivo, coloca-se a célula C12, seleciona-se Max ou Min de
acordo com o problema a ser resolvido. Para adicionar as Células Variaveis (variaveis de

decisdo), inserem-se as células D8 e D9.

No Conjunto de Restri¢oes, deve-se selecionar a célula referente a primeira restri-
¢ao, na caixa ao lado, seleciona-se a condi¢ao de decisdao e na caixa ao lado seleciona-se

a célula referente ao resultado da primeira restricdo. Deve-se repetir este processo para
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cada restricao do problema, nao esquecendo das restricoes de nao negatividade de cada

variavel de decisao. Conforme Figura [24]

Figura 24 — Passo 3 - Método Solver

Solver >
Célula objetivo 5C812 =
Otimizar para @ Maximo
) Minime
O Valor de =
Células waridwveis SDS2:5D59 Eq'x
Conjunto de restrigées
Referéncia de célula Operador Valor
sDs510 = SES4 = E7~ 1
50511 =1 SESS = Hic
5D58:5D59 = V] = H
E"T‘ E’T\ b

Fonte: Préprio autor

Seleciona-se a caixa que diz “Opcgoes”, seleciona-se o método Solver Linear do
LibreOffice e se marca em configuracoes a opg¢do assumir variaveis como nao negativas e

depois o botao OK. O Solver responde com uma nova janela, conforme Figura

Figura 25 — Passo 3 - Método Solver

Opgoes = |

Algoritmo do solver: |So|ver linear do LibreOffice o | :I |

Configuragdes:

Assumir varidveis como inteiros
B Assumir varidveis como ndo negativas
[ 1 Lirnitar a profundidade do branch-and-bound
L Limite de tempeo de resclugdo (segundes): 100 :I |
Mivel Epsilon (0-3): 0

Editar...

Fonte: Préprio autor

Selecionando Resolver, o solver fornece o resultado e uma nova janela perguntando

se se quer manter o resultado ou restaurar o anterior, conforme Figura [26]
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Figura 26 — Resposta Método Solver

Célula cbjetivo SC812 =
Ctimizar para ® Méximo
() Binima
Resultado do sobver P
=t
A resolugdo terminou com sucesso. E
Células waridwveis =
Resultado: 17,1428571428571 [
Conjunto de restr
Eeferéncia de cf Deseja manter o resultado ou restaurar os
wvalores anteriores? L
SDS10 = E |~
5D511 Eestaurar anterior q q
5D52:5D59 [T=TT== =T o = 5]
=S = o =1 -
Opgdes... Ajuda Fechar Resohser

Fonte: Préprio autor

Ap06s selecionar, “Manter o resultado”, obtém-se o resultado final, conforme Figura

Figura 27 — Resposta Método Solver

A | B | C | D | E
1
z METODO SIMPLEX
: X y Condigdo Resultado
i Restrigio 1 10 12 < 60
3 | Restrigio?2 2 1 < 6
J Fungdo Objetivo 5 3 Max
7
d X 0,85714285714286
] Variaveis Vi 4,28571428571429
I R1 60
i Restrigdes R2 6
iz Funcio Objetivo [FO) 17,1428571428571

Fonte: Préprio autor

Portanto, a solucao ideal é Z = 17,14 para x1 = 0,85 e x5 = 4, 28.

Note que o Problema (3.3) foi solucionado pelo Método Grafico, pelo Método
Simplex e pela ferramenta Solver, obtendo-se o mesmo resultado em ambos os métodos,

conforme esperado.

No préximo capitulo, apresenta-se o problema da dieta juntamente com seus re-

sultados e discussoes.
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4 QO Problema da dieta: resultados numéricos

Neste capitulo, solucionam-se trés problemas envolvendo 13 variaveis, pelo método
Simplex, uma vez que para este nimero de varidaveis o método grafico nao é vidvel conforme

Capitulo [3|

De acordo com (CRILLY], 2017), o problema classico da dieta é organizar uma
nutricao saudavel e pagar o menor preco por ela. Foi o protétipo para problemas de
programacao linear, ramo desenvolvido nos anos 1940 e que ¢ agora usado em uma ampla

gama de aplicacoes.

Tem-se, como objetivo, adaptar o problema da dieta, para uma situacao real,
conforme plano e grupos alimentares elaborados por uma nutricionista, de acordo com a

idade, peso e quantidade de calorias que podem ser ingeridas no dia-a-dia de uma pessoa.

Para a modelagem do problema serdo utilizadas as tabelas das Figuras [28] [29]
30, onde p representa porcao. Para calcular a quantidade de calorias consumidas em
cada refeigao, serd utilizado o aplicativo Samsung Health. Segundo (SAMSUNG, 2015)),
este aplicativo Samsung Health controla sua atividade, alimentagao, dados de estresse,
frequéncia cardiaca e sono, além de fornecer informagoes ao usuéario. Este aplicativo

encontra-se disponivel nos celulares da marca Samsung.

Para os Sistemas Operacionais Android e iOS encontram-se disponiveis os aplicati-
vos NutraBem e Water your body, este controla a quantidade de 4gua consumida durante
o dia. J& para os celulares da marca Apple, encontra-se disponivel o aplicativo Socorro,
tendo como lema “Esperamos que vocé nunca necessite deste aplicativo, mas caso precise,
ele podera salvar sua vida”. O aplicativo brasileiro Socorro foi desenvolvido para situagoes

de emergéncia. A seguir descreve-se a situagao problema norteadora deste trabalho.
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Figura 28 — Plano Alimentar

Refeigdo Hordrio Grupo Alimento
Desjejum 2P 08:00
Cafe | xicara
(C/adogante-STEVIA ou TAUMATINA)
Cereqiz ou Raizes & Tubérculos Pdo imtegral 2 faties IF
Leite ¢ derivados ou Bebidas de Soja Queijo Cottoge | colher de sopa P
Frutas Mamio 1 faotia P

Lanche 1P 10:00

Oleaginosas Castonha do Pard 4 unidades
Almogo 3P
Vegetais A Folhasos escures @ vortade -
Vegetais B Cenoura ralada 2colheres de sopa P
Legumingsas Feijdo 3 colheres de sopa P
Ceregis ou Raizes e Tubérculos  Arroz integral 2 colheres de sopa IP
Proteinas (Carnes PVT & Ovas) Franga grelhada 1 bife Ip
Frutas Limonada 1 copa -
(C/odogante-STEVIA ou TAUMATINA)

Lanche 1P 15:00

Frutas Mard | nidade IF
- Cafe 1 xicara -
(C/adogante-STEVIA ou TAUMATINA)
Crepioca Vegetais A Cebola & pimentds picodos d gosto
Cereqiz ou Raizes & Tubérculos Fecula de Mandioca 3 colheres de sopa IF
Proteinas {Carnes PVT e Ovos) Ovo 1 unidade IF
Proteinas {Carnes PVT e Ovos) Atum ralade 1 colher de sopa P
Leite & derivados ou Bebidas de Sojo Queijo Cottoge 1 colher de so P

Frutas Banana | unidade 1P

Cein 1P 22:30

Leite & derivados ou Bebidas de Sojo Togurte [ pote Ip
TOTAL 12 Porgdes

Fonte: Préprio autor
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Abacate 3 tnidade pequena
Abacaxi 2 rodelos pequenas
Ameixa 3 unidades pequenas
Ameixn Seca 5 unidades (25qrs)
Amora 24 unidodes pequenas
Banana Caturra 1 unidade média
Banana Pssa 1 unidade (25qrs)
Banana Prata 1 unidade grande
Bergamota 2 unidades pequenas
Péra 2 unidades médias
Salodode Frufa 1.copo pequeno (150grs)
Geléio Diet 4 colheres de sopa

Cico widade pequena LeifedeCdco  1copo
VEGETAILS A (livre)

Figura 29 — Grupo Alimentar 1
FRUTAS - 1 PORCAO

Coui 1 unidade pequena Liméio (suca) 5 unidodes
Carambola 4 unidodes pequenas Macd Luni. média
Damasco Seco 5 unidodes (35grs) Mamdo 2 fatias peg.
Figo 2 unidades médias Manga 1 uni pequeng
Goioba 3 unidodes pequenas Maracujd 2 uni. grande
Kiwi 2 unidodes pequenas Melancia 1 fatia goe
Laranja 2 unidades médias Meldo 1 fatia gde
Laranja (suca) 2 unidndes médios Mirtillo 2 xic(200qrs)
Liria 3 unidodes médias Maorango 23 uni. pegs
Péssego 2 unidodes médias Pitanga 40 uni. Peg.
U 1cacho medio Tiimara 4 unidades
Uva Passa 2¢.50p0 Goji Berry 2eolheres de sopa(40qrs)

Cogumelo Cowve flor Agrido Aspargo Espinafre Cebola Rabanzte

Berinjeha Almeirdo Palmito Alface Repalho Aipo Brotos

Mastarda Ricula Tomate Acelga Brdcolis Nabo Peging

hlabo 5alsa Aina Couve Pimentto Chicdria Tomate seco & uni. (100kzal)
VEGETALS B - 1PORCAO LEGUMINOSAS - 1PORCAQ

Abdbara b ¢.50pa Ervilha 4csopa
Abobrinha 5 ¢.50pa Feijo 5cs0p
Alcachafra 1 unidade Grdo de Bico 2cs0p
Vagem b ¢.50pa Lentilha 4c.s0pa
Beterrabn b. s0p0 S0ja 2 C.50p0
Cenourn 4esopa

Chuchu b ¢.50p0

RALZES E TUBERCULOS - 1 PORGAQ SEMENTES E OLEAGINOSAS - 1 PORCAQ

Alipim 1 ped. Medio Améndoas 15 uni(15rs) Gergelim 2 ool sopa
Batata Doce 4¢.s0pa Amendaim 20 uni Nozes 3 uni (15grs)
Bafata Inglesa 1uni. Meédia Costonha Coju 7 uni (15grs) Pistache 1 ¢. sopa(15grs)
Mandioca 2¢.50p0 CostonhaPard 4uni (15grs) Semente de girassal 1 c.sopa(15grs)
Farinha de mandioca 1c.sopa Pasta de Amendoim 1 colher de sopa

Puré de batafa 3¢.50pa Leite de Améndoas 1 copo grande

Fécula de Mandioca (Topioca) 3 ¢. sopa

Mandioqueijo 3¢.50pa

Fonte: Préprio autor
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Figura 30 — Grupo Alimentar 2
LETTE E DERIVADQS OU BEBIDAS DE S0JA -1 PORI_;';*:O

Leite em pd desnatods 3 colheres de sopa Toqurte Ipote
Leite desnatodo 1 copo grande 300 ml Kefir  pote
Leite semidesnatado 1 copo médio 200 ml Queijo lanche 2 fatias (40qrs)
Leite integral 1 copo peg. 150ml Queljo mussarela 2 fatias (40grs)
Babida de soja 1 capo grande 300 ml Queljo fofu & fatias ( 150grs)
Leite de sojo 1 capo gronde 300m| Requeijio light 2 colheres de sapa (0grs)
Ricota 7%gordura 2 pedagos médios 5anBI05 le e fatia (40grs)
Pasta de Ricota 2 calheres sope
PROTEINAS (CARNES, PVT E OVOS) - 1 PORCAO
Ovo Lunidade infeira Rés 1bife pequens Comarfo cozido 1 c.servir
2 claras 2 c.de quisado 30grs Kari Koma 5 sticks
Ove de Codorma & unidades L almandega peq 30grs Coraglo frange 10 wimédia
Proteing de sojo 3cspa 3 pedacos pequenos Blonquet 3 fatias
Frango 1sobrecoxa ou coxa grande Peixe 1filé médio 100grs Chester 2 fafias
1bife de frango pequenn 60 grs Salmda 1filé peg. 60grs Presunto 2fatias
6 colheres de sopa desfioda Sardinha 2 unidodes Afum 2 ¢s. de sopo
Parco 1 bife médio
CEREALS - 1 PORCAO
Amido de milha 2cs0pa Cookies 3 unidades (30grs) Milho Verde 1 espign
Arroz cozido 2c.s0pa Rapp 10 1 unidade Pdo froncés 4 unidade
Aveia 2. 50pa Farinha Banang verde 2 c50p0 Pdo sanduiche le § unidade
Barra de cereql Luni, Piio 12 grdos 4 fatia Pdo sand light 3 fatias
Farinha milha Lesopa Piio preto 2 futios Pipaca light 2 xicpeq.
Farirha trigo le.sopo Piio caseirg 1 fatia 35qrs Quinua cozida desop
Farofa Leservir Torrada Bouduco 3 unidades Quinua flocos desop
Flacos milha $ xicara Piio de queijo L i peq Biscoito de pobilh 30 grs
Balacha Gergelim 4 Germe de trigo 3cs0pa Milho verds Sesop
Bolacha infegral 4 Granla 2 c.s0p0 Chia em grdo 2¢.50pa
Levedo Cervejo desopn Pizza de frigideira 1 unidode Macarrfio 1 pegador cheio
Linhaga 2 c.50p0 Biscoito de arroz integral 3 unidades gds
SUPLEMENTACAQ - 1PORCAQ  (Consumir conforme orientagdo) GORDURAS EXTRAS- 1 PORCAQ
NAQ SUBSTITUIR
Malfodextring ~ 3csopa (30grs) WaxyMaize 3 c.supa (30grs) Azeite 1 colher de sopa
Alburinaempd 2 c.sopa (25grs) Sustagem ou Susfare 2 ¢.sopa (30grs) Margarina light 3 colheres de sopa
Ensure 3 medidas (23 grs) Barraproteing  1unidade Margaring comum 2 colheres de sopa
WheyPratein 12 % ¢.sopa (30grs) Coldgeno Hidralisada 5 ¢.sapa (25grs) Manteign 1 colher de sapa
Dextrose Jcaopn (30grs) Hipercaldrico 1 medida (33ars) Qlen de Cico 1 colher de sopa

Fonte: Préprio autor
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Maria fez uma visita a sua nutricionista, pois estava preocupada com sua satde,
ela tem 1,60m de altura e 90kg. Sua nutricionista recomendou que ela fizesse uma dieta

de forma a obter os nutrientes necessarios para o dia-a-dia de uma pessoa.

O plano alimentar que sua nutricionista lhe passou, encontra-se na Figura
Ela recomenda que Maria consuma diariamente no minimo 1870 kcal de energia, 46g de
proteina, 1g de célcio, 1,5g de sodio, 0,018g de ferro e 0,775g de vitaminas. O plano
alimentar foi elaborado com base nos grupos alimentares e nas porgoes didrias necessarias
que Maria deve consumir, conforme as Figuras 29] [30]

O valor nutritivo (em gramas) e o pre¢o em Reais (por porgao) de cada alimento

que ela esta considerando comprar é dado na Figura |31}

Figura 31 — Valor Nutricional e Preco

Pio Queijo Salada Az Frango Atum
Integral (ottage | Mamio Nozes Crua Fefjgo | Integral | Grelhado | Mad Tapioca vo Ralado

logurte

Energia (kcal) 136 85 45 100 5 132 5 165 1l 68 17 17 9
Proteina (g) ] 172 08 23 L3 B8 0.5 i 03 0 b2 3 39
Calcio (g) 0,06 0,03 0,02 0 0,02 0.03 1] 0,02 0,01 0 0,03 0 0,14
Sadio (g) 0,276 0,013 0,005 0 0,08 0,001 1] 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053

Ferro (g) 01 0,01 0,01 0 0,03 0,12 1] 0,06 0,01 0,02 0,03 0 0
Vitaminas (g) 0 001 0,77 0 093 0 ] ] 012 0 0,06 0 00
Tamanho da Porgdo| ~ 5g 100g 100z 15¢ 100g 100g g 100g 1408 g Sg g 100z
Preca (pdr porcdo) | 0,93 524 13 305 0.3 0,63 0,09 0,89 193 021 0,99 0,61 1,69

Fonte: Préprio autor

Maria primeiramente farda uma dieta visando minimizar o custo, com uma quan-
tidade minima de energia e nutrientes (proteina, célcio, sédio, ferro e vitaminas), sem

restricao de quantidades minimas para cada alimento.

A dieta deve ser feita a partir dos itens listados na Figura [31] Para z;, i =
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, representando, respectivamente, os itens: pao integral,
queijo cottage, mamao, nozes, salada crua, feijao, arroz integral, frango grelhado, maca,
tapioca, ovo, atum ralado e iogurte, define-se as variaveis de decisao:

x;: € a quantidade de porgoes adquirida do alimento 7 para ser usada na dieta;

Funcao Objetivo: Min C'=0,93x,+5,24x9+1,2923+3,0524+0, 52540, 6326+
0,0927 + 0,89xg + 1,9529 4+ 0, 21219 + 0,99211 + 0,61x15 + 1,69213;

Restricao Energia: 136x1 4+ 85x + 4523+ 10024 + 2525 + 13226 + 2527 + 16525 +
72%9 + 6833'10 + 77.1'11 + 171’12 + 99%13 Z 1870,
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Restricao Proteina: 4,6x, + 17,215+ 0,8x3 + 2,324 + 1,525 + 8,826 + 0, b7 +
3].ZE8 + O, 3[E9 + OZElO + 6, 21‘11 + 3x12 + 3, 91’13 Z 467

Restricao Calcio: 0,06x; + 0,035 + 0,02x3 + 0z4 + 0,0225 4+ 0,032 + 0x7 +
0,02z + 0,019 4+ 0219 + 0, 03211 + Ox12 + 0, 14213 > 1;

Restricao Sédio: 0,276x1+0,013z5+ 0, 0055234 0x4 + 0, 0825+ 0, 0012 + 07 +
0,074xg + 0,001zg + 0,037x19 + 0, 139217 + 0,069215 + 0,053x13 > 1, 5;

Restricao Ferro: 0, 1x,+0,0125,+0,01x34+0x4+0, 032540, 122+ 0x7+0, 0625+
0,01x9 + 0,021 + 0,03z11 + Oz19 + Oxz13 > 0,018;

Restricao Vitaminas: 0z, +0,01zy+0, 7723+ 024 + 0, 9325 + 0z + Ox7 4+ Oxg +
0,1229 + 019 + 0,06x17 + Ox12 + 0,02213 > 0, 775;

Restricao de Nao-negatividade: 1, xs, x3, x4, x5, g, T7, T3, Tg, T10, T11, L12, T13 >

Note que as variaveis sao as quantidades de alimentos, os quais nao podem assumir

valores negativos.

Problema 5: Maria deseja fazer uma dieta de menor custo possivel com uma
quantidade minima de nutrientes. Quanto de cada alimento Maria deve consumir? E

quanto Maria ira gastar?

O modelo que representa este PPL ¢ dado por:

MinC = 0,93z + 5, 2429 + 1,2923 + 3, 0524 + 0,525 + 0, 6326 + 0,0927 + 0, 892
+1,9529 4+ 0,21219 + 0,99211 + 0,61215 + 1,69213

s.a.

13621 + 8519 + 4523 + 10024 + 2525 + 13226 + 2527 4+ 16dxs + 7229 + 68110 + 77211

+ 17219 + 99213 > 1870

4,6z + 17,229 +0,8x3 + 2,314 + 1,525 4+ 8,816 + 0, 527 + 31xg + 0, 3x9 + 010 + 6, 2714
+ 3212 + 3,923 > 46

0,061 + 0,03z9 + 0,02235 + Ox4 + 0,0225 + 0,03x6 + 0x7 4 0, 0228 + 0, 0129 + 0219
+0,03x11 + 0z15 + 0, 14213 > 1

0,276z1 + 0,013x5 4 0,0055x3 + Ox4 + 0, 0825 + 0, 001z¢ + 0x7 4+ 0,074z5 + 0, 00129
+0,037219 + 0, 139211 4+ 0,069212 + 0,053213 > 1,5

0,1z7 +0,01zy + 0,0123 4+ O0x4 4+ 0,03x5 + 0, 1226 + Oz7 + 0,0628 4+ 0, 0129 + 0, 02219
+0,03z11 4+ 0x12 + Oz13 > 0,018

O0xq +0,01zo + 00,7723 4+ 04 + 0, 9325 + 0x¢ + 027 4+ Oxg 4+ 0, 12229 + Ox19 4+ 0, 062217 + 0212
+0,02x13 > 0,775

T1, T2, X3, T4, Ts5, Tg, L7, Tg, Tg, T10, L11, T12, 13 = 0.

(4.1)

Na Figura [32 pode-se observar a resolugao do PPL pelo Método Simplex via fer-
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ramenta Solver.

Figura 32 — Problema 5 via Solver

RESTRIQOES

Enerzia Proteina Calcio Sadio Ferro Vitaminas

1870 |64,73185235 1 |3.560528227]1,2573894198 0,775

FUNCAQ OBJETIVO

14,8147282581876

Fonte: Préprio autor

O Solver calcula e retorna com o resultado que o recomendado é consumir 12, 33
porcao de pao integral, 0,79 porcao de salada crua e 1,74 porcao de iogurte, isto é,
641, 16g de pao integral, 79g de salada crua e 174g de iogurte, com um custo de R$14, 81.

Esta solucao é aceitavel?

A solugao obtida pelo Solver é aceitavel matematicamente, mas nutricionalmente
nao, visto que Maria ird ingerir 12 vezes mais a quantidade méxima de pao, o que fard
com que ela engorde ao invés de emagrecer. Logo, o problema sugere a inser¢ao de novas

restrigoes com o objetivo de equilibrar a dieta.

De acordo com as recomendacoes nutricionais, dadas na Figura a quantidade

de porgoes diarias é:
Frutas: No maximo 1 por¢ao = x3+ 29 < 1
Leite e Derivados: No maximo 1 porcao = x9 + x13 < 1
Proteinas (Carne, PVT, Ovo): No méximo 1 por¢ao = xg + x13 + 713 < 1
Cereais: No maximo 1 porcao = x1, 27 < 1

Leguminosas; Sementes e Oleaginosas; Raizes e Tubérculos: No maximo 1 porgao

= T4,%Te6, T10 S 1

Vegetais: Livre = x5 > 0

Problema 5.1: Para que Maria consiga uma dieta com menor custo possivel e uma

quantidade minima de nutrientes, deve-se restringir as variaveis a quantidade maxima de

METODO SIMPLEX
x1 X2 x3 x4 X5 X6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 Condicdo Resultado
Energia (kcal) 136 85 45 100 25 132 25 165 72 b8 7 17 99 = 1870
Proteina (g) 46 17,2 038 2.3 15 88 05 31 03 0 6.2 3 3.9 > 36
Célcio (g) 0,06 0,03 0,02 0 0,02 0,03 0 0,02 0,01 o 0,03 o 0.14 2 1
Sédio (g) 0,276 0,013 0,005 0 0,08 0,001 0 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 = 15
Ferro (g) 0,1 0,01 0,01 0 0,03 0,12 0 0,06 0,01 0,02 0,03 o 0 = 0,018
Vitaminas (g) 0 0,01 0,77 0 0,93 o 0 o 0,12 o 0,06 o 0,02 = 0,775
Funciio Objetive 0,93 5,24 129 3,05 0.5 0,63 0,09 0,89 195 0,21 0,99 0,61 169 Min
VARIAVEIS
x1 *x2 ¥3 x4 X5 X6 X7 X8 X3 pali) x11 x12 x13
12.335137269 0 0 0 0,7958564308 0 0 0 0 0 0 0 1.742675966]
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porcoes diaria e utilizar as restrigoes dos nutrientes calcio, sédio e ferro como menor igual,

obtendo-se um novo PPL.

MinC = 0,93z; + 5, 2429 + 1,2923 + 3,0524 + 0, 525 + 0, 6326 + 0, 0927 + 0, 892
+1,9529 + 0, 21219 4+ 0,9921; 4+ 0,61219 + 1,69213
s.a.
13621 + 85x9 + 4523 + 100z4 + 2525 + 13226 + 2527 + 16528 + 7229 + 68210 + 77211
4+ 17212 + 99213 > 1870
4,621 + 17,229 + 0,823 + 2,324 + 1,525 + 8,826 + 0,527 + 31xg + 0, 329 + 010 + 6, 22214
+3x12 + 3,923 > 46
0,06x1 + 0,03x5 4+ 0, 0223 + 0z4 + 0,02z5 + 0,03z¢ + 0x7 + 0,0225 + 0, 0129 + 0219
4+0,03211 + 0210 + 0, 1423 < 1
0,276x1 + 0,013z9 + 0,005523 + Oxy + 0,08x5 + 0,001z¢ + Ox7 + 0,07425 4+ 0, 00129
+0,037z19 + 0,13921; + 0,069212 + 0,053z13 < 1,5
0,1z; +0,01ze + 0,01z3 + Ox4 40,0325 + 0, 1226 + Oz + 0, 0625 + 0, 0129 4+ 0, 02219
4 0,03x11 + 0z19 + 0213 < 0,018
Oxq + 0,01z + 0, 7723 + Ox4 + 00,9325 + 0xg + 027 4+ Oxg + 0, 1229 + Ox19 4+ 0, 06217 + 0212
+0,02213 > 0,775
r3+ w9 <1
To+ 113 <1
rg + 211 + 213 < 1
z1, 27 < 1
Ty, T, T10 < 1
x5 > 0.
(4.2)

Aplicando este novo PPL no Solver, obtém-se a Figura
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Figura 33 — Problema 5.1 via Solver

Fonte: Préprio autor

Para este novo PPL, o recomendado é consumir: 0,98 por¢cao de mamao, 16,58
porcao de nozes, 1 porcao de arroz integral, 0,40 porcao de tapioca, 0,88 por¢ao de atum
e 1 porgao de iogurte. Ou seja, 98g de mamao, 248, 7g de nozes, 20g de arroz integral, 8g
de tapioca, 17,6g de atum e 100g de iogurte, com um custo de R$54, 26.

Ao adicionar novas restri¢oes, Maria obtera um equilibrio alimentar, com mais va-
riedade de alimentos, com um custo diario aceitavel e respeitando as quantidades minimas

de nutrientes.

Problema 6: Nesse problema, pretende-se investigar a quantidade de cada ali-

mento que Maria vai consumir e quanto de calorias vai ingerir.
Para este problema, define-se:

Funcao Objetivo: Min Kcal = 136x; 4+ 8525 + 4523 + 10024 + 2525 + 13224 +
25.7)7 + 1651’8 + 72.739 + 68$10 + 771’11 + 17I12 + 991‘13;

Restricao Proteina: 4,6x, + 17,2x5 + 0,8x3 + 2,324 + 1,525 + 8,826 + 0, 5z7 +
31«7;8 + O, 3I9 + 0.7510 + 6, 21’11 + 3x12 + 3, 9I13 Z 46,

Restricao Calcio: 0,06x; + 0,032z + 0,02x3 + 0z4 + 0,0225 + 0,032 + 0x7 +
0, 021’8 + O, 011’9 + 01’10 + 0, 031’11 + 0I12 + O, 141’13 Z 1;

Restricao Sédio: 0,276z +0,013z5+ 0, 0055234 0x4 + 0, 0825+ 0, 0012 + Ox7 +
0, 0741’8 + 0, 0011’9 + 0, 037I10 + 0, 1391‘11 + 0, 0692712 + O, 053?[)13 Z 1, 5;

Restricao Ferro: 0, 1x1+0,0125,+0,01x34+0x4+0, 032540, 122+ 0x7+0, 0625+
0, leg + O, 02]310 + 0, 03.7711 + 01’12 + 0.1‘13 Z O, 018,

Restricao Vitaminas: 0z +0,01lxy+0, 7723+ 024+ 0, 9325 + 026 + Oz7 4+ Ox8 +

METODO SIMPLEX
x1 x2 x3 x4 X5 x6 x7 X8 x9 x10 x11 x12 x13 Condigio Resultado
Energia (kcal) 136 B85 45 100 25 132 25 165 72 68 r 17 99 = 1870
Proteina (g) 4,6 17,2 0.8 2.3 15 88 0.5 31 03 0 6.2 3 3.9 > 46
Calcio (g) 0,06 0.03 0,02 0 0,02 0,03 o 0,02 0,01 o 0.03 0 0,14 < 1
Sédio (g) 0,276 0,013 0,005 o 0,08 0,001 0 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 < 15
Ferro (g) 0,1 0,01 0,01 o 0,03 0,12 0 0,06 0,01 0,02 0,03 0 0 < 0,018
Vitaminas (g) 0 0,01 0,77 o 0,93 0 0 o 0,12 0 0.06 0 0,02 = 0,775
Funcdo Objetivo 0,93 5,24 1,29 3,05 0.5 0,63 0,09 0,89 1,95 0,21 0,99 0.61 1,69 Min
VARIAVEIS
x1 x2 x3 x4 X5 x6 x7 X8 x3 x10 x11 x12 x13
0 1] 0,980519481 | 16.58941327 0 0 1 1] 0 0,4097402597| 1] 0.8866446317| 1
RESTRICOES
. o L . . Lejte e ~ Proteinas (Carne)|
Energia Proteina Cakio Sodio Ferro Vitaminas Frutas Derivadas Cereais PVT, Ovos)
1870 46 0.1596103896)0,1342414666| 0,018 0.775 _ |0.980519481 1 1 0.886644631719)
EUNCAD DBJETIVO
54,2604792825036
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0, 1229 + 01’10 + 0, 062711 + 033‘12 + O, 021’13 2 0, 775,

Restricao de Nao-negatividade: xy, x5, x3, 14, 5, g, T7, Ts, Tg, T10, 11, L12, T13 =

Note que as variaveis sao as quantidades de alimentos, os quais nao podem assumir

valores negativos.

Logo, o modelo que representa este PPL ¢ dado por:

Min Kcal = 136x1 + 85x9 + 4523 + 10024 + 2525 + 13226 + 2527 + 16525 + 7229

4+ 6819 + 77211 + 17212 + 99213S.0a.

4,6x1 + 17,229 + 0,8z3 + 2,324 + 1,525 + 8,8x¢ 4+ 0, dx7 4+ 31ag + 0, 3x9 + 0219 + 6, 2211
+ 3212 + 3,9x13 > 46

0,061 + 0,03z9 + 0,02235 + Oxy + 0,0225 + 0,03x¢ + 0x7 4+ 0, 0228 + 0, 0129 + 0219
4+0,03x11 + 0z10 + 0, 14213 > 1

0,276x1 + 0,013z9 + 0,005523 + Oxy + 0,08x5 + 0,001z¢ + Ox7 + 0,0742g 4+ 0, 00129
+0,037z19 + 0,13921; + 0,069212 + 0,053z13 > 1,5

0,1z; +0,01ze + 0,01z3 + Ox4 40,0325 + 0, 1226 + Oz7 + 0, 0625 + 0, 0129 4 0, 02219
+0,03x11 + 0z19 + O0z13 > 0,018

Oxq +0,01zo + 0, 7723 + 04 + 0, 9325 + 0xg + 027 4+ Oxg + 0, 1229 + 0219 + 0, 06217 + 0212
+0,02213 > 0,775

L1,22,T3,T4,Ts5, L6, L7, X8, L9, L10, L11, L12, L13 2 0.

(4.3)
Aplicando este PPL no Solver, obtém-se a Figura [34]
Figura 34 — Problema 6 via Solver
METODO SIMPLEX
| xl | x2 | %3 ‘ x4 | x5 ‘ 6 | x7 ‘ x8 | %9 ‘ x10 | xll | x12 | x13 Condigdo Resultado
Energia (kcal) 1870
Proteina (g) 46 17.2 0,8 23 15 838 05 31 03 [ 6,2 3 39 > 36

Calcio (g) 0,06 0,03 0,02 0 0,02 0,03 [ 0,02 0,01 [ 0,03 0 0,14 = 1

Sodio (g) 0.276 0,013 0,005 0 0,08 0,001 o 0,074 0,001 0,037 0,139 0,063 0,053 = 15

Ferro (g) 01 0,01 0,01 o 0,03 0,12 o 0,06 0,01 0,02 0,03 0 0 = 0,018
Vitaminas (g) o 0,01 0,77 o 0,93 o o o 0.12 o 0,06 o 0,02 = 0.775
Fungdo Objetive 136 85 45 100 25 132 25 165 72 68 77 17 99 Min

VARIAVEIS
x1 x2 x3 x4 X5 xB x7 xB x3 x10 x11 x12 x13
1] 0 0 0 13876689189 0 1] 0 1] 1] 0 1.6863738739(5,160472973
RESTRICOES
. o i - Leite & } Proteinas (Carne)
Energia Proteina Calkio Sodio Ferro Vitaminas Frutas Derivados Cereais PVT, Ovos)
IB-DG,‘TZ‘[IBI 46 1 15 0,416300676|13,00853041 0 5,160472973 1] 1,686373873874]
EUNCAD OBJETIVO
B86,47240990991

Fonte: Préprio autor
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De acordo com o Solver, Maria deve consumir: 13,87 porc¢ao de salada crua, 1,68
por¢ao de atum ralado e 5,16 porcao de iogurte, isto é, 1378g de salada crua, 33, 6g
de atum ralado e 516g de iogurte, ingerindo assim, 886,47 kcal didrias. Esta solucao é

aceitavel?

A solugdo obtida nao é aceitavel nutricionalmente, pois Maria ira ingerir 5, 16
vezes mais a quantidade maxima de iogurte, fazendo com que ela consuma mais calorias
diarias ao invés de reduzir. Para equilibrar esta dieta, deve-se inserir novas restri¢oes ao

problema.

Problema 6.1: Para que Maria consiga uma dieta com menor gasto calérico pos-

sivel, deve-se restringir as variaveis a quantidade méxima de por¢oes diaria e utilizar
as restri¢oes dos nutrientes calcio e sédio como menor igual e ferro como maior igual,

obtendo-se um novo PPL.

Min Kcal = 136x1 + 8529 + 45x3 + 10024 + 2525 + 13226 + 2527 + 16528 + 7219
+ 681’10 + 775(311 + 171’12 + 9917138.@.

4, 6%1 + 17, 2%2 + 0, 8$3 + 2, 3&34 + 1, 5]75 + 8, 81’6 + O, 53?7 + 31$8 + 0, 3$9 + Oxlo + 6, 2%11

+ 3212 + 3,925 > 46

0,06x1 4+ 0,03x5 + 0, 0223 + 024 + 0,02z5 + 0, 0326 + 0x7 + 0,02x5 + 0, 0129 + 0219
+0,03211 + 0212 + 0, 14215 < 1

0,276x1 + 0,013z9 + 0,005523 + Oxy + 0,08x5 + 0,001z¢ + Ox7 + 0,07425 4+ 0, 00129
+0,037z19 + 0,13921; + 0,069212 + 0,053z13 < 1,5

0,121 + 0,012 4+ 0,01z3 4+ 0z4 + 0, 03z5 + 0, 1224 + Ox7 + 0,0625 + 0,01x9 4 0, 02219
4+ 0,03211 + 0z19 + 0z13 > 0,018

0z + 0,01z 4+ 0, 7723 + 0x4 + 0,9325 + 0xg + Ox7 + Oxg + 0, 1229 4 0219 + 0, 06211 + 0212

+0,02z13 > 0,775
T3+ a9 <1
Ty + 13 < 1

rg +x11 + 213 < 1
ry,x7 <1

Ty, e, T10 < 1

x5 > 0.

Aplicando este novo PPL no Solver, obtém-se a Figura

(4.4)
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Figura 35 — Problema 6.1 via Solver

METODO SIMPLEX

Fonte: Préprio autor

De acordo com o Solver, Maria deve consumir: 1 porcao de queijo cottage, 0,82
porcao de salada crua e 0,88 porcao de frango grelhado. Ou seja, 100g de queijo cottage,
82¢g de salada crua e 88g de frango grelhado, ingerindo assim, 252, 28 kcal diarias.

Ao adicionar novas restri¢goes, Maria obtera consumo caldrico menor, com maior

consumo de proteinas e ferro, respeitando a quantidade minima de nutrientes.

Problema 7: Maria esta com problemas renais e deseja uma dieta de baixa in-
gestao de sédio. Pretende-se investigar a quantidade de cada alimento que Maria vai

consumir e quanto de sédio vai ingerir.

Para este problema, define-se:

Funcgao Objetivo: Min Sédio = 0,276x; +0,013x2 + 0, 005523 4+ 0x4 + 0, 08x5 +
0,001zg + Oz7 + 0,074xg + 0,001z9 + 0, 037219 + 0, 139211 + 0,069212 + 0, 053213;

Restricao Energia: 136z, + 8b5x5 +4bx3+ 10024 + 2515 4 13224 + 2527 + 16528 +
72ZE9 + 68?[710 + 771’11 + 17ZE12 + 99ZE13 Z 1870,

Restricao Proteina: 4,6x, + 17,225+ 0,8x3 + 2,324 + 1,525 + 8,82 + 0, b7 +
3].ZE8 + O, 3ZE9 + OZElO + 6, 21‘11 + 3x12 + 3, 91’13 Z 467

Restricao Calcio: 0,06x; + 0,035 + 0,02x3 + 0z4 + 0,0225 4+ 0,032 + 0x7 +
0,02zg + 0,019 4+ 0219 + 0, 03211 4+ Ox12 + 0, 14213 > 1;

Restricao Ferro: 0, 1x,+0,0125,+0,01x34+0x4+0, 032540, 122+ 0x7+0, 0625+
0,01x9 + 0,02219 4+ 0,03z11 + O0z19 + Ox13 < 0,018;

Restricao Vitaminas: 0z, +0,01xy+0, 7723+ 024+ 0, 9325 + 026 + Ox7 4+ Ox8 +
0,1229 + 019 + 0,06x17 + Ox12 + 0,02213 > 0, 775;

xl X2 ¥3 x4 X5 X6 x7 %8 %9 fali] xll x12 x13 Condigio Resultado
Energia (kcal) 136 85 45 100 25 132 25 165 72 68 7 17 99 1870
Proteina (g) 4.6 17.2 0,8 23 15 88 05 31 03 [ 6,2 3 39 > 46
Célcio (g) 0,06 0,03 0,02 o 0,02 0,03 o 0,02 0,01 o 0,03 1] 0,14 < 1
Sodio (g) 0,276 0,013 0,005 0 0,08 0,001 [ 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 < 15
Ferro (g) 0.1 0,01 0,01 o 0,03 0.12 o 0.06 0,01 0.02 0,03 o o =z 0,018
Vitaminas (g) o 0,01 077 o 0,93 [ o o 012 o 0,06 [ 0,02 = 0775
Fungdo Objetive 136 85 45 100 25 132 25 165 72 68 77 17 99 Min
VARIAVEIS
x1 x2 %3 x4 X5 x6 x7 xB x5 x10 x11 x12 x13
1] 1 0 0 0,8225806452 0 1] 0,889229969 1] 1] 0 0 0
RESTRICOES
. o i - Leite e } Proteinas (Carne)
Energia Proteina Cakio Sodio Ferro Vitaminas Frutas Derivados Cereais PVT, Ovos)
|252,28746098) 46 0,0642362123|0,1446094693|0,088031217| 0,775 0 1 (1] U,EWMTBSI
FUN[;AD OBJETIVO
252,287460978148
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Restricao de Nao-negatividade: 1, xs, x3, 4, x5, Tg, T7, Tg, Tg, T10, T11, L12, T13 >

Note que as variaveis sao as quantidades de alimentos, os quais nao podem assumir

valores negativos.

Logo, o modelo que representa este PPL é dado por:

Min Sodio = 0,276z + 0,013x2 + 0,005523 + Ox4 + 0,08z5 + 0,001x6 + 0x7 + 0, 07425+
0,001z9 + 0,037x19 + 0, 139211 + 0,069x15 + 0,053x13

s.a.

13621 + 859 + 4523 + 10024 + 2525 + 13224 + 2527 + 16bxs + 7229 4+ 68219 + 77211 + 17219
+99x,3 > 1870

4,6z + 17,225 + 0,8x3 + 2,314 + 1,525 + 8,816 + 0,527 + 31xg + 0, 3x9 + 0210 + 6, 2714
+ 3212 + 3,9x13 > 46

0,061 + 0,03z9 + 00,0225 + Oxy + 0,0225 + 0,032 + 0z7 4 0, 0228 + 0, 0129 + 0219
+0,03x11 + 0z19 + 0, 14213 > 1

0,1z; + 0,01ze + 0,01z3 + Ox4 + 0,03x5 + 0, 1226 + Ox7 + 0, 0625 + 0, 0129 + 0, 02219
+0,03z11 + 0212 + 0213 > 0,018

0z + 0,01ze 4+ 0, 7723 + 0x4 + 00,9325 + 0z + Ox7 + Oxg + 0, 1229 4 0219 + 0, 06211 + 0212
+0,02x13 > 0,775

Ty, Ta, T3, Ty, Ty, T, T7, T, L9, T10, T11, T12, T13 = 0.

(4.5)

Aplicando este PPL no Solver, obtém-se a Figura [36]

Figura 36 — Problema 7 via Solver

METODO SIMPLEX
x1 x2 x3 x4 X5 X6 X7 xB x9 x10 x11 x12 x13 Condigdo Resultado
Energia (kcal) 136 85 45 100 25 132 25 165 72 68 7 17 99 = 1870
Proteina (g) 4.6 17,2 0.8 23 15 88 0.5 31 03 1] 6.2 3 39 = 46
Calcio (g) 0,06 0,03 0,02 o 0,02 0,03 0 0,02 0,01 0 0,03 o 0,14 < 1
Sodie (g) 0,276 0,013 0,005 o 0,08 0,001 0 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 15
Ferro (g) 0.1 0,01 0,01 0 0,03 012 0 0,06 0,01 0,02 0,03 0 0 £ 0,018
Vitaminas (g) o 0,01 0.77 0 0,93 o o o 0,12 o 0.06 o 0,02 =z 0.775
Funcéo Objetivo 0,276 0,013 0,005 0 0,08 0,001 0 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 Min
VARIAVEIS
x1 x2 x3 x4 X5 xB x7 xB x3 x10 x11 x12 x13
0 1] 1,006493506 | 19.649915302 0 0 0 1] 0 0 1] 1] 0
RESTRICOES
| . . Lette e Proteinas (Carne,|
Energia Proteina Calkio Sodio Ferro Vitaminas Frutas Derivadas Cereais PVT, Ovos)
2010,283738 46 0,0201298701|0,0050324675 |0,010064935) 0,775 1,006493506 0 0 1]
FUNCAQ OBIETIVO
0,005032467532468

Fonte: Préprio autor

De acordo com o Solver, Maria deve consumir: 1 por¢ao de mamao e 19, 64 porcao
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de nozes, isto é, 100g de mamao e 294, 6g de nozes, ingerindo assim, 0,0050 porgoes de

sodio diarias. Esta solucao ¢ aceitavel?

A solucgado obtida é aceitavel matematicamente, mas nao é aceitavel nutricional-
mente, pois Maria ird ingerir 29,46 vezes mais a quantidade méxima de nozes, fazendo
com que ela consuma mais selénio, um mineral importante para o organismo, em especial
para o sistema imunoldgico, mas que em excesso se acumula no organismo e causa rea-
¢oes adversas como irritabilidade, dores e fraqueza muscular. Para equilibrar esta dieta,

deve-se inserir novas restrigoes ao problema.

Problema 7.1: Para que Maria consiga uma dieta com menor ingestao de sédio

possivel, deve-se restringir as variaveis a quantidade maxima de porgoes didria e utilizar
as restrigoes dos nutrientes calorias, ferro e vitaminas como maior igual, obtendo-se um
novo PPL.

O modelo que representa o novo PPL é dado por:

Min Sédio = 0,276z, + 0,013z2 + 0,005525 + 0x4 + 0,08z5 + 0,001z + 0z7 + 0, 07428+

0,001zg + 0,037219 + 0, 139211 + 0,069212 + 0, 053213

S.a.

1361’1 + 85ZL‘2 + 451‘3 -+ 1001‘4 + 251‘5 -+ 1321‘6 + 25ZE7 + 1651‘8 + 72ZE9 + 681’10 + 77]711 + 171’12

+ 99213 > 1870

4, 6331 + 17, 21’2 -+ O, 81173 -+ 2, 3$4 -+ 1, 5!E5 + 8, 8.1'6 + O, 533'7 + 31%’8 -+ 0, 35179 -+ Ox’lo + 6, 25[)11

+ 3212 + 3,9x13 < 46

0,06z1 + 0,03z9 + 00,0225 + Ox4 + 0,0225 + 0,03x6 + 0x7 4 0, 0228 + 0, 0129 + 0219
4+0,03x11 + 0210 + 0, 1423 < 1

0,1x7 +0,01zy + 0,0123 4+ Ox4 4+ 0,03x5 + 0, 1226 + Oz7 + 0,06x8 4+ 0, 01xg + 0, 02219
+0,03z1; + 0z12 + 0213 > 0,018

05131 + O, Olwg + 0, 77133 + 01’4 + 0, 931’5 + 0376 + OI7 + Oxg + O, 1229 + Oxlg + 0, 063711 -+ 051712

40,0225 > 0,775
T3+ T9 <1

T+ w13 < 1
g+ w1 + 213 <1
T +ar <1

Ty, e, T10 < 1
x5 > 0.

Aplicando este novo PPL no Solver, obtém-se a Figura [37]

(4.6)
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Figura 37 — Problema 7.1 via Solver

METODO SIMPLEX

¥l X2 X3 x4 X5 X6 X7 X8 X9 x10 x11 x12 x13 Condigdo Resultado
Energia (kcal) 136 85 45 100 25 132 25 165 72 68 7 17 99 z 1870
Proteina (g) 4,6 17.2 0.8 23 15 88 0.5 31 0.3 0 6,2 3 3.9 < 46
Célcio (g) 0.06 0,03 0,02 o 0,02 0,03 o 0,02 0,01 o 0,03 0 0,14 £ 1
Sodio (g) 0.276 0,013 0,005 o 0,08 0,001 o 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 15
Ferro (g) 0.1 0,01 0,01 o 0,03 0,12 0 0,06 0,01 0,02 0,03 0 0 = 0,018
Vitaminas (g) o 0,01 0,77 o 0,93 o o 0 0,12 o 0,06 o 0,02 2 0,775
Funcdo Objetivo 0,276 0,013 0,005 1] 0,08 0,001 0 0,074 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053 Min
VARIAVEIS
%1 %2 %3 x4 %5 %6 X7 X8 *3 %10 x11 x12 %13
0 1] 1 18,1624301080.0053763441 (0,065322581 0 1] 0 0 1] 0 0
RESTRICOES
Leite e Proteinas (Carne)
Energia Proteina Calcio Sodio Ferro Vitaminas Frutas Derivados Cereais PVT, Ovos)
1870 43,15649247 |0,0220672043|0,0054954301| 0,018 0,775 1 0 0 0
FUNCAOD OBJETIVO
0,005495430107527

Fonte: Préprio autor

De acordo com o Solver, Maria deve consumir: 1 por¢ao de mamao, 18,16 porcao
de nozes, 0,005 porcao de salada crua e 0,06 porcao de feijao. Ou seja, 100g de mamao,
272,4g de nozes, 0,5g de salada crua e 6g de feijao, ingerindo assim, 0, 0054 porcoes de
sodio diarias.

Ao adicionar novas restri¢goes, Maria obterd um consumo de sédio um pouquinho
maior do que no exercicio anterior, porém com mais variedade de alimentos, fazendo com
que a quantidade de nozes nao prejudique tanto seu organismo e também respeitando a

quantidade minima de nutrientes.

No proximo capitulo, apresenta-se a conclusao deste trabalho.
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5 Conclusao

A Programacao Linear é uma ferramenta da Pesquisa Operacional aplicada a so-
lugao de problemas que objetivam a otimizagao de um sistema de estudo. Com base nessa
ideia, o presente trabalho teve como objetivo, analisar a eficiéncia desta ferramenta afim

de solucionar o problema de dieta considerando diferentes situacoes.

Para atingir tal objetivo foram resolvidos trés problemas de Programacao Linear
utilizando o Método Grafico, com o auxilio do software GeoGebra, e o Método Simplex,
via ferramenta Solver do LibreOffice, afim de apresentar o procedimento por tras de cada
Método. Ressalto que o software GeoGebra e a ferramenta Solver foram escolhidos por

serem gratuitos e de livre acesso.

Para a modelagem do problema da dieta foi utilizado um plano alimentar, de
acordo com grupos alimentares, elaborados por uma nutricionista, conforme idade, peso
e quantidade de calorias que poderiam ser ingeridas diariamente por uma pessoa. O
calculo da quantidade de nutrientes e porc¢oes foram extraidos do aplicativo Samsung

Health, disponivel de forma gratuita nos aparelhos Samsung.

Foram elaborados trés problemas de dieta, envolvendo 13 varidveis e 5 restrigoes,
seus resultados foram aceitaveis matematicamente, mas nao nutricionalmente, dando ori-
gem a outros trés problemas. No primeiro problema foi feito o estudo para minimizar
o custo com uma nutricdo saudavel, no segundo problema foi estudado a minimizacao
das calorias satisfazendo as quantidades minimas de nutrientes diarias e no terceiro pro-
blema foi minimizada a quantidade ingerida de sédio didria com uma nutri¢ao saudavel e

satisfazendo as quantidades minimas de nutrientes.

Os objetivos deste trabalho foram atingidos, uma vez que se obteve a solugao dos
problemas de Programagao Linear, tanto analiticamente, quanto utilizando os softwares.
Tais soluc¢oes apresentaram o mesmo resultado, como ja era esperado. Nesse caso, pode-
se afirmar que o emprego da ferramenta Programacao Linear auxilia no entendimento da

solucao de tais problemas.

Espera-se que esse trabalho contribua para estudos futuros auxiliando na melhor

compreensao dos conceitos sobre Programacao Linear.

Futuramente, pretende-se estudar outros problemas de dieta, mais atuais, tais
como a dieta Low Carb (baixa ingestao de carboidrato), Low Fat (baixa ingestao de
gorduras) e a Atkins (dieta a base de proteinas) e estudar também a teoria da dualidade

para o problema da dieta.
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