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Resumo

Algebra Linear é uma area da matematica de suma importancia devido a suas aplicacoes
em diferentes contextos. Este trabalho tem por objetivo ilustrar algumas destas aplica¢oes
na matematica, neste caso, representaremos rotacao, reflexao e cisalhamento por meio de
transformacoes lineares planas. Inicialmente vamos apresentar algumas definigbes e con-
ceitos acerca de espacos vetoriais, base, transformacgoes lineares, autovalor e autovetor
para assim fazermos um estudo detalhado de curvas conicas no plano. Além disso, utili-
zaremos o software GeoGebra como ferramenta para resolver problemas de transformacgoes

lineares planas.

Palavras-chaves: Algebra Linear, Transformagao Linear, Transformacao Linear Plana,

Curvas Conicas.



Abstract

Linear Algebra is an area of mathematics of paramount importance due to its applica-
tions in different contexts. This work aims to illustrate some of these applications in
mathematics, in this case, we represent rotation, reflection and shear by means of flat li-
near transformations. Initially we will present some definitions and concepts about vector
Spaces, base, linear transformations, eigenvalue and eigenvector to make a detailed study
of conic curves in the plane. In addition, we will use the GeoGebra software as a tool to

solve problems of flat linear transformations.

Key-words: Linear Algebra, Linear Transformation, Plane Linear Transformation, Conic

Curves.
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Introducao

O estudo de Algebra Linear é obrigatério na grade curricular dos cursos de
ciéncias exatas, em particular nos cursos de matemadtica (licenciatura e bacharelado),
conforme (BRASIL} 2001), pois fornece subsidios matematicos fundamentais além de ter
muita utilidade no que se refere as suas aplicagoes. Tais aplicagoes abrangem as mais
diversas areas como quimica, fisica, economia e engenharias. Em particular, citamos o
uso de transformacgoes lineares: na economia, por exemplo, transformando os dados de
entrada (preco e producoes) em dados de saida (lucro). Também podemos usar Algebra

Linear para resolver jogos de estratégia e decodificar codigos.

A computacao grafica trata da manipulagao de imagens, posicionamentos, rotagoes
e mudangas de cores (entre outras) e em todas estas simulagbes sao usadas ferramentas
de Algebra Linear, neste caso, operagoes lineares que também podem ser representadas

através de matrizes.

Baseados em (SPEROTTO; FREITAS, 2017)), segue um exemplo do uso de ma-

trizes na computacao grafica,

. criagdo de um novo modelo de carro, que antes de ser produzido, os
engenheiros projetam e constroem um carro matematico, um modelo de arame
que existe apenas na memoria do computador e em terminais graficos. O carro
em modelo de arame é armazenado na forma de muitas matrizes para cada

componente principal. (SPEROTTO; FREITAS, 2017, p. 1).

Ainda na computacio gréafica, outro exemplo do uso dos conceitos de Algebra Li-
near se da através de transformacoes lineares planas e espaciais em simulac¢oes de cAmeras
virtuais. Para estas simulacoes, existem varios sistemas de coordenadas que sao impor-
tantes. Temos um sistema de coordenadas do espago, onde vocé posiciona sua camera e a
partir dai precisa fazer uma mudanca de base para o sistema de coordenadas da camera.
Precisamos posicionar a camera no centro de projecao daquele espago, o que envolve uma
translagao mais uma rotagao no sistema. Depois disso, precisamos fazer uma operacao
de projecao, isto é, uma transformagao para o sistemas de coordenadas de imagem, onde
exatamente o plano de projecao fica posicionado e onde a imagem vai ser efetivamente
projetada. Por tultimo, temos mais um sistema de coordenadas que é o sistema de pixel,
onde os elementos da imagem vao ser convertidos em elementos digitais e, portanto, em
elementos discretos. Tudo isso é traduzido por varios sistemas de coordenadas onde vamos

aplicando matrizes de transformagoes e passeando de um sistema para outro.

Este trabalho tem por objetivo estudar a rotagao de curvas conicas por meio das

técnicas e ferramentas da Algebra Linear e também trabalhar com transformagoes lineares
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planas utilizando o GeoGebra, para isto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo
1, introduzimos um breve estudo sobre curvas conicas. Definimos seus elementos e equa-
¢oes e também fazemos algumas observagoes sobre translacao de eixos. No Capitulo 2,
apresentamos as defini¢oes e alguns resultados de espaco vetorial, subespaco vetorial e
base. Estas defini¢oes e resultados serdo considerados sobre um corpo K (COELHO;
LOURENCO| 2001), o qual pode ser pensado algebricamente com uma generalizagao dos
nimeros reais (R) ou complexos (C). No Capitulo 3, estudamos o conceito de transforma-
¢ao linear juntamente com os resultados necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
No Capitulo 4, aplicamos nosso estudo de Autovalores e Autovetores para rotacionar e
identificar curvas conicas no plano. Além disso, mostramos como aplicar qualquer trans-
formacao linear plana no GeoGebra e retomamos alguns exemplos a fim de visualiza-los

utilizando este software.
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1 Curvas Conicas

Este capitulo serd destinado a apresentar os conceitos de curvas conicas. Os con-
ceitos e resultados foram baseados em (WINTERLE; STEINBRUCH, |2000).

Inicialmente, vamos mencionar a ideia geométrica do conceito de Curvas Conicas

para entender visualmente o entendimento do nome curvas conicas.

Consideremos duas retas e e g concorrentes na origem O do sistema tridimensional
e nao-perpendiculares entre si. Vamos girar a reta g em 360 graus em torno da reta e
fixada, mantendo sempre constante o angulo entre estas retas. Assim, a reta g gera
uma superficie conica circular infinita formada por duas folhas separadas pelo vértice O,

chamada de cone de duas folhas, conforme a Figura

A reta fixada e é dita eixo da superficie conica e a reta g é chamada de geratriz

da mesma.

Figura 1 — Cone de duas folhas

Fonte: Winterle; Steinbruch (2000)

Nessas condigbes, chamamos de sec¢ao (curva) conica, ou simplesmente uma co-
nica, a curva obtida pela intersecao de um cone de duas folhas qualquer com um plano m

que nao passa pela origem O. A coOnica sera:

1. uma pardbola, se w for paralelo a uma geratriz da superficie.

2. uma elipse, se w nao for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas

da superficie (ou uma circunferéncia, se 7 for perpendicular ao eixo).

3. uma hipérbole, se m nao é paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da
superficie. A hipérbole deve ser vista com uma curva sé, constituida de dois ramos,

um em cada folha da superficie.

Na Figura [2], segue uma ilustragao dessas classes de conicas:
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Figura 2 — Classes de conicas

S o

NN Y

o

AR L

Fonte: Winterle; Steinbruch (2000)

Note que no caso de um plano 7 que passa pelo vértice O, obtemos um ponto,

uma reta ou um par de retas concorrentes.

Nesta capitulo sera feito um estudo sobre o reconhecimento das conicas: Parabola,

Elipse e Hipérbole, partindo de suas defini¢des e ilustrando com alguns exemplos.

1.1 Parabola

Definicao 1.1.1. Chamamos de pardbola o conjunto de todos os pontos P de um plano

equidistantes de um ponto fixo F' e de uma reta fixa r desse plano, ou seja,
d(P,F) =d(P,r)

ou, de modo equivalente
d(P,F)=d(P,P")

onde P’ é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta r.

1.1.1 Elementos

Foco: é o ponto F'.

Diretriz: é a reta r.

FEizo: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a reta diretriz.
Vértice: é o ponto V de intersecao da parabola com o seu eixo.

Parametro p: p é a distancia entre o foco e a reta diretriz.

1.1.2 Equacao da Parabola

Inicialmente vamos analisar os casos em que o vértice V' (0,0) e os eixos da curva

coincidem com o eixo Oz e Oy (ou diretriz paralela a Oy e Oz, respectivamente).
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1° caso) Diretriz paralela ao eixo Ox:

Figura 3 — Pardbola com eixo de simetria em Oy

Seja P(z,y) um ponto que pertence a parabola de foco F(0,p) e diretriz r : y = —p

(paralela ao eixo Ox).

Agora, partindo da equagao d(P, F') = d(P,r), temos:

\/(fc‘—())“r(y—p)2 = |ly—(-p)|
(@ =02+ @y —p?2)? = |y+p

=02+ @w—-p?* = (y+p)?

2yt =2y +p° = VP +2py+p

2

portanto, z2 = 4py.

Analogamente, se pardbola possui foco F'(0, —p) e diretriz r : y = p, concluimos que
sua equacao é dada por 22 = —4py.

Exemplo 1.1.2. Vamos deduzir a equagdo da parabola de foco F(0,2) e diretriz
riy=—2.

Seja P(x,y) um ponto qualquer pertencente a parabola, entao partindo de d(P, F') =
d(P,d) temos,

J@ =02+ -22 = |y—(-2)
(V@ =02+ (y—272? = |y+2
(=02 +(y—2)° = (y+2)°

Pyt —dy+4 = P4y +4,

assim 22 = 8y. A equacdo desta pardbola, pode ser vista na Figura 4 a seguir:
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26

Figura 4 — Pardbola com eixo de simetria em Oy e foco F(0,2)

2° caso) Diretriz paralela ao eixo Oy

m
#
4
+
F )
(/Q eizo de simetria
D

Figura 5 — Pardbola com eixo de simetria em Ox

Seja P(x,y) um ponto que pertence a parabola de foco F(p,0) e a reta diretriz

r:x = —p (paralela ao eixo ).

Partindo da equagao d(P, F') = d(P,r), temos:

V@ —p2+y—02 = |z—(-p)
(@ —p?2+ @y —02)? = |z +pP

(z—p)Q’+(y—0?> = (z+p)?

= 2pr+pP 4y = 2+ 2px +p

entdo y? = 4px.

Analogamente, se pardabola possui foco F'(—p,0) e a reta diretriz r : x = p, conclui-

mos que sua equacao é dada por y? = —4puz.
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Exemplo 1.1.3. Vamos deduzir a equagao da parabola de foco F'(—4,0) e diretriz

r.x=4.

Seja P(z,y) um ponto qualquer da pardbola, entdo da equagao d(P, F) = d(P,r),

temos
Ve +42 + (-0 = |o— @)
(V@ +472+(y—02)7 = |z —4P
(z+4)°+(y—0?2 = (z—4)?
2+ 8 +16+y* = 2°— 8z + 16,
assim, 4> = —16x. Esta pardbola pode ser vista na Figura @

Figura 6 — Pardbola com eixo de simetria em Oz e foco F(—4,0)

1.1.3 Translacao de Eixos

As parabolas da subsecao anterior possuem seus vértices na origem do sistema de

coordenadas xOy. Agora vamos considerar os casos onde o vértice é um ponto qualquer

O'(h,k), h # 0 ou k # 0.

Exemplo 1.1.4. Vamos determinar a equagao da pardabola de vértice em O'(—2, 3) e foco
no ponto F(—2,1).
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Figura 7 — Pardbola de vértice em O’(—2,3) e foco F(—2,1)

Neste caso o eixo de simetria é paralelo ao eixo Oy, logo a equagao é da foma:
2™ = dpy/,

/

onde 2’ =z — (—2) ey =y — (3). Assim,

(z—(=2))* = 4p(y—3)
(z+2)* = 4p(y—3)
(x+2)* = 4p(y —3).
A parébola estd ilustrada na Figura [7]
Observacao 1.1.5. No caso geral temos que
(y—k)?=dplz—h) e (y—k)°=—dp(x—h)
sao pardbolas com vértice O'(h, k) e eixo de simetria paralelo ao eixo Ox. Analogamente,
(x—h)?=4p(y—k) e (z—h)*=—4p(y — k)

sao parabolas com vértice O’ (h, k) e eixo de simetria paralelo ao eixo Oy.

1.2 Elipse

Definicao 1.2.1. Chamamos de elipse o conjunto de todos os pontos P de um plano cuja
a soma das distancias a dois pontos fixos, F} e F3, desse plano é constante denotada por

2a. Ou seja,
d(P, Fl) + d(P, Fg) = 2a.
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1.2.1 Elementos

Focos: sao os pontos Fi e Fy.
Distancia focal: é a distancia entre os focos denotada por 2c.
Centro: é o ponto médio C' do segmento F} Fj.

Fizo maior: é o segmento A; Ay de comprimento 2a (o segmento A; Ay contém os

focos e os extremos A; e A da elipse).

FEizo menor: é o segmento BBy de comprimento 2b perpendicular ao segmento

A1 A no seu ponto médio.

Vértices: sao os pontos Ay, Ay, By e Bs.

1.2.2 Equacao da Elipse

Inicialmente vamos considerar elipses cujo centro é dado pela origem do plano
cartesiano C(0,0).

Exemplo 1.2.2. Considere os focos Fi(—3,0) e F5(3,0) e a constante 2a = 10. Seja
P(z,y) um ponto qualquer que pertence a elipse. Queremos determinar a equacao dessa

elipse.

Da definicao de elipse temos:

d(P,F)) +d(P,Fy) = 2a
V@32 42+ /(x—3)2+y2 = 10
(V& +3)2+92)* = (10 —/(z =3)2 +4?)°
(@437 +y = 100-20\/(x —3)2 + 2 + (¢ — 3)> +
A6 +9+y = 100—-20\/(x —3)2 +y2 + 2% — 60+ 9+ ¢

122 — 100 = 204/(z — 3)2 + 4?2

3r —25 = 5y/(x—3)? +y?
(B2 —25) = (5/(z —3)2+1?)’
922 — 150z + 625 = 25(2 — 6z + 9+ 1?)
92% — 1502 + 625 = 252% — 1502 + 225 + 25y>
162% + 25y = 400

2 2
o v
25 16
.1'2 y2
St =1

Esta elipse pode ser vista na Figura [§
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Figura 8 — Elipse com os focos em F(—3,0) e F»(3,0)

Observagao 1.2.3. De modo geral, se Fi(—c,0), F5(c,0) e d(P, F1)+d(P, F3) = 2a, onde
2 2
P é um ponto qualquer da elipse, a equagao é da forma: — + Z—Q =1.
a
2 _ 2

Observagao 1.2.4. Em toda elipse vale a relacdo fundamental b* = a® — 2.
Exemplo 1.2.5. Considere os focos F (0, —3), F5(0, 3) e a constante 2a = 10. Seja P(z,y)

um ponto qualquer que pertence a elipse. Vamos calcular a equacao desta elipse, usando

a definicao.

Figura 9 — Elipse com os focos em F3(0,—3) e F5(0, 3)
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Da defini¢cao de elipse temos:

d(P, Fy) + d(P, Fy)
VP T3+t (g - 3
\/ (y +3)?
(Va2 + (y +3)?)
z® + (y +3

)
)2

2 +y? +6y+9

12y — 100
3y — 25
(3y — 25)?

9y* — 150y + 625
9y? — 150y + 625

2a

10

10 — /22 + (y — 3)?

(10— /22 + (y — 3)2)°

100 — 20y/a2 + (y — 3)2 + * + (y — 3)?
100 — 20y/a2 + (y — 3)2 + 2% + y* — 6y + 9
20,/a? + (y — 3)?

5y/a? + (y — 3)2

(5¢/22 + (y — 3)2)?

25(z° +y* — 6y +9)

2522 + 259% — 150z + 225)

2522 + 163> 400
2 2
f@ + 32 1
% + % 1.
Observacgao 1.2.6. De modo geral, se F1(0, —c), F5(0,¢) e d(P, F1)+d(P, F,) = 2a, onde
P é um ponto qualquer da elipse, a equacao ¢ da forma: — + yj =1.

1.2.3 Translacao de Eixos

Exemplo 1.2.7. Para determinar a equagao da elipse de centro C'(

b2

2, —3), com foco F(2,0)

e um vértice A(2,2) no eixo maior, como na Figura , observe que a reta que passa pelo

y/2

centro e pelo foco é paralela ao eixo Oy, entao a equacao é da forma — + — =1

62

,5\

Figura 10 — Elipse de centro C'(2,—3), foco F(2,0) e um vértice A(2,2) no eixo maior
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Note que, 2’ =z — (2) ey =y — (=3).

A distancia entre o centro e o vértice é a = 5 e a distancia entre o foco e o centro

é ¢ = 3. Assim, da relacdo fundamental temos b? = a® — ¢?, portanto, b = 4.
(x—2)* (y+3)* _

2 e
(2= h)? | (y— k)

a? b?
com centro C'(h, k) e eixo maior é paralelo ao eixo Oz.
(2= h)?  (y—k)?

b2 + a2
C(h, k) e eixo maior é paralelo ao eixo Oy.

1.

Portanto, a equacao da elipse é

Observacao 1.2.8. No caso geral = 1 é a equacao de uma elipse

Analogamente, = 1 é a equacao de uma elipse com centro

1.3 Hipérbole

Definicao 1.3.1. Hipérbole é o conjunto de todos os pontos P de um plano cuja a dife-
renca das distancias, em valor absoluto, a dois pontos fixos F} e F; desse plano é constante

denotada por 2a. Ou seja,
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.

1.3.1 Elementos

Focos: sao os pontos F} e Fj.

Distancia focal: é a distancia 2c¢ entre os focos.

Centro: é o ponto médio C' do segmento I F.

Vértices: sdo os pontos A; e As.

FEizo real ou transverso: é o segmento A; Ay de comprimento 2a.

Fizo imagindrio ou conjugado: é o segmento BB, de comprimento 2b.

O valor de b é definido através da relacdo: ¢ = a? + b?.

1.3.2 Equacdo da Hipérbole

Inicialmente vamos considerar as hipérboles cujo centro é dado pela origem do

plano cartesiano C(0,0).

Exemplo 1.3.2. Considere os focos Fi(0,—5) e F5(0,5) e a constante 2a = 6.
Seja P(x,y) um ponto qualquer que pertence a hipérbole. Da definicao de hi-
pérbole temos |d(P, F}) — d(P, F»)| = 2a, logo para obter a equacao da hipérbole, note

que:
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Va2 + (y+5)2 = a2+ (y = 5)*| = 6
(Va2 + (y +5)2 — /22 + (y — 5)?)? = 36

x2+(y+5)2+352+(y—5)2—2\/x2+(y+5)2\/x2+(y—5)2:36

x2+(y—|—5)2+:1:2+(y—5)2:36+2\/x2—|—(y+5)2\/$2+(y—5)2

22+ % + 10y + 25 + 2% + y® — 10y + 25 — 36 = 2,/22 + (y + 5)2 /22 + (y — 5)?
207 + 2% + 14 = 2,/a2 + (y + 5)2 /22 + (y — 5)2
w2+ y? + 7= 22+ (y +5)% /22 + (y — 5)?

(@* + 9 +7)% = (¢* + (y + 5)*)(2° + (y = 5)?)

ot 4yt + 2277 + 142 + 14y% + 49 = (22 + y* + 10y + 25) (2 + y? — 10y + 25)
ot + oyt 4 20%y% + 142? + 14y% + 49 = 2* + y* + 2229 + 5022 — 50y% + 625
1422 + 1492 + 49 = 5022 — 5042 + 625

—3622 4 64y* = 576

—922 + 16y% = 144

y2 LCQ

Veja a Figura [I1]

Figura 11 — Hipérbole com os focos em Fi(0,5) e F»(0,5) e constante 2a = 6

Note que, neste caso o eixo real esta contido no ao eixo Oy.

Observacao 1.3.3. No caso geral, considerando Fi(0,c) e F3(0,—c) os focos e 2a a

constante, temos a equacao da hipérbole cujo eixo real esta contido no eixo Oy.
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Analogamente, considerando os focos Fi(c,0) e Fy(—c,0), a equagao da hipérbole

cujo eixo real esta contido no eixo Oz é dada por:

2 2
S
a2 b2
22 P
Exemplo 1.3.4. Considere a hipérbole de equacao 6 0= 1. O esbogo de sua curva

é dada por

Figura 12 — Hipérbole com os focos em Fj(—5,0) e Fy(5,0) e constante 2a = 6

1.3.3 Translacdo de Eixos

Exemplo 1.3.5. Vamos determinar a equacao da hipérbole cujos focos sao dados pelos
pontos Fi(1,—=2), F»(7,—2) e a constante 2a = 2, ilustrada na Figura

y v

Figura 13 — Hipérbole com os focos em Fi(1,—2) e F5(7, —2) contante 2a = 2

O eixo real é paralelo ao eixo Oz, logo a equacgao é da forma:
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ondex’ =z —4ey =y—(-2).

Além disso, a =1 e b? = 8.

— 4)? 2)?
Portanto, a equacao da hipérbole é: (z ] ) — (y—; ) = 1.

— h)? —k)?
Observacao 1.3.6. No caso geral, (v 5 ) — y 72 ) = 1 é a equacao da hipérbole cujo
a

eixo real é paralelo ao eixo Ox e de centro C'(h, k).
(y—k)?  (z—h)?
2 g2

paralelo ao eixo Oy de centro C'(h, k).

Analogamente, =1 é a equagao da hipérbole cujo eixo real é
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2 Espacos Vetoriais

Apresentaremos neste capitulo as defini¢oes e resultados sobre espagos vetoriais,
subespacos vetoriais e bases com exemplos e solugoes, que serao importantes ao estudo

de transformagoes lineares.

O texto apresentado neste capitulo serda baseado em (COELHO; LOURENCO,
2001)) e (STEINBRUCH; PAULO| [1987)).

2.1 O Conceito de Espaco Vetorial sobre um Corpo

Definigao 2.1.1. Um conjunto nao vazio V é um espago vetorial sobre (um corpo) K se
em seus elementos, denominados vetores, estiverem definidas as operagoes: adicao (A) e

multiplicagao (M) tais que

(A) a cada par u,v de vetores de V corresponde um vetor u + v € V, chamado de

soma de u e v, de modo que:
(A1) u+v=wv+u, para todos u,v € V (propriedade comutativa);
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), para todos u,v,w € V (propriedade associativa);

(A3) exista em V um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0 + v =

v, paratodov € V;
(A4) a cada vetor v € V exista um vetor em V', denotado por —v, tal que v + (—v) = 0.

(M) a cada par « € K e v € V, corresponde um vetor o - v € V, denominado

multiplicacao por escalar de o por v de modo que:
(M1) (af)-v=«a(B-v), para todos a, 8 € K e para todo v € V' (propriedade associativa);
(M2) 1-v=w, para todo v € V (onde 1 ¢é o elemento identidade de K);
(M3) a-(u+v)=a-u+a«a-v, paratodo a € K e para todos u,v € V;
(M4) (a+p)-v=a-v+ - v, paratodos «, 5 € K e para todo v € V.

Exemplo 2.1.2. O conjunto R3 é um espaco vetorial sobre R com as operacoes usuais.
De fato,

Sejam u= (3317?/1,21)7 U= (552792,22)7 w = ($37y3az3) € R3 € a?ﬁ eR.



Capitulo 2. FEspagos Vetoriais

24

(A1)
u+v
(A2)
(u+v)+w =
(A3) Seja 0= (0,0,0) € R3.
0+

xhyl,zl) (xzayz,@)

= (

= (21 + 22,01 + Y2, 21 + 22)
= (za+ 21,92 +Y1,22 + 21)
=

372a92732) (xlayl7zl)

= v+u.

(1,41, 21) + (@2, Y2, 22)) + (w3, Y3, 23)
1 + T, yl + y27 21 + ZQ) + (I‘g, y37 Z3)

(
(
(T1+ @2 + 23,1 + Y2 + Y3, 21 + 22 + 23)
(71,1, 21) + (T2 + T3, Y2 + Y3, 22 + 23)

(

21,91, 21) + (22,2, 22) + (23,93, 23))
u+ (v 4+ w).

= (000) (517271/2,2’2)
= (O+:C2,O—|—y2,0+23)

= SUz,yz,Zz)

= .

(A4) Para cada v = (xq,ys, 29), seja —v = (—T2, —Ya2, —22).

(aB)v

= (22,¥2,22) + (=72, —Y2, —22)
= (-’E2 —X2,Y2 — Yo2,%2 — 2’3)

= (0,0,0).

(afB) - (22,Y2, 22)

= ((aB)zz, (aP)ya, (af)z2))
(a(Bx2), a(Byz2), a(B22))

= (B, Byz, B22)

(Bv).

= @
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(M2) Existe 1 € R tal que

L-v = 1(x2,y2,22)
= ($2,y2,22)

= .

a-(ut+v) = a((x,yr,21) + (22,92, 22))
= a(z1+ T2, Y1 + Yo, 21 + 23)
(a(zy + 22), a(y1 + y2), a(z1 + 23))
= (azy + axy, ayy + ays, az; + azs)
(axy, ayr, azy) + (axe, ays, azo)
= a(z1,y1,21) + a(xa, Ya, 22)

= au-+ av.
(M4)

(o + B) (w2, Y2, 22)
((a+ B)za, (a4 B)ys, (o + B)22)
= (awy + Bag, aya + B2, azy + B22)
(aza, o, 22) + (B2, By2, B22)
= a2, ¥z, 22) + B(z2, 2, 22)
= av+ (.

Portanto, R é um espaco vetorial sobre R.

Observacao 2.1.3. De forma analoga, verifica-se que para todo n € N, R™ é um espaco

vetorial sobre R com as operagoes usuais.

Exemplo 2.1.4. Considere o conjunto de matrizes M3,2(R). Este conjunto é espago
vetorial sobre R com as operagoes usuais de matrizes. De fato,
ai; @12 bi1 b2 €11 C12
Sejam A =|ag as|, B=|by ba| e C=|co co| € Mszxa(R)

as1 Aasg bs1 b3y €31 (€32

ail  aq2 b1 bio ayp + b az + bio b1 +an bz +az
(Al) A+ B = |ag as| + |bar ba|=|aa +ba aoa+ba|=]|bas + ao1 boz + an|=

asy ase bs1 D32 as; +bs1 as; + bso bs1 +as1  bsg + ase
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bii bio a11  aig
=1ba1 bao| + |an axn| =B+ A

bs1  bao az1p ass
aj1 + b1 aig + bio €11 C12 ayp + b +ci1 arp + big +ci2
(A2) (A4+B)+C = |ag1 +bay gy + bao|+ |21 Coa|=]ao1 + bag + 21 agg + bag + o | =
asi +bs1  asp + b2 C31 C32 asi + b3y +c31 asg + b3z + c32
air a2 b1 +ci1 bz +ci2
=lagr age|+|bar + o1 b+ | =A+(B+C).
asy as32 bs1 + c31 bsa + c30
€11 €12
(A3) Seja E'=|e9; €| € M342(R). Se A+ E = A, entao
_631 €32
a1; a2 €11 €12 a1 a2
asr x|+ |exn exn|=l|an ax|,ousea
(31 32 €31 €32 az1 a3z
ap +en=an —en =0
a1z +e12 = ajg — e12 =0
a11 + €11 G2 + e air a2
a1 + €91 = ag — e =0
Q21 + €21 G99 + €90 = |a21 Q22| — 0
Q22 + €92 = Qg9 — €99 =
as1 + €31 Q32 + €32 asy  a32
as; +es; = ag — ez =0
a3y + €33 = agy — €32 =0
00
Logo, o elemento neutro do conjunto é a matriz nula £ ={0 0].
00
a1 Q2 —a11 —a12
(A4) Dado A =|ag a9, existe —A =|—ay, —ags| tal que
a31 a3z —a31 —a32
ai; Qa2 —a11; —ai2 11 — a1 Q12 — Q12 0 0
A+ (=A) = |an ag|+ |—an —axn|=|an —an ax —ax|=|0 0].
azr  as2 —az; —asp a3y — az1  a3x — (32 0 0
(M1) Sejam «, 5 € R
a11 Q12 (Oéﬁ)an (Oéﬁ)am Oé(ﬁan) Oé(ﬁam)
(045)14 = (aﬁ) ag1 Q22| = (Oéﬁ)am (Oéﬁ)am = 04(5@1) 04(56122) =
asy @32 (065)6131 (Oéﬁ)a?)z 04(5@31) 04(5“32)
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=a|(Bag) (Bag)|= a(BA).

a2 lay; lags a2
(MZ) Existe 1 I~ R tal que 1A =1 g1 Q92| — 1@21 1(122 = |Q21 Q92| = A
asy  asp laszi lass asy asp
a1 a12 (a+ Pann (a+ pa aap + Bann  aais + Bas
(M3) (a+B)A = (a+p)|as axn|= (04 + B)an (a4 B)age |=|aas + Ban  aaxe + Bags
az1 a3z (a+ Plasy (a+ B)asy aazy + Bazi  aagy + Bass
a1 agg Ban Ban a2 ailr aig
=|aag aaxp |+ |Ban Bag|=a |an axn| +a|ayn axn| = A+ SA.
aazp  asg Basz1  Pass 32 a31 asz
aj; + b ag + b2 alay; +b11)  alain + bio)
(M4) a(A+B) = a |an + by ag+byn| = |a(ag +bxn) alax + by)
asi + b1 asp + b2 alas; + bs31)  alazy + bs2)
aary + abyy aarg + abys aap Qaq2 abiy  abis
= |aa9; + ab21 Qa9 + OébQQ = |Qag1 Q22 + Oébgl Oéb22
aasy + Oébgl aaso + a632 aasz; «asp vagl Ckbgg
11 Qa2 bii bio
= lay G| T |by byp| =aA+aB.
a31 32 b31 b3z

Portanto, M3,2(R) é espago vetorial sobre R.

Observagao 2.1.5. Podemos generalizar para o caso de matrizes M, »,(R) o qual tam-

bém é um espaco vetorial sobre R com as operagoes usuais.

Além disso, o conjunto ML, «,,(K) das matrizes m x n com coeficientes em K é um

K-espaco vetorial com as operagoes de soma de matrizes e multiplicacao por escalares.

2.2 Subespaco Vetorial

Definicao 2.2.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto nao-

vazio W de V é um subespaco vetorial de V se

(a) ut+veW,;

(b) Aue W,
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para todos u,v € W, A € K.
Exemplo 2.2.2. O conjunto V = {(z,2r,3z);x € R} ¢ um subespaco vetorial do R?
(operagoes usuais).

Sejam u = (x1,21,371), v = (T2,2%9,372), €V e a € R,

(a)
u+v = (ZE1’2$1,35L‘1) + ('I2721‘273x2)

= (@1 + x9, 221 + 229, 371 + 322)
= (33'1 + Za, 2(5[)1 + mg), 3(1’1 + mg)) € V.

(b) au = a(xy,2x1,371) = (xy, @221, adzy) = (xy, 20z, 3ax,) € V.
Exemplo 2.2.3. O conjunto S = {(z,y,2) € R® | az + by + cz =0, a,b,c € R} é subes-
pago do R? (operacoes usuais).

Vamos verificar se (a) e (b) sdo validas para S:

(a) Sejam vy = (21,1, 21), V2 = (T2, Y2, 22) € 5,
ary +by; + ¢z =0
axry + bys + czo =0
somando as igualdades
ax, + axry + by + bys +cz1 +czo =0
a(x1 + z2) + b(y1 + y2) + (21 + 22) =0
Logo, v1 + ve = (21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) € S.

(b) Sejam vy = (z1,y1,21) € Se AER
axy +by; +cz =0
Maxy 4+ by + cz1) = A0
a(Az1) +b(A\y1) +c(Az1) =0

Isto nos mostra que Av; = (A\x1, A\yi, A\z1) € S.

Logo, S é subespaco de R3.

Observacao 2.2.4. Note que os dois exemplos anteriores representam, respectivamente,
uma reta e um plano passando pela origem em R3. Esse fato decorre do item (b) da
definicdo de subespaco vetorial que implica que o elemento neutro 0 do espago vetorial

pertence ao subespago.
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Exemplo 2.2.5. O conjunto S = {(z,y,2) € R® | ax + by + cz +d = 0,d # 0} ndo é um
subespaco do R?. Pois, se um plano nio passa pela origem, S nio possui o elemento

neutro (0,0,0) do R3.

Exemplo 2.2.6. O conjunto S = {(z,y) € R? | x > 0} nio ¢ um subespago do R?. De

fato, a condigao (b) da definigdo nao ¢é satisfeita.

(a) Sejam vy = (z1,91) e vy = (2,2) € S
v1 + v = (1 + T2, Y1 + Y2), como x1 > 0 e xy > 0, entdo x + x5 > 0.
Assim, v; +v9 € S.

(b) Sejam v = (z,y) € S,A € R
Av = (Ax, \y), mas Az pode assumir valores negativo.

Assim, v ¢ S.

Logo, S nao é subespaco do R

Exemplo 2.2.7. A elipse S = {(x y) € R? ] — —|— y— 1} nao é um subespaco vetorial

9
do R2.

Pode-se verificar diretamente que o vetor nulo (0,0) € R? ndo pertence a S. Além

disso, S nao satisfaz (a) e (b) da defini¢do de subespago vetorial.

2.3 Base

Definicao 2.3.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um sub-

conjunto B de V' é uma base de V se
(i) B for um conjunto gerador de V' (conjunto de vetores no qual qualquer vetor de V'
pode ser escrito como combinagao linear desses vetores); e

(ii) B for linearmente independente (conjunto é linearmente independente quando a
Unica solu¢do para a equagdo aiv; + ... + a,v, = 0 é a solugdo trivial, isto é,

a) =g =...=q, =0, para vy,...,v, € Beay,...,qa, € K).
Exemplo 2.3.2. O conjunto B = {(1,2,1),(2,9,0),(3,3,4)} forma uma base do R?.
De fato, B gera R3, pois para todo (z,v, 2) € R?, temos:
(x,y,2) = (=362 + 8y + 212)(1,2,1) + (bx —y — 32)(2,9,0) + (92 — 2y — 52)(3, 3, 4).

Além disso, os vetores de B sdo linearmente independentes, pois a(1,2,1) 4+ 5(2,9,0) +
¢(3,3,4) = (0,0,0) implica que:
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a+2b+3c=0
20+ 9b+3c =0 logo, a=b=c=0.
a+4c=0

Portanto, B forma uma base do R3.

Exemplo 2.3.3. O conjunto B = {(3, —6), (6, —4)} ndo forma uma base do R?, pois B

nao é linearmente independente. De fato,

a1(3,—6) + as(6, —4) = (0,0) implica que:

30[1 + 60&2 =0 o = —20@
logo
—6a; — 4o =0 ay € R

Exemplo 2.3.4. O conjunto B = {(1,2,3),(4,1,2)} ndo forma uma base do R®. Neste

caso, B é linearmente independente, mas nao gera todo R3.
Tome (z,y,2) € R?, temos:

(x,y,2) = a1(1,2,3) + as(4, 1,2) implica que:

a1 +4ay =x
200 + g =y
3011—|—(I2:Z

o B —r + 4y 20 —y
Das duas primeiras equacoes temos que oy = ————, g =

7 . Substituindo esses

valores na terceira equagao temos

—x+4y) 2 — vy
3
(=)

= z.
Ou seja, a variavel z depende das variaveis x e y.

Na sequéncia, apresentaremos alguns resultados importantes sobre o conceito de

base de um espacgo vetorial sobre um corpo.

Proposigao 2.3.5. Seja V um espago vetorial sobre K e considere 5 = {vq,...,v,,} um
conjunto linearmente independente em V. Se existir v € V' que nao seja combinacao linear

dos elementos de g, entao {vy, ..., v, v} é linearmente independente.

Demonstragio. Queremos mostrar que {vy, ..., vy, v} é linearmente independente, isto é,
se

11 + ... + Uy + Qv = 0, (2.1)
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entdo a tnica solugdo é ay = ... = @y = Qypy1 = 0.
Iniciamos supondo que «a,, 1 # 0, assim podemos escrever

1U1 Ay Um

Omt1 Opt1

Mas isto contradiz a hipotese de que nao podemos escrever v como combinacao linear de

vetores de (3, logo ay,1 = 0.

Portanto, a equagao (2.1) se reduz a ajv; + ... + apv, = 0. Mas, como [ é

linearmente independente, segue que a=...=a,,=0. Logo,
A1 = ... = Qpy = Qi1 =0,
ou seja, {vy, ..., Uy, v} é linearmente independente. O]

Teorema 2.3.6. Seja V um espaco vetorial sobre K finitamente gerado e seja 8 um

conjunto linearmente independente em V. Entao existe uma base de V' contendo f.

Demonstragio. Considere 8 = {vy,...,v,} € V um conjunto linearmente independente.

Se 5 gera V entao § é uma base de V, logo o resultado estd demonstrado.

Se 8 nao gera V, existe w; € V que nao é combinagao linear dos vetores de [,
logo pela proposigao anterior 3/ = {vy, ..., v,, w1} é linearmente independente. Agora, se
[’ gera V entao ' é base de Ve g C .

Mas, se ' nao gera, existe wy € V que ndo é combinacgao linear dos vetores de
B, logo pela proposi¢do anterior f” = {vy,...,v,, w1, ws} é linearmente independente.
Novamente, se " gera V entao 3" é base de Ve 5 C 5.

Portanto, como V é um espaco vetorial finitamente gerado, podemos repetir o

processo até chegaremos a uma base de V' que contém f. O

Proposigao 2.3.7. Seja V um K-espago vetorial de dimensdao n > 1 e seja § C V. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) [ é uma base de V.

(b) Cada vetor de V' se escreve de maneira tnica como combinacao linear de vetores de

8.

Demonstragio. Vamos mostrar que o item (a) implica o item (b). Seja v € V, como f3
gera V,

V= QU1 + QaUs + ... + Uy,

onde 3 = {vy,v9, ..., 05} € a1, 0, ..., 0, € K.
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Suponha que podemos escrever v de outra forma, ou seja, v = byvy + bovg + ... +
byvn, b1, bs, ..., b, € K. Logo,

(Ozl — bl)vl + (O[Q - bg)?}g + ...+ (Oén - bn)vn = 0.
Como f é linearmente independente (o; — b;) = 0 & «a; = b;, para todo i =
{1,2,...,n}.

Por outro lado, vamos mostrar que o item (b) implica o item (a). Assim, supo-
nhamos que cada vetor v em V pode ser escrito de modo inico como combinacao linear

dos vetores de 3, isto é, 3 gera V.

Para mostrar que 3 é linearmente independente vamos considerar

c1V1 + caUy + ... + ¢,v, = 0.

Como 0 = Ov; +0vy + ... + Ov,, e por hipdtese a escrita de cada vetor de V' é unica,

c1=cy = ...= ¢, = 0. Portanto, # é uma base de V. O
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3 Transformacoes Lineares

Esse capitulo sera destinado a tratar os principais conceitos e resultados sobre
transformacoes lineares. Além disso, apresentaremos alguns exemplos de transformacoes
lineares planas através do software GeoGebra. As referéncias principais sao (COELHO;

LOURENCO 2001)) e (STEINBRUCH; PAULO, |1987).

3.1 Definicoes, exemplos e alguns resultados

Definicao 3.1.1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma funcao T :

U — V é dita uma transformagdao linear se

(a) T(uy +wug) =T (ur) + T(ug), para todos uj,us € U, e
(b) T(Mu) = AT'(u), para todo A € K e para todo v € U.
Exemplo 3.1.2. A transformacao T : R? — R? tal que
T(x,y) = (2 — y,3x + 5y)
¢ linear.

Sejam u; = (x1,91) € uy = (x2,%2) vetores do R?, temos:

(a)
T(ur+uz) = T((w1,91) + (22, 92))
= T(x1+ 22,91 + 1)
(2(z1 + @2) = (41 + 92), 3(x1 + 22) + 5(y1 + ¥2))
= (2x1 4 2x9 — Y1 + Y2, 321 + 322 + 5y + Dy2)
(221 — y1, 3w1 + 5y1) + (222 — Y2, 372 + 5y2)
= T(uy)+ T (ug).
(b) Para todo A € R, temos:
T(Au) = T(Ma1,1))
= T(A\x1, \yp)
= (2\z1 — A\yp, 3\ + 5Ayy)
= (A2z1 —y1), A(Bz1 + 5y1))
= AM2z1 — y1,371 + 5y1)
= A'(uy).
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Portanto, T' é uma transformacao linear. Neste caso, considerando os vetores:

u=(1,2) ev=(3,1), temos u+v = (4, 3).

Assim, T'(u) = (0,13), T'(v) = (5,14) e T'(u +v) = (5, 27), conforme a Figura

a0

T(u+v)

Ttv)

Figura 14 — Exemplo de transformacao linear

Note que o vetor u+wv representa a diagonal do paralelogramo de lados v e v, assim
como o vetor T'(u + v) representa a diagonal do paralelogramo de lados T'(u) e T'(v). Ou

seja, a transformacao linear preserva a soma.
Exemplo 3.1.3. A transformacgio T : R? — R? tal que T'(z,y) = (2%, ) nio é linear.

Sejam u; = (x1,91) € uy = (72, y2) vetores do R?, temos:

T(ul +'LL2) = T((xhyl) + (:E27y2))
= T(z1+ 22,91 + ¥2)
= ((w1+22)%, (1 +12)°)-
Por outro lado, T'(u1) + T(uz) = (2% + 23, y} 4+ y3). Logo, como (z1 + x2)* # a3 + 23 e
(y1 + y2)? # y? + 3, temos que T(uy + us) # T(uy) + T (uz).

Exemplo 3.1.4. A transformagio T : R? — R tal que T'(z,y) =  + y + 1 ndo é linear.
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Sejam u; = (x1,91) € uy = (72, y2) vetores do R?, temos:

T(uy +ug) = T((x1,y1) + (2, 92))
= T(x1+ z2,y1 + y2)
= (z1+x2)+ (y1 +y2) + 1.

Por outro lado, T'(uy) + T (u2) = (z1+22) + (y1+y2) +2, logo T'(us +uz) # T'(ur) +T (uz).

Observagao 3.1.5. Note que um vetor do R? com origem em (0,0) e extremidade no
ponto P € R? pode ser unicamente identificado como o préprio ponto P. Reciprocamente,
um ponto P € R? pode ser unicamente identificado como um vetor do R? com origem em

(0,0) e extremidade em P. Esta identificacao é andloga também para pontos e vetores

no R™.

Portanto, no restante do trabalho usaremos essa identificacdo nas representacoes

geométricas para sua melhor visualizacao.

Exemplo 3.1.6. A transformagao linear T : R? — R? tal que T'(z,y) = (x, —y) representa
uma reflexao sobre o eixo Ox, que leva cada ponto (x,y) para a imagem (z, —y). A Figura

mostra essa transformagao linear aplicada no ponto (2, 3).

&
o
Pt — — = — N ——————— @
w
A
o
o
-
®

Figura 15 — Reflexao sobre o eixo Ox

Nos préximos exemplos vamos aplicar um cisalhamento e uma rotagao na primeira

letra do nome Hellen, como segue:
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Exemplo 3.1.7. Considere a transformagao linear 7' : R? — R? tal que T(x,y) =
(x +y,y) na letra H (cor branca) dada abaixo:

-3

Figura 16 — Cisalhamento na horizontal

Aplicando a transformagao linear nos vértices da letra H (cor branca),

T(1,0) = (1,0), T(1,5) = (6,5), T(2,5) = (7,5), T(2,3) = (5,3), T(3,3) =
(6,3), T(3,5) = (8,5), T(4,5) = (9,5), T(4,0) = (4,0), T(3,0) = (3,0), T(3,2) =
(5,2), T(2,2) = (4,2), T(2,0) = (2,0).

Assim, teremos os vértices da letra H em italico, neste caso, um cisalhamento na

horizontal, conforme a Figura [16]

Exemplo 3.1.8. Considere a transformacao linear T : R? — R? tal que T'(z,y) = (—y, x)

na letra H dada abaixo:

Figura 17 — Rotacao de 90°

Aplicando a transformagao nos vértices da letra H (cor branca), teremos uma

rotagao de 90° no sentido anti-hordrio em todos os pontos da letra H, ver Figura [I7]
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A seguir, apresentaremos alguns resultados béasicos, porém importantes de trans-

formacoes lineares.

Lema 3.1.9. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T': U — V uma transformacao

linear. Entao,

(a) T(0y) = Oy, onde Oy e Oy denotam os vetores nulos de U e V, respectivamente.
(b) T(—u) = —T'(u), para cada u € U.

a;T(u;), onde a; € Kewu; € U paraie {1,..,m}.

s

Il
—

(©) T(3 ou) =

(2

Demonstragio. (a) Seja u € U e A € K. Pelo fato de T ser uma transformacao linear,

entdo T'(A\u) = AT (u).
Tomando A = 0 temos T'(0 - u) = 07 (u) = Oy.

(b) Sejau € U e A € K. Como T é uma transformacao linear entao T'(Au) = AT'(u).

Tomando A = —1 temos T'(—1-u) = —1T(u) = =T (u).

(¢) A demonstracao deste item serd feita por indugao sobre m € N.
Para o caso de m = 1, T'(cyuq) = anT'(uq) é vélido, pois T é linear.

k k
Suponha que a propriedade é valida para m = k, isto é, T(> a;u;) = 3 o1 (w;).
i=1 i=1
Vamos mostrar que a propriedade ¢é valida também para m = k + 1. De fato,

k+1

k
T(Z ;) = T(Z Qg + (g1 Up41))
i=1 i=1

k
= T(Z ;) + T(gr1Upr)-

i=1

Usando a hipétese de inducao e a linearidade de T" novamente,

k+1 k
T(Z iug) = Z T (u;) + T 1up41)
i=1 i=1

k
= Z O./ZT(’LLZ) + ak+1T(uk+1)

=1
k+1

= ; a; T (u;).

Logo, a propriedade é valida para m = k + 1.

Portanto, a propriedade vale para todo m € N.
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Teorema 3.1.10. Sejam U e V espagos vetoriais sobre K. Se {uy,...,u,} for uma base
de U e se {vy,...,u,} CV, entdo existe uma unica transformagio linear T : U — V tal

que T'(u;) = v;, para cada i € {1,...,n}.

Demonstracao. Seja u € U, podemos escrever u como combinagao linear de vetores da

base {u1,...,u,} de U de forma unica, ou seja, u = ajuj + ... + Q,Uy,.
Defina T'(u) € V tal que T(u) = ayvq + ... + av,. Logo T : U — 'V esta bem
definida pois aq,...,a,, $80 Unicos.

Para mostrarmos que 7" ¢ linear, considere u e v dois vetores quaisquer de U. Assim

U=y + ... + auu, e w = Fru; + ... + Buu, com ay, ..., oy, B, ..., Bn € K, logo

Tu+w) = T(aus + ... + apuy + Prug + ... + Bpy)
= T((a+ B)iur + ... + (o + B)nun)
= (a+B)1v1+ ... + (a+ B)nvy
= o1+ ... + v, + frv1 + ..o+ Bpin
= T(qvy + ... + apvy) + T(Brur + ... + Bouy)
= T(u) +T(w).

Além disso, para A € K,

T(hu) = TANaquy + ... + ayuy))
= TAaug + ... + Aayuy,)
= Aavy + ... + Aa,v,
= Mayvy + ... + anvy,)
= MN(aquy + ... + auy)
= T(u).

Pela unicidade da escrita dos vetores de U na base {uy,...,u,} e pela linearidade
da transformacao linear, temos que existe uma tunica 7', tal que T'(u;) = v;, para cada
ie{l,..,n}. O

Definigao 3.1.11. Sejam U e V espagos vetoriais sobre K e T': U — V uma transfor-

magao linear.

(a) O conjunto {u € U : T(u) =0y} é chamado de nicleo de T' e serd denotado por
NucT'.

(b) O conjunto {v € V:3Ju e U com T(u) =v} é chamado de imagem de T e serd
denotado por ImT.
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Observe que uma transformagao linear T': U — V' é sobrejetora se e somente se
ImT =1V.

Proposicao 3.1.12. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T': U — V uma trans-

formacao linear. Entao,

(a) NucT é um subespago vetorial de U e ImT é um subespago vetorial de V.

(b) T é injetora se e somente se NucT = {0}.

Demonstragio. (a) Vamos primeiro mostrar que o NucT satisfaz as condigoes de subes-

pago vetorial.
Tome uy,us € NucT, ou seja, T'(u1) = Oy e T'(uz) = Oy
Como T é uma transformacao linear
T(uy 4+ uz) = T(uy) + T(uz) = Oy + Oy = Oy logo uy + uy € NucT'.

Além disso, considerando A € K e u € NucT temos que T'(u) = Oy e como T é

uma transformacao linear 7'(Au) = AT'(u) = A0y = Oy, logo Au € NucT.
Agora, vamos mostrar que a ImT satisfaz as condi¢oes de subespacgo vetorial.
Sejam vy, vy € ImT, logo existem wuy, us € U, tal que T'(uy) = vy e T(ug) = vs.

Como T é uma transformagao linear T'(u; + ug) = T(uy) + T'(ug) = vy + vq, entao

existe um vetor u; + uy € U tal que T'(uy + ug) = v1 + v9, Ou seja, vy + vy € ImT.

Além disso, tome A € K e v € ImT, logo existe u € U tal que T'(u) = v. Pelo fato
de T ser uma transformacao linear T'(Au) = AT (u) = Av, logo \v € ImT.

(b) Primeiramente, vamos supor que 7' é injetora e a ImT é um subespaco vetorial
de V. Tome u € NucT, por definigdo T'(u) = 0y. Sabemos também que 7'(0;/) = Oy, logo
por T ser injetora, T'(u) = T'(0y) implica que u = Op.

Logo NucT = {0}.

Agora, supondo que NucT = 0. Tome uy,us € U de maneira que T'(uy) = T'(uz),
logo

T(uy) — T(ug) = T(ug —ug) = 0y, Ou seja, u; —ug € NucT. Assim pela hipdtese
u; — ugy = 0, entao w3 = us.

O

Apresentaremos agora um exemplo de como determinar o niicleo e a imagem de
uma transformacao linear.

Exemplo 3.1.13. Seja T': R? — R? tal que T'(z,y) = (r — y,z + y). Vamos determinar

o nucleo e a imagem de 7.
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O niicleo da transformagao linear ¢ todo vetor v = (z,y) € R? do dominio que

aplicada a T mnos leva ao vetor neutro do R? do contradominio, ou seja T'(z,y) = (0,0).

Logo,
r—y=20
(z—y,z+y)=(0,0) <
r+y=20
Resolvendo o sistema homogéneo temos x = y = 0. Assim, NucT = {(0,0)}.
Para determinar a imagem, vamos inicialmente reescrever a lei de 1" da seguinte
forma:

(x—y,x+y)=2(1,1) +y(—1,1).

Logo qualquer vetor da ImT' é combinagao linear de (1,1) e (=1, 1), ou seja
B ={(1,1),(-1,1)} gera ImT. Além disso /3 é linearmente independente, pois
a(1,1) +b(—1,1) = (0,0) implica que:

a—b=0

a=b=0.

a+b=0

Portanto, 5 = {(1,1),(—1,1)} é uma base para I'mT. Neste caso, temos que
ImT = R2,

Lema 3.1.14. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T': U — V uma transformacao
linear. Se 5 = {uy,...,u,} é uma base de U, entdao 8 = {T(uy),...,T(u,)} gera ImT.

Demonstragio. Seja v € ImT', entao existe u € U de maneira que T'(u) = v.

Como (8 é uma base para U podemos escrever u como combinacao linear de vetores

de 3, assim u = ajuq + ... + a,u,, onde ay, ..., o, € K.

Assim, usando a linearidade da transformagao T, temos v = T'(u) = a1T(u1) +
e+, T (uy).

Portanto, v é combinagao linear de {T(uy), ..., T(u,)}, ou seja, f' gera ImT. [
A seguir, enunciaremos o Teorema do Nucleo e da Imagem.

Teorema 3.1.15. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre K com dimgU finita e T :

U — V uma transformacao linear. Entao,

dimgU = dimg NucT + dimgImT.

Demonstracao. Como U possui dimensao finita, o subespaco NucT também possui di-

mensao finita, entdo consideremos ' = {uy, ..., u,} uma base para o NucT.
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Pelo Teorema [2.3.6, podemos completar 3’ até obter uma base para U, ou seja,

B" =A{u1,...,up, v1,...,v,} ¢ uma uma base para U.

Note que, dimg NucT = p e dimgU = p+q. Logo, basta mostrar que dimgImT =

Para tal, seja v € I'mT, entao existe u € U tal que T'(u) = v, como u € U podemos

escrever v de maneira inica como combinacao linear dos vetores de 8”, ou seja,
U= a1y + ... + apu, + bivy + ..+ by,

para ai, ..., ap, by, ..., b, € K.
Usando a linearidade de T',
v = T(u)
= T(ayuy + ... + apu, + byvy + ... + byvy)
= a;T(uy) + ... +a,T(up) + 01T (v1) + ... + b, (v,).

Mas, T'(u;) = 0, pois u; € NucT, i € {1,...,p}.
Logo, v = b;T(v1) + ... + b, T (v,), ou seja, {T'(vy),...,T(v,)} gera ImT.

Falta mostrar que {T'(vy),...,T(v,)} ¢ linearmente independente. Considere
blT(Ul) + ...+ qu(Uq) = 0,

para by, ...,b, € K. Pelo fato de T ser linear, T'(byv; + ... + byv,) = 0.

Entao, byv; + ... + byvy € NucT e portanto, podemos escrever como combinagao
linear de /', isto é,

bivr + ... + bgvg = arug + ... + apuy,
para a, ..., a, € K. Reescrevendo a igualdade acima, temos que
bivi + ... + bgvg — arug — ... — apu, = 0.
Usando o fato de 8" ser base de U, 3” é linearmente independente, logo seus escaleres sao
todos nulos, em particular, b = ... = b, = 0.
Assim, {T'(v1), ..., T'(v,) } é linearmente independente e, portanto, {T'(vy), ..., T'(vy) }

é uma base para ImT concluindo dessa forma que dimgImT = q. ]

Para as transformagoes lineares 1" dos exemplos a seguir utilizaremos este teorema

para determinar uma base para o nicleo e a imagem da T'.

Exemplo 3.1.16. Seja T : R*> — R? tal que T(z,y) = (22 + y,3z + 2y, —2z — v).

Queremos determinar uma base para o nticleo e para a imagem da 7.
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O nticleo da T é todo vetor v = (x,y) € R? que aplicada a T nos leva ao vetor
neutro do R?, ou seja, T'(z,y) = (0,0,0). Assim,

20 +y =0
(2 +y,3x+ 2y, —2x —y) =(0,0,0) & {3z+2y=0
—2z—-—y=0

Resolvendo o sistema temos x =y = 0, logo NucT = {(0,0)}.

Neste caso, por convencao dizemos que a dimNucl = 0 e 3 = () é uma base para
o NucT'.

Para determinar uma base para a imagem de T, vamos reescrever a lei de T" da

seguinte forma:

(2x 4+ y,3x 4+ 2y, —2x —y) = 2(2,3,—-2) + y(1,2,3).

Logo qualquer vetor da ImT pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
(2,3,-2) e (1,2,3), ou seja, 5 ={(2,3,-2),(1,2,3)} gera ImT.

Sabemos pelo Teorema do Nicleo e da Imagem que: dimgR? = dimrNucT +
dimgImT, isto é, dimgImT =2 — 0 = 2.

Portanto, ' = {(2,3,—-2), (1,2, 3)} é uma base para Im(T).
Exemplo 3.1.17. Seja T : R? — R? tal que T(z,y) = (3r — y,—3x + y). Vamos

determinar uma base para o ntucleo e para a imagem da 7.

O niicleo da T é todo vetor v = (z,y) € R? em que aplicada a T nos leva ao vetor

neutro do R?, ou seja, T'(x,y) = (0,0). Logo,

3r—y=20
(Bx —y,—3x+y)=(0,0) <
—3z+y=0

Resolvendo o sistema, temos y = 3z.
Assim, NucT = {(z,3z) | z € R} = {z(1,3) | z € R}.

Logo, 5 = {(1,3)} é uma base para NucT pois gera o NucT e [ é linearmente

independente. Além disso, note que dimg NucT = 1.

Para determinar uma base para a imagem, vamos reescrever a lei de 1" da seguinte

forma:

Logo qualquer vetor da ImT é escrito como combinagao linear dos vetores (3, —3)
e (—1,1),isto &, B ={(3,—-3),(—1,1)} gera ImT.
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Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, temos que a dimgImT = 1, pois
dimgR? = dimg NucT + dimgImT, ou seja, dimpImT =2 —1 = 1.

Assim, temos que 5 = {(3,—3)} ou 5" = {(1,—1)} é uma base para ImT.

3.2 Matrizes de transformacao lineares

Nosso objetivo nessa secao é escrever a matriz que representa uma transformagao
linear e, vice-e-versa, usando as bases candnicas dos espagos vetoriais envolvidos. Porém,
vamos determinar esse processo de um modo geral, usando bases quaisquer para os espacos

vetoriais.

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K com dimensoes n e m respectivamente,
e seja T : V — W uma transformacao linear. Vamos associar a transformacao linear T
uma matriz m x n sobre K (isto é, em M,,.,,(K)) que ird nos auxiliar no célculo de T'(v),

para v € V.

Vamos fixar as bases 8 = {vy,...,v,} e 8/ = {wy,...,wy} de V e W, respectiva-

mente.

Como ja mencionamos anteriormente, para escrever a transformacao linear T,

basta saber o valor de T nos vetores da base (3, pois

T(Z a;v;) = ZaiT(vi), para aq, ..., a, € K.
i=1 i=1

Assim, vamos descrever cada vetor T'(v;) como combinagao linear de vetores de /3,

ou seja,

m

T(v1) = anwy + ag Wy + ... + AWy, = Y G w;
=1

m
T(Un> = A1, W1 + A2pW2 + ... + QppWy, = Z AinW;
=1

para certos a;; € K com i € {1,...,n} e j € {1,..,m}. Em geral, para j € {1,...,m},

m
temos entao que 1'(v;) = ¥ ayjw;.
i=1

n
Agora, para v = ‘21 a;v; € V, onde os ;s estdo em K se que que
=

n m m n

T(v) = T(Zn:l av;) =Y ;T (vy) = Zn:l%'(z aijw;) = Z i(%‘az‘j)wi = (> aijop)w.

=1 i—1 j=11i=1 i=1 j=1
. . . n . ~
Por simplicidade, se escrevermos (3; = '21 a;;oy, para i € {1,...,m}, teremos entao
]:
m

que T'(v) = Y fyw; ou, em outras palavras, que [T'(v)]g = (51,..., Bm)p (isto é, as
i=1
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coordenadas de T'(v) em relagdo a base ' sao (f1,...,5m)). Assim, reescrevendo em

termos de multiplicagao de matrizes, teremos

@11 ... Qip (&3] B
)

Qm1 -+ Qmn Oy, 6m 8

isto é, [T'(v)]p = A - [v]s onde A é a matriz (a;;)i; € My xn(K).
A construcao acima nos sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.1. A matriz A = (a;;);; € Myx,(K) definida acima é chamada de matriz

da transformacao linear T com relacao ds bases B e ' e é denotada por {T}Bﬂ" No caso

em que os espacos vetoriais V' = W e as bases [ e ' sejam iguais, denotamos [T}ﬁﬁ/

simplesmente por {T}ﬁ. Além disso, se [ e ' sdo as bases canonicas dos espacos vetoriais

V e W, respectivamente, denotamos a matriz simplesmente por [T7].

Exemplo 3.2.2. Consideremos a transformacao linear 7' : R? — R3 definida por T'(z,y) =
(2z—y, x+3y, —2y) eas bases A = {(—1,1),(2,1)} doR?*e B = {(0,0,1),(0,1,—1),(1,1,0)}
A

do R?2. A partir dessas informacoes, vamos determinar a matriz {T} 5

T(_17 1) = (_3? 27 _2) = all(ov 07 1) + CL21(O, 17 _1) + CL31<1, ]-7 0)

az; = —3
B 91 = 5
as) + az = 2 , entao
a1 = 3
ajp — Qo = —2

T(27 1) = (37 5a _2) - alQ(Oa Oa ]-) + (122(0, 1a _1) + CL32(]-7 17 0)

39 = 3
_ 12 = 0
Qgg + aszy =5 , entao
99 — 2
(12 — Ay = —2
Portanto,
3
A
=0
-3 3

Exemplo 3.2.3. Sabendo que a matriz de uma transformacao linear 7 : R? — R? nas
bases A= {(—1,1),(1,0)} do R? e B ={(1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)} do R? ¢

E possivel encontrar a expressao de T(x,y).
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De fato, T(—1,1) = 3(1, 1, —1) + 2(2,1,0) + (3,0, 1) = (10,5, —2)
e T(1,0) = (1,1,—1) + 5(2,1,0) — (3,0,1) = (8,6, —2).
Além disso, (z,y) = a(—1,1) + b(1,0) = (—a + b, a), ou seja,
—a+b==x
, entao b=1x+y.
a=y
Logo, (z,y) = y(—1,1) 4+ (z 4+ y)(1,0). Pela linearidade de T,

T(x,y) = yT(-1,1)+ (x+y)T(1,0)
= (10,5, -2) + (z 4+ ¥)(8,6,-2)
= (10y + 8z + 8y, by + 6z + 6y, —2y — 2z — 2y)
= (8z+ 18,6x + 11y, —2x — 4y).

Exemplo 3.2.4. Seja T : R? — R? definida por T'(z,y) = (az + by,cx + dy) e as
bases A = {(1,0),(0,1)} do R? e B = {(1,0),(0,1)} do R?. Vamos determinar a matriz

1], =11
Aplicando a T nos elementos da base A, temos:
T(1,0) = (a,c) = a(1,0) +¢(0,1)
T(0,1) = (b,d) = b(0,1) + d(1,0)

Portanto, como A = B denotamos

3.3 Operadores diagonalizaveis
Seja T : V — V uma transformagcao linear. Neste caso, como T esta definida de
V' nele préprio, dizemos que 7' é um operador linear.

Agora, suponha que exista uma base B = {v,...,v,} de V tal que a matriz [T,

seja diagonal, ou seja,

A0 0

0 Ao 0
[T]B = )

0 0 An

onde \; € K para i =1,...,n.

Note que, T' (v;) = \jv; parai € {1,...,n}. Assim, vetores v,s com esta propriedade
serao importantes em nosso trabalho e cada um deles receberd o nome de autovetor

associado ao escalar \;.
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Definicao 3.3.1. Um autovalor de T é um elemento A € K tal que existe um vetor nao
nulo v € V com T (v) = Av.

Definicao 3.3.2. Se A é um autovalor de T, entao todo vetor nao nulo v € V tal que
T (v) = Mv é chamado de autovetor de T associado a A. Denotaremos por Autr (A) o

subespaco de V gerado por todos os autovetores associados a .

A préxima definicao, menciona os casos de matrizes [T'] 5 que sao da forma diagonal

através de uma base B.

Definicao 3.3.3. Suponha que dimg V =n < oo. Dizemos que T é diagonalizavel se
existe uma base B tal que [Ty é diagonal, o que é equivalente a dizer que existe uma

base formada por autovetores de T.

Exemplo 3.3.4. Dado o operador linear 7' : R? — R? tal que T'(x,y) = (2 + 2y, z + 3y),

verifique que v = (1,1) é um autovetor associado ao autovalor A = 3. De fato,
T(1,1) = (3,3) = 3(1,1) = 3.

Exemplo 3.3.5. Considerando o operador linear identidade 7" : R" — R™ tal que T'(v) =

v, temos que todo vetor nao nulo é um autovetor associado ao autovalor A = 1.

Exemplo 3.3.6. Considerando o operador linear 7" : R™ — R" tal que T'(v) = —v, temos

que todo vetor nao nulo é um autovetor associado ao autovalor A = —1.

Observagao 3.3.7. Seja T : V — V um operador linear onde V é K-espaco vetorial de
dimensao finita. Uma pergunta natural é como podemos determinar todos os autovalores

e autovetores de 7.
A seguir, apresentaremos um forma de responder essa pergunta.

Inicialmente, observamos que se A € K for um autovalor de T, entao existe um
autovetor v € V tal que T'(v) = Av. Ou seja, (AMd—T)(v) =0, onde Id : V — V é a

transformacao identidade em V.
Portanto, A é autovalor de T' se, e somente se, Nuc(Ad — T') # 0.

Agora, vamos traduzir as informagoes acima para a linguagem de matrizes, para

tal seja B uma base qualquer de V' e considere a matriz [AId — T, entao

Nuc(Ad—T) # 0« [AMd—T]z nao é invertivel < det([\d—T]z) = 0.

Observacao 3.3.8. A equivaléncia acima nos mostra como podemos determinar os au-
tovalores de um dado operador 7. Além disso, nesse caso, det [A\Id — T'|; é um polindmio

monico de grau n na variavel A com coeficientes em K. Assim,

A é um autovalor de T' < é uma raiz de det [\[d —T],.
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A observagao acima, nos sugere a seguinte definicao:

Definigao 3.3.9. Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita, T": V — V um
operador linear e B uma base de V. Chamamos o polinémio det [\ d — T 5 de polinomio

caracteristico de T e o denotamos por pr ().
Portanto, da observacao acima temos que os autovalores de T, caso existam, serao
as raizes de seu polinémios caracteristico.

Exemplo 3.3.10. E possivel calcular os autovalores e autovetores correspondentes do
operador T : R? — R? definida por T'(z,y) = (2 + vy, 3x + 4y).

De fato, se B = {(1,0)(0,1)} ¢ base candnica R? sobre R, entdao a matriz corres-

el )

Logo, montando o polindomio caracteristico temos que

pondente de T é

2—-A 1

det(A — \I) = s

—0 & (2-M)4d-)N)—-3=0

8 =2\ —4A+ X =0
M —6A+5=0
A=1DA=5)=0
Al =1ou Ay =5.

T T e

Portanto, A\ = 1 ou Ay = 5 sdo os autovalores de T'. Agora, precisamos encontrar
os autovetores associados a cada autovalor, ou seja, precisamos determinar os vetores

(ndo-nulos) que sdo solugao do sistema homogéneo abaixo:

(A—X)v =0, comv—r]@F_)\ ! ][x]_{@]
Y 3 4=y 0

Substituindo A por 1,

1 1 |z 0 r+y=0
= = = = —U.
3 3] |y 0 3z +3y =0
Assim os vetores v; = (—y,y), y € R* sdo os autovetores associados ao autovalor

A1 = 1. Logo, Autr(1) = [(—1,1)].

Substituindo A por 5,

-3 1 T 0 —3r+y=0
3 —1 |y 0 x—y=0
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Logo os vetores vy
Ay = 5. Assim, Autr(5) =

triz

De fato,

det(A—X)=|0

Além disso,

(A— M) =

Substituindo A por -1,
1 0 2| |z
0 0 0f |yl =
2 0 1| |z
Assim, os vetores v; = (0,y,0),

~1. Autp(=1) = [(0,1,0)].

Substituindo A por 2,

-2 0 2

2 0 =2

Assim, os vetores vy = (2,0, 2),

Autr(2) = [(1,0,1)].

Substituindo A por -2,

O N
S = O

2
0
2

SEESIES
I

s
0 -3 0] |y|l=
z

0
0] <
0

= (z,3z), = € R* sdo os autovetores associados ao autovalor
[(1,3)].

Exemplo 3.3.11. Vamos determinar os autovalores e autovetores correspondentes a ma-

0 2
A= -1 0].
2 0 O
2
01=0 < (=N)(=1=XN)(=A)—-4(-1=-X)=0
—A
s NN 44 +4=0
& AFD(=N+4)=0
S A =-—1,0ul =2 oul=—
—A 0 2 x 0
& 0O —1—-X 0] |y|l=10
2 0 —A| |z 0
0 r+22=0
0 =x=2z=0.
0 20 +2=0
R* sao os autovetores associados ao autovalor A\; =
0 —2x+22=0
0] & (-3y=0 = x=2zy=0.
0 20 —22z=0

z € R* sao os autovetores associados ao autovalor \y = 2.

20+ 22=0
y=0 =>r=—zy=

20 +22=0
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Assim, os vetores v3 = (—z,0,2), z € R* sdo os autovetores associados ao autovalor
A3 = —2. Logo, Autp(—2) =[(—1,0,1)].

Exemplo 3.3.12. Seja T : R? — R? definida por T'(z,y) = (—y, x).

Se B ={(1,0)(0,1)} é base canonica R? sobre R, entao [T] =

0 —1
1 0|

Além disso,

1ol Jo -1 o1l
) T e | O

Como pr(z) = 2% + 1 ndo tem raizes reais, segue que T nio possui autovalores.

Exemplo 3.3.13. Considere agora T : C*> — C? definida por T'(z,y) = (—y,z). Note
que o polindémio caracteristico pr(\) = A%+ 1 é o mesmo do exemplo anterior. Mas aqui,
como estamos considerando C? como espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, entao
pr(A) = (A —1)(A+ 1) e os valores 7 e —i sdo autovalores de T. De forma analoga aos
exemplo anteriores, temos que Auty(i) = [(i,1)] e Autr(—i) = [(7,—1)].
Além disso, 8 = {(i,1)(i,—1)} ¢ uma base de C? sobre C e, nesta base, T tem sua
v 0

forma diagonal [T'] = 0 i
—1

Observagao 3.3.14. Os exemplos acima sugerem-nos que, se juntarmos as bases dos
varios Autp(\) com A autovalor de T, teremos um conjunto linearmente independente.

Mostraremos que isto de fato vale em geral.

Teorema 3.3.15. Seja T' : V. — V um operador linear onde V é um espago vetorial
sobre K de dimensao finita e sejam Aq,...,A\;, t > 1, autovalores de T, dois a dois distintos.

Entao, as implicacoes a seguir sao verdadeiras.

(a) Se vy + ...+ v, =0 com v; € Autp(N;),i € {1,...,t} entdo v; = 0 para cada 1.
(b) Para cada i € {1,...,t}, seja §; um conjunto linearmente independente contido em

Autp(N;). Entao, p1UB2U...U B é linearmente independente.

Demonstragio. (a) Este item serd demonstrado por indugao sobre t.
Se t = 1, entao temos diretamente v; = 0.

Vamos agora supor que a condi¢ao é valida para k < ¢, ou seja, se v; + ... + vy =0

com v; € Autp(N;), 1 € {1,...,k} entdo v; = 0 para cada i.

Vamos mostrar que vale para k = t. Seja
v+ v+ ...+ v =0, (3.1)

com v; € Autr();), para todo i =1, ..., t.
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Aplicando T na igualdade acima temos que
0 = T(0)
= T(vy+ve+ ...+ 1)
= T(v1)+T(ve) + ... + T(vy)
= AU + AgUs + ... + ANy,

ou seja,

)\11)1 -+ )\2'112 “+ ...+ )\tvt =0 (32)
Multiplicando (3.1)) por A; e subtraindo de ({3.2)), temos

()\1 — )\2)1)2 -+ ()\1 — )\3)?)3 + ...+ ()\1 — )\t)vt =0.

pela hipétese de indugao , teremos que (A; — \;)v; = 0 para todo i € {2,...,t}.
Mas como Aq,...,A\;, sao autovalores, dois a dois distintos, temos que v; = 0 para
todo i € {2,...,t}. Além disso, pela equagao (3.1 temos também que v; = 0, como

queriamos demonstrar. Logo, a afirmacgao é verdadeira para todo ¢t € N.

Para cada i € {1,...,t}, definimos o conjunto ; = {v;1, ..., Vi, }. Mostraremos que

{V11, <oy Vingy ooy Uty -y U, } € LI Para isto, consideramos a combinacao linear nula
11011 + ...+ alnlvlnl + ...+ Q41 U1 + ...+ alnlvlm = 0
. . nl .
sendo «;; € K para todos ¢ e j. Como Y. ;v € Autrp();) para cada i, segue do
Jj=1

item (a) que Z a;;v;; = 0 para todo i € {1,...,t}. Além disso, 5; é um conjunto
=1
linearmente independente, logo temos que «a;; = 0 para todo ¢ € {1,...,t} e todo

j €{1,...,n;}. Portanto,
sUBU--Ub

¢é linearmente independente.

O

Observacao 3.3.16. Estamos interessados na situacao em que existe uma base de auto-

vetores para o espaco vetorial V. Tal base existira se e somente se a uniao g1 UJ G U ... U B¢
(notagao do Teorema [3.3.15)) for uma base de V. E imediato verificar que isto vai ocorrer

se e somente se

t

i=1

Em resumo, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3.17. Seja T': V. — V um operador linear onde V é um espaco vetorial

sobre K de dimensao finita. Se Aq,...,A\; sao autovalores de T, entdo T é diagonalizavel se

t
e somente se dimgV = Y dimg Autr();).

i=1
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No préximo capitulo vamos aplicar os resultados desenvolvidos ao longo deste
trabalho.
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4 Aplicacoes de transformacoes Lineares

Neste capitulo vamos utilizar o GeoGebra para exemplificar transformacgoes line-

ares planas e além disso, vamos utilizar o conceito de autovetores e autovalores para

rotacionar curvas conicas no plano.

4.1 Transformacoes Lineares no GeoGebra
Nesta se¢ao, vamos construir um manual para exemplificar transformagoes lineares
planas no GeoGebra a partir de uma imagem qualquer.

Passo 1) Digite no campo de entrada trés pontos quaisquer para formarem trés
vértices de uma figura qualquer. Por exemplo, digite A = (0,0), B = (6,0) e C' = (0, 10),

conforme a figura a seguir.

Rle AP0 4 N2

Passo 2) Clique em “Inserir Imagem” e selecione uma imagem dos arquivos.

AN EIE

272 Controle Deslizante

ABC Texto
M Inserir Imagem

[ok1 Botao

Passo 3) Para deixar a figura na origem do sistema cartesiano troque as coorde-
nadas do vértices da figura escolhida. Para isso, clique com o botao direito na imagem e

selecione configuragoes.

R]A OGO L N e

Q@ A=(00) N m%
O B=(60) i
.
Q@ c=(010 i o L SN —
J O |
+ I N

AW\ L
s+ = /) Imagemfigl
@, Exibir Objeto
Travar Objeto
T Travar a Tela
AT g3 Renomear
Apagar

-2 0 2
Configuracdes
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Passo 4) No canto superior direito aparecerda uma nova janela. Selecione posicao e

marque em cada canto 1, 2 e 4 os pontos A, B e (', respectivamente. Esse procedimento

serve para a imagem se enquadrar entre esses pontos.

Basico  Cor Estilo  Posicéo

Avancado Programacéo
Canto 1: A
Canto2: B
Canto4: C

Posicéo Absoluta na Tela

Centralizar Imagem

No préximo passo vamos criar os botdes de “controle deslizante', que serviram
para auxiliar as transformagoes.

Passo 5) Na barra de ferramentas selecione o botao “Controle deslizante”.

Apés, clique no plano cartesiano com o botao esquerdo para criar o primeiro
controle deslizante, escolha o nome e o intervalo.

controles deslizantes a, b, ¢ e d.

Repita esse processo até inserir 4

o
i

o

e

INSTITUTQ DF MATE
A ISTATSTICA E

o—
-10 -8 -5 4 2 0 2 4

Passo 6) Posicione o controle deslizante em @ = 1, b =0, ¢ = 0 e d = —1, por
exemplo.

Passo 7) Agora vamos construir uma matriz de ordem 2 x 2, onde as entradas

sao as variaveis do controle deslizante. Para isso, digite no comando de entrada T =

{{a,b},{c, d}}.
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Bloéd 742> 0O 4N 2@
Q@ A=(00) =
n =1
© B=(6.0 : - ¢
@ c=(10 i _0.:0_
® a=1 H c=0
S smmmaan opasenennl
5 . 50 ik’
b=0 : ——
e o~ 5
c=0 H
[ 50 -2
d=-1
@

5 —— 53

Passo 8) Construa trés novos pontos que serdo a imagem de A, B e C via a aplicagao
da transformacao linear determinada pela matriz T. Para isso, digite no comando de

entrada:
A=TxA B =T x B C'=TxC.

Note que, o ponto A’ é obtido pelo produto da matriz T por A.

A=(TA
® (TA)
- (0,0
B'=(TB
® (T B)
— (6. 6)
C=(TC
® (1O
— (10, 10)

Passo 9) Insira novamente a mesma imagem, agora marcando as posigoes dos

cantos com os pontos A’, B" e (', respectivamente.

314 1R1ICH | 8 10 12 1
WL DE WHEATLICT

1 0
Note que como no Passo 6 construimos a matriz T' = 0 temos que a trans-

formacao linear é T'(z,y) = (z, —y), ou seja, uma reflexdo em torno do eixo Ozx.

Portanto, mudando os valores das constantes a, b, c e d dos controles deslizantes,

obtemos todas das transformacoes lineares planas T'(x,y) = (azx + by, cx + dy).
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Vamos refazer os Exemplos [3.1.7, [3.1.8] e [3.1.2] agora usando essa construcao no
GeoGebra:

Exemplo 4.1.1. Considere a transformagao linear T'(z,y) = (z+vy,y), cuja matriz é dada

11
por [T] = , que representa um cisalhamento. Observe na Figura |18] os controles

0
deslizantes, onde a =1, b=1,c=0ed = 1.

s( X )
e

Wz

Figura 18 — Cisalhamento de uma imagem

Exemplo 4.1.2. Considere a transformagao linear T'(x,y) = (—y, x), cuja matriz é dada
0 -1

) , que representa uma rotacao de 90° graus na origem. Veja a Figura

por [T] =

19

10 15

Figura 19 — Rotagao de uma imagem
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Exemplo 4.1.3. Considere a transformagao linear T'(z,y) = (2x — y,3z + 5y), uma

2 -1

transformacao linear composta, cuja matriz é dada por T = . Veja o resultado

na Figura [20]

Figura 20 — Exemplo de transformacao linear composta aplicada a uma imagem

No proximo exemplo vamos refazer o Exemplo [3.1.7] com a prépria letra H, agora

utilizando produto de matrizes para determinar a imagem da transformacao linear.

Exemplo 4.1.4. Considere a transformacao linear 7' : R?* — R? tal que T'(z,y) =

(z+y,y).
1 1]
0o 1|
2%X2

Seja A a matriz dos pontos que correspondem aos vértices da letra H (cor branca).

Neste caso, a matriz dessa transformagao linear ¢é [T] =

Note que os pontos sdo escritos em forma de coluna na matriz A.

A |1 12222333344
1050235023505

2x12

Para determinar a imagem do pontos da matriz A pela transformacao linear T,

devemos fazer o produto de [T] por A, ou seja,

|t
01

A =

112222333344
0502350233505

16 2457356 8 409
050235023505/

Na matriz A’, assim como na matriz A as imagens dos pontos de A’ também estao

em forma de coluna e correspondem aos vértices da letra H em italico.

[T representa um cisalhamento na horizontal, conforme a Figura [21]
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DI S SO S AP ANEIES

—(31) "

Figura 21 — Cisalhamento na horizontal

4.2 Rotacao de conicas

Neste capitulo usaremos nosso estudo de Autovalores e Autovetores para rotacionar
e identificar Curvas Conicas no plano. Este capitulo serd baseado em (STEINBRUCH,;
PAULO, 1987).

4.2.1 Forma quadratica no plano

A matriz simétrica real:

A=

a c
c b
associa ao vetor vg = (z,y) € R? referido a base canonica S = {(1,0), (0,1)}, o polinémio

az? + by? + 2cay

que é um polinémio homogéneo do segundo grau em z e gy, chamado forma quadrdtica no

plano.

Na forma matricial, esse polindomio é representado por

vtSAvs = [x y] [a c] [x] ,onde vg = {I]
c bl |y Y

sendo a matriz simétrica A a matriz da forma quadratica.

Na préxima se¢dao, vamos iniciar um estudo mais geral sobre curvas conicas, em

relagdo ao realizado no Capitulo . Usaremos os métodos e linguagem de Algebra Linear
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para estudar as Curvas Conicas: Parabola, Elipse e Hipérbole cujos seus eixos de simetria,

eixo maior, eixo real, respectivamente, ndao sao paralelos aos eixos coordenados Ox e Oy.

4272 C(Cobnicas

Chama-se conica a todo conjunto de pontos M do plano cujas coordenadas x e v,

em relacao a base canodnica, satisfazem a equacao do segundo grau:

az® + by* + 2cxy +dr+ey+ f=0

onde a, b e ¢ nao sdo todos nulos.

4.2.3 Equacao reduzida de uma conica

Nosso proposito é o reconhecimento e analise da equagao de um conica. Dividire-

mos esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira constituida de trés passos.

Seja a equagao de uma conica:

az® + by? + 2cay +dx +ey + f =0. (4.1)

1* Etapa: Eliminagao do termo zy para escrever a equacao reduzida da conica em um sistema

adequado.

1° Passo: Escrever a equacao na formal matricial:

a c| |x x
+ |d +f=0
ol ] e ]
ou seja,
UgAU5+NUS+f:O
onde:

Zj,e N=d 4

=" A=
Y

2° Passo: Calcular os autovalores A e Ay e os autovetores u; = (211, 212) € uy = (a1, Ta2)

da matriz simétrica A.

3° Passo: Substituir a forma quadratica

@mzhﬂtjﬂ

pela forma canonica:

0 A

v}ngvp _ [x/ y/} [)\1 0 [x:]
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T 11 T21 (L’/
vg = por Pvp = e
Y T2 To2| |Y

tendo o cuidado para que det P = 1, a fim de que essa transformacao seja uma

rotagao.

Assim a equagao (4.1)) se transforma em:

, , )\1 0 x 11 T21 x o
c afs JEfe il 2l

ou seja,

M+ My +pr’ +qy + f=0 (4.2)

que ¢é a equagao dada em (4.1)), porém referida ao sistema z’Oy’, cujos eixos
sdo determinados pela base formada pelos autovetores P = {uy,us} conforme
a Figura

Figura 22 — Rotacgao dos eixos coordenados

Fonte: Winterle; Steinbruch (2000)

Observamos que enquanto a equagao (4.1)) apresenta o termo misto xy, a equa-
cao (4.2)) é desprovida dele. Portanto, na passagem de uma equagao para outra

ocorreu uma simplificacao.

2% Etapa: Translacdo de eixos. Nesta etapa faremos como primeiro capitulo com as curvas

coOnicas, e para isso utilizaremos a técnica de completamento de quadrados.
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Exemplo 4.2.1. Vamos determinar a equacao reduzida, identificar e representar geome-

tricamente as conicas representadas em (a), (b), (c) e (d).
(a) 202 + 292 + 2wy + 7V/2x + 5¢/2y + 10 = 0.

1° passo: Escrevemos a equagao na forma matricial:

2° passo: Calculamos os autovalores e os autovetores unitarios da matriz:
2 1
A= .
1 2

2—A 1
Inicialmente, fazemos: det(A — A\I) = [ } =0

T T

+[7v2 5v2 | +10=0. (4.3)

1 2—-A

ou seja,

2-N)2-N)—-1=4—4A+ XN -1=)N -4\ +3=0.

Assim, obtemos os autovalores \; =3 e Ay = 1.

Agora, para obtermos os autovetores de A, resolvemos o sistema:

GG
G

assim, obtemos os autovetores v; = x(1,1), z € R*.

HiuEb

assim, vy = z(—1,1), x € R* sdo os autovetores associados.

1
V2

Para \; = 3, temos:

)

Para Ay = 1, temos:

Os vetores unitarios correspondentes sao:

() ¢ e

Sk
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3° passo: Substituindo a forma matricial

=22

por

1 -1

€ o vetor [m] por ? \{E [x’]
’ i V2

Logo, a equagdo [£.3] serd reescrita da seguinte forma:

SR

ou seja,

+[7v2 5v2 | +10=0

x/
y/

s -
SES

322 +y? + 122" — 2y +10 =0

(32 4+ 122") + (v* — 2¢y') = —10

3(x? + 42') + (y? — 2y') = —10

3% +42'+2) + (y?* -2y +1)=—-10+3(2) + 1

32 +2)*+(y—1)*=3

E finalmente, sendo as formulas de translagao: X = 2’42 e Y =1y —1, obtemos
a forma reduzida da conica: 3X?> +Y?=3 ou — + — =1

Esta equacao representa uma elipse com eixo maior sobre OY e sua representacao

geométrica no plano cartesiano é indicada na Figura 23|
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Figura 23 — Elipse 1 rotacionada e transladada

(b) 1722 + 8y + 122y — 102 + 20y + 5 = 0.

1° Passo: Escrevemos a equacao na forma matricial

SNl

2° Passo: Calculamos os autovalores e os autovetores unitarios da matriz

A= 176‘
6 8

[17—)\ 6

T

Y

+[ 10 20 ] +5=0.

Y

Fazemos det(A — AI) = det S

(17— A)(8 = ) — 36 = 136 — 17TA — 8\ + A2 — 36 = A2 — 25\ + 100 = 0,

] = 0, ou seja,

Assim, obtemos os autovalores: A\; =5 e Xy = 20.

Para obtermos os autovetores de A, resolvemos o sistema:

g

Para A\ = 5, temos:
12 6||z]| |o
6 31|y 0’

assim, obtemos os autovetores v; = z(1, —2), z € R*.

E, para Ay = 20:
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MRt

Logo, os autovetores associados sao vy = x(2,1), z € R*.

Os vetores unitarios correspondentes sao:

n~(7) < m-()

3° passo: Substituindo a forma matricial

RIS

por
5 0 !
By )
0 20 Yy
1 2
- = - = /
eovetor[x] por @ \1/5 [a:/]’
Y — — Y

V5 V5

a equagao (4.4) pode ser reescrita, como segue:

1 2
I M R AR
V6 V5

ou seja
50
52" +20y"* — —=a2' +5 = 0.

V5

Aplicando o método de completamento de quadrados,

50
(5a'? — —\/ga:’)
10
5(x"? — %x’) + 20y = -5
1
(x/Z _ 0 iU,) +4y/2 =1

V5

10
(.Z'/Z _ 71,/_{_5) +4y/2 — _1 +5

VB
(I/ _ \/5)2 + 4y/2 = 4.

E finalmente, usando as férmulas de translacdo: X =2’ — /5 e Y =4/, temos a

+20y”? = -5

equacgao reduzida para a elipse com eixo maior sobre OX

X2 4+4Y? =14
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ou ainda:
X2 y?
— 4+ — =1.
4 + 1

Representando geometricamente, obtemos (veja a Figura :

Figura 24 — Elipse 2 rotacionada e transladada

(c) 22 +y* + 42y — 3 = 0.

1° Passo: Escrevemos a equacao na forma matricial:

E y][; i”z]—?):o. (4.5)

2° Passo: Calculamos os autovalores e os autovetores unitarios da matriz

1 2
A= )
2 1 ]
1—A 2
det(A —\I) = = 0, obtendo assim
2 1—A
os autovalores Ay = —1 e Ay = 3.

Para obtermos os autovetores de A resolvemos o sistema

MR

Para A\ = —1, temos:
2 2 x|
22y |

Logo, os autovetores sao v; = z(1,—1), x € R*.

E para \y = 3, vem:
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M

e vo = z(1,1), z € R* sdo os autovetores associados.

Os vetores unitarios correspondentes sao:

(53 ()

3° passo: Substituindo a forma matricial

L

por
-1 0 !
Ea )
0 3 Y
A equagao (4.5)) fica:
-1 0 !
[ 'y } S 3=0
0 3 Y
ou seja

3y/2 o le — 37

que representa uma hipérbole com eixo real sobre Oy’. Na Figura [25| representamos esta

hipérbole geometricamente.

Figura 25 — Hipérbole rotacionada
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(d) 2%+ 92 + 22y — 422 = 0.

1° Passo: Escrevemos a equacao na forma matricial:

[ } 1 1
T
Y111
2° Passo: Calculamos os autovalores e os autovetores unitarios da matriz
11
A= )
1 1

1—A 1
1 1—A

X

Y Y

+ [ —4v2 0}{:6]—0. (4.6)

Fazemos det(A — A\I) = det [ ] = 0, obtendo assim, os autovalores:

)\1:0 e)\2:2.

Para obtermos os autovetores de A resolvemos o sistema

LIELE]
i

Logo, os autovalores associados sdo v; = z(1,—1), z € R*.

SAELB]

Logo, v, = x(1,1), z € R* sdo os autovetores associados.

Para \; = 0, temos:

E para \y = 2,

Os vet itari dentes sa ( L -1 L1
S vetores unitarios correspon entes sao: up = —=, — = € Ug = —, =] .
V2 V2 272

3° passo: Substituindo a forma matricial

A

el

por

1
e o vetor {x] por \_/%
Y -
V2
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a equagao (4.6) pode ser reescrita da seguinte forma:
00 x

Ea
0 2 Y

2y? —4x? — 4y* = 0.

+] —4v2 0]

SIS -

ou seja,

E utilizando a técnica de completamento de quadrados
2(y12 _ 2y12> — 4(17,

y/Q _ 2y/ = 2!

y? -2y +1=22"+1

@uwysz+;.

Finalmente, usando as féormulas de translagdo: X = 2’ + 5 © Y =9 — 1,

obtemos a equacao reduzida
Y? =2X,

a qual representa uma parabola com eixo de simetria OX e que representamos geometri-

camente na Figura

-9 -8 -7 -6

Figura 26 — Pardbola rotacionada e transladada
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5 Conclusoes

Com este trabalho percebemos a importancia do estudo de Algebra Linear e suas
conexoes com Geometria Analitica. Com o objetivo de estudar e de rotacionar curvas
cOnicas no plano, revisamos conceitos importantes para tal objetivo, em particular defi-
ni¢oes e propriedades basicas de curvas conicas, de transformacoes lineares, autovalores e

autovetores.

Além disso, usamos o software livre GeoGebra, como um recurso para visualizar
a geometria de transformacoes lineares em R2. Usando a janela de visualizacdo podemos
construir: pontos, vetores, se¢oes conicas e outras figuras geométricas, além disso podemos
trabalhar com matrizes, sistemas lineares, transformacoes lineares, dentre outros conceitos

importantes da Algebra Lineare e Geometria Analitica.

Mostramos, através dos recursos do GeoGebra, uma maneira de trabalhar com

transformacoes lineares planas a partir de uma imagem qualquer.

Aos alunos que nao tiveram a oportunidade de estudar essas aplicagoes, o texto
mostra algumas das aplicagoes mais classicas da Algebra Linear. Espera-se que este

trabalho possa ser usado como referéncia ao leitor interessado no assunto.

“A Algebra é muito generosa, frequentemente ela dd mais, do que se podia esperar
dela,” D’Alembert.
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