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Resumo

Cabos sao amplamente utilizados em estruturas maritimas, mais especificamente no ramo
das industrias petroliferas e naval. Cabos umbilicais utilizados em veiculos subaquéaticos
operados remotamente (ROV — Remotely Operated Vehicle), risers, ou ainda cabos de
reboque, amarragado ou ancoragem para estruturas flutuantes requerem atengao especial.
Devido a extensa gama de aplicagoes, realizar um estudo de tais estruturas é de extrema
importancia. A maioria dos trabalhos encontrados sobre modelagem de cabos utiliza a
técnica de elementos finitos e, geralmente, em tais trabalhos o foco estd voltado para a
obtencao de esforcos em equilibrio estatico, importante para efeitos de dimensionamento.
Neste trabalho sera feito um estudo analitico e numérico da dindmica de cabos, utilizando

neste ultimo o método de discretizacao por diferencas finitas.

Palavras-chaves: Cabos, modelagem dinamica, diferencas finitas, solugao analitica, si-

mulagoes.



Abstract

Cables are widely used in marine structures, specifically in field the oil and marine in-
dustries. Umbilical cables used in Remotely Operated Vehicle (ROV), risers, or towing
cables, mooring or anchoring cables for floating structures require special attention. Due
to the wide range of applications, conducting a study of such structures is of utmost
importance. The most of the works found on cable modeling uses the finite element te-
chnique and generally, in such work the focus is on obtaining static equilibrium efforts,
important for sizing purposes. In this work will be made an analytical study and numeric

of cable dynamics, using in the last one the finite difference discretization method.

Key-words: Cable, dynamics models, finite differences, analytical solution, simulates.
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1 Introducao

A demanda por 6leo e gas vem impulsionando a exploragao de petroleo em regies
de aguas cada vez mais profundas e distantes da costa. Essa busca sofre um enorme
avanco no ano de 2006, quando um novo capitulo na histéria do petréleo mundial comeca
a tomar forma ao descobrir-se extensas reservas de petréleo e gas ao longo da costa sudeste
do Brasil (Figura [1)).

Figura 1 — Reservatorios de Petréleo de até 7 km (PETROBRAS, 2015).

A nova provincia de 6leo possui uma extensao de quase 800 km de comprimento e
reservas estimadas em bilhoes de barris de 6leo leve. Esse contexto tem gerado diversos
desafios para a engenharia, pois produzir 6leo e gas em um ambiente demasiadamente
hostil no qual estao localizadas as jazidas, com condigbes oceanograficas severas, 300
km distante da costa, lamina de agua atingindo 2200 m de profundidade e reservatorios
chegando a 5000 m abaixo do leito marinho, incluindo uma camada de sal de aproxi-
madamente 2000 m de espessura além da existéncia de dificuldades relacionadas as altas
pressoes dos reservatorios, contaminantes presentes nos fluidos produzidos, transporte e
logistica, requerem investimentos em tecnologia de ponta. Para estabelecer novos padroes
de perfuragao e completagao, muito foi investido em sistemas submarinos e de ancoragem
de plataformas para toda a industria. Tudo isso contribuiu para o plano logistico, ousado
e de grande esfera nas operagoes (PETROBRAS, 2015]).

Muitas das estruturas empregadas na industria de petréleo sao estruturas do tipo
cabo e, dessa forma, o estudo da dinamica de cabos constitui um tema de grande im-
portancia nessa area. Dentre alguns exemplos de aplicabilidade de estruturas do tipo

cabo no universo subaquatico estdo os cabos umbilicais que sao utilizados em veiculos



Capitulo 1. Introdugdo 8

subaquéticos operados remotamente (ROV — Remotely Operated Vehicle), risers (dutos
que conduzem o petréleo ou gas do fundo do mar até a plataforma), ou ainda, cabos de
reboque, amarracao ou ancoragem para estruturas flutuantes. A Figura |2| ilustra alguns

exemplos dessas aplicagoes.

Plataforma
Semi-submersivel

Plataforma Navio de Producao e Estocagem
—

Fixa
————— — 1».}

Figura 2 — Plataformas Petroliferas (PRESALL 2009).

Os cabos umbilicais (usados na transmissao de informacao de dados e sinais) em-
pregados nos sistemas de produgao flutuantes para a exploragdo de petroleo constituem
estruturas muito complexas, tanto com relacao as geometrias quanto as composicoes de
materiais utilizados. Na Figura [3| tem-se um exemplo de um cabo umbilical. Uma vez
instalados, tais cabos possuem duas zonas que estao sobre solicitagoes muito diferentes.
A primeira fica suspensa desde a unidade de producao até o fundo do mar, e a segunda
encontra-se assentada no leito marinho. Na primeira zona as cargas atuantes sao de na-
tureza dindmica, originadas pelas ondas, correnteza, ventos, movimentacoes do sistema
de producao flutuante. Ja na segunda zona as cargas atuantes sao quase sempre estati-
cas. A zona em que o cabo encontra-se suspenso é onde se evidencia a complexidade dos
carregamentos a que estdo submetidos os cabos umbilicais (CORDOVES, 2008).
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Figura 3 — Cabo umbilical (OMNISENSTV, 2012).

As linhas flexiveis e risers sao de fundamental importancia na industria petrolifera,
uma vez conectadas ao pogo conduzem os componentes do petréleo (éleo, dgua e gés) até
a plataforma para o seu processamento primario. Podem também interligar uma unidade
a outra, para injecao ou descarte de fluidos em reservatérios ou para a exportagao da
producao em terra. Elas também podem ser utilizadas para injecao de gas e dgua no
poco, com o objetivo de aumentar a producao de pogos em que a energia de elevacao

natural foi diminuida com o tempo de producao, tal processo é chamado de completacao.

Existem dois tipos de linhas flexiveis: linhas flexiveis com camadas aderentes e
sem escorregamento entre as suas camadas, devido a vulcanizacao das camadas metalicas
em uma matriz de elastomero. O outro tipo nado possui aderéncias em suas camadas,
ocorrendo livre deslizamento entre suas camadas. Este tltimo tipo é mais usado no

segmento offshore do Brasil.

As linhas flexiveis (Figura[4)) sdo geralmente constituidas por camadas poliméricas

e metalicas em forma de tubo e com um arranjo helicoidal (OLIVEIRA, [2017)), possuem

em suas extremidades acessorios denominados “conectores” e sao empregados em todo
sistema submarino de coleta e escoamento, tais conectores ligam as arvores de natal
molhadas (conjunto de vélvulas operadas remotamente instaladas na cabega do pogo
submarino que controlam o fluxo do fluido produzido ou injetado no pogo) a manifolds
(conjunto de vélvulas e acessérios que servem para direcionar a producao de varios pogos
para um duto coletor, o qual conduz a produgao total para uma unidade de producao) ou
a risers, os quais sao ilustrados na Figura 5| (TECPETRO, 2014).
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Figura 4 — Linha Flexivel (PETROBRASI, 2015).

Figura 5 — Arvore de Natal molhada (esquerda) e manifolds (direita). (PETROBRASI,
2015).

Denomina-se riser as linhas flexiveis sujeitas as cargas dinamicas da catenaria,
isto €, o trecho suspenso das tubulagoes que interligam as linhas de produgao submarinas
(oriundas de uma arvore de Natal molhada ou manifold) as plataformas. Dessa forma, o
riser € a interface entre a estrutura que se encontra estatica no leito marinho, e a estrutura
flutuante que possui comportamento dindmico. Os risers se destacam por apresentarem
grandes desafios computacionais e de modelagem. Qualquer falha nos sistemas de risers
pode causar sérios danos ao ambiente marinho e provocar interrupcao na producgao de
0leo, gerando altos custos tanto no reparo quanto na recuperacao do meio ambiente. Dessa
forma, entende-se que o sistema de risers é uma das partes mais criticas em um projeto
de estruturas offshore, e seu alto custo reflete um pouco essa importancia
. Em sua construcao devem-se utilizar componentes internos que suportem altas

cargas de tragao e compressao.

Existem diferentes tipos de risers, cada um empregado em diferentes situagoes:
Os risers flexiveis em forma de catenaria livre sdo empregados em aguas relativamente

rasas. Ja em aguas moderadamente profundas emprega-se uma boia intermediaria com o
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objetivo de atenuar o peso do comprimento do riser, estabelecendo-se uma dupla catenéria
lazy-s. Em aguas profundas o uso de flutuadores vinculados ao fundo do mar se torna
invidvel, e se empregam entao flutuadores de espuma colocados ao longo do comprimento
do riser. Estas configuragoes se denominam: lazy wave e steep-wave. Ilustra-se na Figura
[0] algumas dessas configuragoes empregadas em risers e cabos umbilicais. Na Figura [7]
destaca-se a configuragdo Lazy-wave (uma das mais utilizadas no mercado offshore) e na

Figura |8 pode-se ver os componentes internos de um riser.

Rigido Catenaria Simples “Steep-S”

FEFTEETTTITES T TITIIS CTITITTIITIIIT
Steep“' “Lazy_S!l uLazy_waven
wave -

GIIIIIIIIIIIVY. s IS IIIIII S s PITLIISIILIII IS

Figura 6 — Configuragoes utilizadas em Risers e cabos umbilicais.

Configuragdes em catenaria do Riser:

e Catendria Simples: é uma catendria direta do leito marinho até a plataforma,

nesse caso todo o peso do Riser é suportado pelo suporte da plataforma;

e Steep-S e Lazy-S: Nessas configuragoes um flutuador ¢ utilizado, esse flutua-
dor encontra-se ancorado ao leito marinho e faz com que o peso do Riser seja aliviado,
diminuindo dessa forma as cargas do préprio peso sobre o suporte da plataforma. Na
configuracao Steep-S a transicao é feita por conexao fixa e na Lazy-S a transicao é feita

livremente no leito marinho;

e Steep-wave e Lazy-wave: Caracteriza-se pelo uso de boias ao longo de um trecho
do Riser, fazendo com que o proprio peso do Riser seja aliviado, diminuindo as cargas
sobre o suporte da plataforma, essas configuragoes geralmente sao utilizadas em aguas

mais profundas onde torna-se dificil ancorar uma boia ao leito marinho. Da mesma forma
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que nas configuracoes anteriores a Steep-wave a transicao é feita por conexao fixa e na

Lazy-wave a transicao ¢ feita livremente no leito marinho (SCHIMIDT, [2016]).

Figura 7 — Riser em configuragao Lazy-wave.

Figura 8 — Riser flexivel (OLIVEIRA| [2017)).
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Como pode-se perceber, existe uma extensa gama de aplicagoes de cabos subaqua-
ticos e, dessa forma, realizar um estudo de tais estruturas é de extrema importancia.
Entretanto, devido as nao-linearidades e aos muitos graus de liberdade, torna-se tarefa

ardua o desenvolvimento de modelos dindmicos para cabos.

Existe na literatura uma grande quantidade de trabalhos sobre a modelagem di-
namica de estruturas flexiveis do tipo cabo e suas aplicacdes. A maioria dos trabalhos
encontrados sobre modelagem de cabos utiliza a técnica de elementos finitos que consiste
num método numérico para andlise de fenomenos fisicos em meios continuos (obtido a
partir da discretizacao do sistema) e, geralmente, em tais trabalhos o foco esté voltado a

obtencao de esforcos em equilibrio estatico, importante para efeitos de dimensionamento.

1.1 Revisao Bibliografica

Em trabalhos anteriores a este, Luongo et. al. (LUONGO; ZULLI; PICCARDO,
2008)) utiliza métodos de solugoes, tais como diferengas finitas e o método de Galerkin,
para estudar a dindmica de cabos suspensos. Chatjigeorgiou e Mavrakos (CHATJIGE-
ORGIOUS; MAVRAKOS, 2010) propdem uma solucao utilizando a técnica das diferencas
finitas. Srivastava et al (SRIVASTAVA; YVSS; TAMSIR] 2011)) apresentam uma aborda-
gem numérica por diferencas finitas, a fim de prever o comportamento dindmico de cabos
utilizados em reboque de embarcacoes, quando o navio de reboque tem sua velocidade

linearmente alterada.

Chang et. al. (CHANG; LEE] 2008) investigam o comportamento dindmico de um
cabo com base na teoria da catenaria com uso do método dos elementos finitos. Escalante
et al. (ESCALANTE et all 2011) utilizam o método dos elementos finitos aplicado
a obtencao de um modelo de ordem reduzida, a partir de decomposi¢oes ortogonais.
Wolfschluckner e Jodin (WOLFSCHLUCKNER; JODIN| [2013)) comparam o método dos
elementos finitos com métodos numeéricos e analiticos, para descrever o comportamento

dindmico de um cabo.

Pereira (PEREIRA| [2010)) investiga a interagao fluido-estrutura de um cabo sub-
merso a partir do acoplamento da dindmica do cabo com o movimento do fluido, utilizando
uma aproximacao discreta e o formalismo Lagrangeano para a dindmica do cabo, cujos
principais resultados foram publicados em Pereira et al. (PEREIRA; GOMES; BOR-
TOLI, 2012). Zanela (ZANELA| 2013 usa uma abordagem discreta para a modelagem
tridimensional de estruturas flexiveis do tipo cabo. Em Pouzada (POUZADA; GOMES]
2017)) foram consideradas duas situagoes: um cabo articulado a uma plataforma mével
numa das extremidades e livre na outra; cabo articulado a plataforma mdvel numa das
suas extremidades e fixo ao fundo do mar na outra e, neste caso, foi utilizado o formalismo

de Euler-Lagrange para obtengdo do modelo dinamico do cabo, cujas estruturas flexiveis
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foram aproximadas por uma equivalente discreta, formada por elos rigidos conectados por

articulacoes eldsticas ficticias.

O objetivo principal do presente trabalho é realizar um estudo sobre a modelagem
dindmica de estruturas flexiveis do tipo cabo. O estudo primeiramente sera no sentido de
obter expressoes analiticas da configuragao estatica de um cabo, o qual se conforma numa
curva denominada catenaria e, portanto, faz-se um breve apanhado histérico desta curva
bem como a obtenc¢do de sua equacao. Posteriormente, o caminho se dara na resolugao
da equagao diferencial que governa a dinamica do cabo: obtém-se as equacoes diferenciais
da dindmica e a solu¢gdo numérica, utilizando-se para esse fim o método numérico de dife-
rencas finitas. Posteriormente, simulacoes sao realizadas utilizando-se o software Matlab,
incluindo-se em seguida uma andlise qualitativa dos resultados. Compara-se também, no
decorrer do trabalho, a catenaria prevista de forma analitica com a configuracao espacial
do cabo obtida experimentalmente, utilizando-se um aparato experimental desenvolvido

em um trabalho de mestrado do Programa de Modelagem Computacional da FURG.

Este trabalho esta divido em 6 Capitulos. O presente Capitulo trata de uma
introducao geral, contendo uma apresentacao sobre o tema proposto e ressaltando sua
importancia, principalmente em aplicagoes no ambiente subaquatico. Também neste ca-

pitulo ¢é acrescentada a revisao bibliografica.

No Capitulo 2 apresenta-se um breve estudo da Catendria, curva que representa
um cabo suspenso por suas extremidades e sujeito ao proprio peso. Neste capitulo também
¢ obtida a equacao da catenaria por meio das equagoes de equilibrio de forcas. Resultados
experimentais sao utilizados para comparar com as equagoes obtidas de forma analitica.
Em muitos artigos utiliza-se um perfil parabdlico (BENEDITTINI; REGA; ALAGGIO,
1995) na solugdo das equagoes diferenciais da dindmica de cabos, utilizando-se principal-
mente o método de diferencas finitas. Por esta razao, no Capitulo 2 sao apresentadas

comparacoes entre as curvas catenaria e parabola.

O Capitulo 3 aborda a dinamica de um cabo suspenso e, neste capitulo, obtém-
se de forma analitica a equacdo diferencial da dindmica de um cabo suspenso por suas

extremidades. O desenvolvimento é especifico para a dinamica restrita ao plano vertical.

No Capitulo 4 aborda-se o método numérico das diferencas finitas e posteriormente,
dentro deste capitulo, exemplifica-se 0 método na equagao diferencial da distribuicao de

temperatura ao longo de uma barra metalica.

Utilizando-se do método das diferencas finitas na forma explicita para a resolucao
da equagao diferencial que governa a dinamica de um cabo elastico suspenso, sujeito ao
seu peso, obtém-se no Capitulo 5 a solugdo aproximada da dindmica do cabo. Neste
capitulo sao apresentadas algumas simulagoes, cujos resultados sdo analisados de forma

qualitativa.
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No Capitulo 6 sao apresentadas as conclusdes e consideragoes finais. Ao final
sao mostradas algumas referéncias bibliograficas que foram utilizadas no decorrer deste
trabalho.
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2 Um Breve Estudo da Catenaria

Neste capitulo apresenta-se um breve estudo da Catenaria, curva que representa
um cabo suspenso por suas extremidades e sujeito ao proprio peso e por meio das equacoes
de equilibrio de forcas a equacao da catenaria é obtida. Ao final, resultados experimentais

sao utilizados para comparar com as equacoes obtidas de forma analitica.

2.1 Histérico

O estudo da curva atualmente conhecida como catenaria teve inicio com o ma-
tematico italiano Galileu Galilei (1564-1642). Galileu em seu Discorsi e dimostrazioni
matematiche, intorno a due nuove scienze publicado em 1638, observa a forma de uma
corrente suspensa e conclui (erroneamente) que a curva formada era uma parabola em
analogia com o voo de um projétil. Mais tarde, no mesmo século, matematicos demons-

traram que essa curva nao era uma parabola.

No século XVII era comum que os matematicos recebessem desafios para serem
solucionados. Tais desafios eram muitas vezes acompanhados de premiacoes. Foi dessa
maneira que o problema da catenaria foi reapresentado. O problema proposto inicialmente
por Galileu em 1638 foi revisto e solucionado simultaneamente entre os anos de 1690 e
1691 pelos irmaos Bernoullis (James e John), Leibnitz e Huygens (IRVINE; CAUGHEY]
1974]).

2.2 A Curva Catenaria

Define-se entao a catenaria como sendo uma curva feita por um fio flexivel de
densidade uniforme suspenso entre dois pontos e submetida a esforcos oriundos do seu
préprio peso (Figura @ Dessa forma, é natural que o estudo de cabos inicie-se por meio
do estudo da configuracao de equilibrio estatico assumido por cabos flexiveis devido ao

seu proprio peso.

AL0,0) x - 8(1.0)

o

Figura 9 — Cabo preso em duas extremidades (IRVINE; CAUGHEY], 1974).
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Como visto anteriormente, a maioria das linhas de ancoragem possui a mesma
configuracao de catenaria livre. A configuracdo em catendria livre ou free-hanging é
considerada a mais simples e barata devido ao menor nimero de componentes, o que leva a
baixo custo de material e instalacao. Para grandes profundidades, as maiores desvantagens
dessa configuracao sao o alto peso suportado pela plataforma, a necessidade de uma grande
area livre no fundo para utilizacao dessa configuracao e as pancadas sofridas pelo Riser
na regiao do TDP (touch down point) devido ao movimento da plataforma que gera
deslocamentos de todo o Riser, gerando fadiga na regiao. Algumas vezes, para viabilizar
o uso dessa configuracao, a linha é ancorada por estacas de sucgao ou torpedo logo apds
o TDP da catenaria do Riser (OLIVEIRA| 2017).

A Figura[I0|ilustra uma catendria, onde sao mostradas as tensoes T com inclinagao

nula e T em um ponto qualquer, que estd sendo designado por (z,y).

T,

Figura 10 — Catenéria.

A equacao diferencial da catenaria é obtida a partir das equagoes de equilibrio
estatico. Seja € o dngulo da reta tangente a curva em um ponto de coordenadas (x,y).

Como o cabo estd em equilibrio estatico tem-se:
T'sinf = wys; T cosf = Ty, (2.1)

onde wy é a carga por unidade de comprimento e s o comprimento do arco. Das duas

relagbes anteriores chega-se a tanf = as, cuja constante a é dada por a = wy/Ty . Da

d
figura tem-se que tanf = Y y' e, dessa forma,

dx
d
y = % = as. (2.2)
Derivando-se a equacao em relagao a x, e isolando-se a derivada de s, tem-se:
ds 1d%
— = 2.3
dr  adx? (2:3)

Por Pitdgoras obtém-se ds = \/dx? + dy?, que pode ser reescrito como

ds dy 2
— =41 — 1. 2.4
dx + (dx) (2:4)
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Pode-se neste ponto, com intuito de tornar mais claro o que vird no decorrer deste

trabalho, reescrever a equacao na forma
ds d?y

Wo—— —

o 075 (2.5)

Quando o lado esquerdo da equagao é constante (intensidade do carregamento

por unidade de vao) o resultado é um perfil parabdlico. Igualando-se a equacao (2.3) a

(2.4) chega-se a

1. d?%y dy\”
——= =1 =1 . 2.
a dx? * <d > (26)
d
Define-se 27 = D,
dx 14
14
—— =/1+4p? 2.7
- +p (2.7)

adx (2.8)

[ A1
VIHF
In(p+ /14 p?) =azx +c.

Da condicdo de contorno p =94 = 0 em x = 0 obtém-se:

o que resulta em

In <p+ (1 +p2)> = ax

p+y1+p*=e”
Vi+p? =€ —p
1+p2:€2a$_2p6a$+p2

1= e2ax - 2p€ax

—axr

— €

p= 5 — sinhaz =y . (2.9)
Dessa forma,
y = sinhaz, (2.10)
dy it _ p—ax
_— = 2.11
dx 2 (2.11)

Integrando-se a equacao (2.10]) e fazendo-se uso da condicao y(0) = 0, chega-se a:

y = cll [cosh (ax) — 1]. (2.12)
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O comprimento de arco s é igual ao comprimento do cabo desde 0 até o ponto .

Pela integracao da equagao ([2.4))

L= /xc \/ 1+ (sinh az)?dx (2.13)
0

obtém-se a solugao

1
L = —sinh (azx..). (2.14)
a

Considerando-se conhecidos o comprimento L do cabo e a posicao x = x. da carga
terminal, determina-se a constante a aplicando-se o algoritmo da bisseccao a equacgao:

1
L — —sinh (az.) = 0. (2.15)

a

2.3 Resultado Experimental com a Catenaria

O objetivo desta secao é realizar uma comparagdo entre uma curva experimental

e a catenaria obtida nas mesmas condi¢oes do experimento.

Considera-se, inicialmente, um cabo muito flexivel, estilo corda, de material sin-
tético, com uma das extremidades fixa ao teto e a outra extremidade livre, na qual foi
colocada uma carga terminal de massa conhecida. Esta carga terminal foi levada a uma
posicgao final (x.,y.) e mantida fixa nesta posi¢ao, formando assim uma catenaria como
configuragao espacial do cabo. O cabo tem comprimento total L = 2,585 m. O experi-
mento montado consiste na captacao da configuracao espacial do cabo a partir de uma
camera digital, conforme ilustra a Figura [11] Doze marcagoes em vermelho foram feitas
no cabo, de forma a facilitar a identificacao das suas posi¢oes no plano vertical, realizada a
partir de imagem captada com a cdmera. Conhecendo-se . e L, identifica-se a constante

a a partir da equacgao (2.15)), utilizando-se, por exemplo, o algoritmo da bissec¢ao.

A Figura mostra a imagem do cabo em sua configuracao espacial de equilibrio
estatico, enquanto a Figura [12b a curva catenaria ressaltando dois pontos: um na metade
do comprimento do cabo e outra na sua extremidade. Pode-se observar que as posi¢oes
tedricas previstas com a catendria praticamente coincidem com as experimentais. E im-
portante ressaltar que esse resultado s6 acontece porque o cabo escolhido é extremamente
flexivel, de forma que as tensbes internas oriundas de forcas de potencial elastico sao

negligenciaveis.
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b

Figura 11 — Experimento para a captagdo da posicao espacial do cabo.
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a) |;}

Figura 12 — Configuragdo espacial do cabo: a) imagem captada; b) curva obtida

[l

destacando-se pontos experimental (“x” em vermelho) e tedrico (“o” em azul).

2.4 Comparacao com a Parabola

Conforme dito anteriormente, Galileu imaginava que um cabo ou corrente com
suas extremidades fixas de forma a ficar suspenso no espaco, teria conformacao espacial
prevista por uma curva parabdlica. Nesta secao, tem-se como objetivo comparar as curvas
catenaria e parabola, utilizadas na representacao da configuracao espacial de um cabo

suspenso nas suas extremidades.

Alguns trabalhos cientificos que utilizam diferencas finitas para a solucao da equa-
¢ao diferencial que representa a dindmica de um cabo suspenso em dois pontos consideram,

para a configuragao espacial inicial do cabo, a seguinte equacao parabdlica:

z 1
=dbxr |- — - 2.16
e [12 l} (2.16)
sendo b a flecha e [ o vAo. A Figura [13] mostra a parabola, considerando-se [ = 30m e
b = 8m. O comprimento total do cabo L pode ser calculado tanto de forma analitica

(integral de linha) quanto numérica. Se a op¢ao for numérica, um procedimento numérico
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simples consiste na utilizagdo da equacao (2.17)), considerando-se as equagdes (2.18)) a
@.21):

L= En: ds; (2.17)
=1

ds; = \/dx? + dy? (2.18)

T =1x; 1 +h (2.19)

dr; = h (2.20)

dyi = Yi — Yi—1 (2.21)

O comprimento total do cabo paral = 30m e b = 8 m corresponde a L = 34,978 m.

L=34978m
u | T
1
2
x|
o~ b
8
\l-h-f
¥
-5
£
7
8 . I i
0 5 10 15 20 25 30
x(m)

Figura 13 — Curva parabdlica, considerando [ = 30m e b = 8 m.

Uma catenaria suspensa em dois pontos de mesma altura foi obtida considerando-
se l =30m e L = 34,978 m e, na Figura |14, vé-se esta curva sobreposta a parabola
ja obtida anteriormente (Figura . A Figura |15 mostra uma sobreposicao semelhante,
mas considerando-se b = 12m e na Figura [16|b = 1,5m. Percebe-se que, para pequenos
valores de b, a pardbola realmente pode ser usada em substitui¢do a catendria (aconselha-
se b/l < 1/20).
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L=34.978 m

0 s 10 15 2 25 30
X(m)

Figura 14 — Curvas pardbola e catenaria, para b = 8 m.

L=40.011m
0
2 4
4
—
£
-8
-10
— calenaria
——— parabda
12 i i par
0 5 10 15 20 25 30
x(m)

Figura 15 — Curvas parabola e catenaria, para b = 12m.
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L=30.1988 m
1] v T
0.5
—
&
e
-1
1.5 : * .
0 5 10 15 20 25 30

x(m)

Figura 16 — Curvas pardbola e catenaria, para b = 1,5m.
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3 Dinamica de um Cabo Suspenso

Este capitulo aborda a dinamica de cabos suspensos em suas extremidades, inician-
do-se pela obtencao das equagoes analiticas do cabo suspenso. As equagoes foram obtidas
de acordo com um artigo que é referéncia no estudo da dinamica de cabos (BENEDIT-
TINI; REGA; ALAGGIO| [1995), para o caso de movimento no espago tridimensional.
Porém, no presente trabalho, ndo serd analisada a dinamica fora do plano vertical e,
dessa forma, apoés a obtencao das equagoes analiticas do cabo suspenso simplificagdes
serao feitas de modo a permanecer com a dinamica no plano vertical. Posteriormente,
a equacao diferencial obtida de forma analitica sera solucionada, utilizando-se para isso

uma solucdo numérica via diferencas finitas.

3.1 Desenvolvimento Analitico

Na resolugao de muitos problemas fisicos utiliza-se a formulacao por meio de equa-
¢oes diferenciais e, em alguns casos, apenas uma variavel independente aparece nas equa-
¢oes. Tais equagoes sao chamadas de equagoes diferenciais ordinarias. No entanto, existem
problemas que possuem mais de uma variavel independente e tais equagoes sao chamadas
de equacoes diferenciais parciais. Neste trabalho o interesse esta voltado ao segundo caso,
em que a equacao diferencial possui mais de uma variavel, mais especificamente duas, a

variavel t(tempo) e a varidvel z(posigao).

Considere-se um fio, cabo ou corda finos, distendidos horizontalmente por uma
forca T', mais precisamente um par de forcas. Suponha-se que o cabo possa ser deformado
(ndo oferece resisténcia a flexdao), a partir da sua posigao original, por meio de forgas
moderadas (pequenas com relagdo a T'), que agirdo permanentemente ou serdo usadas
para produzir um deslocamento inicial ou um movimento transversal inicial do fio. E
razoavel que a inclinacdo do fio deformado seja pequena durante todo o movimento.
Suponha-se que o fio nao esteja sujeito a nenhuma outra forca horizontal exceto a tensao
T, ou a nenhum deslocamento horizontal inicial ou velocidades iniciais. Dessas condig¢oes

impostas, pode-se deduzir algumas consequéncias:

1. Os elementos do fio podem ter apenas deslocamentos transversais;

2. A forca tangencial no fio serd, em todos os instantes e em todos os pontos, constante

e igual a T

A Figura mostra um trecho AB de um cabo deformado e a Figura apre-

senta as forgas atuantes sobre o elemento ampliado.
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L

“ o | o
(a) (b) *

Figura 17 — (a) Maximizacao de um elemento da corda; (b) forgas atuantes sobre o ele-
mento analisado.

Aplicam-se as equacoes de equilibrio nesse elemento e, da equagao de equilibrio

em r, tem-se:

Ty cosa =Ty cos 3 (3.1)
em todos os instantes. No entanto
1 1
cosaq=——— 21— —tan’a 1. 3.2
V1 + tan’a 2 (32)

O mesmo raciocinio é valido para cos 3, o que conduz a:

T =T,=T. (3.3)

Na dedugao para a deflexdo y (vertical) do fio, considera-se um elemento dz na
Figura [I7b. De acordo com as aproximagoes de que o fio possa ser deformado, por meio
de forcas moderadas, é razoavel supor que a inclinagdo do fio deformado sera pequena
durante todo o movimento. Além disso, supoe-se que o fio nao esteja sujeito a nenhuma
outra forga horizontal exceto a tensao 7', ou nenhum deslocamento horizontal inicial ou
velocidades. Dessas consideragoes tem-se que dr = ds, sendo ds o comprimento do
elemento. Dessa forma

2
T (sinf —sina) + Fdx — pgdx = pdxgtg (3.4)

onde p é a densidade linear do fio, F' é uma forca externa por unidade de comprimento
2

no ponto z, e —‘g é a aceleracao do elemento na direcdo transversal. A equacao

representa a segunda lei de Newton aplicada ao elemento dx. Com a aproximagao para

angulos pequenos pode-se supor que

tan « Ntanazay(x_%x>

V1 +tan® o - Ox

sina =

(3.5)
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e de forma semelhante

Oy (x+ %
sin 3 <a:52)' (3.6)
E, entdo, razoavel a substituicio:
sjnﬁ_sjnagf)y(x-l—df)—@y(x—d{)_82y (3.7)
dx N Ox - 0x?’ '
Substituindo-se a equacao na equagao [3.4] tem-se:
>y 9%y

Tos + Fla,t) = plz)g = pla) 55 (3.8)

A equagao [3.8 pode ser utilizada em cabos que néo sdo homogéneos e também no
caso em que a forca externa pode variar com x e com t. Tal equagao pode ser simplificada
em muitos casos. Por exemplo, se p(x)g for pequeno quando comparado com F(z,t),
poderd ser desprezado, e a equagao [3.§ transforma-se em:

0%y 0%y

T— + F(z,t) = p(x)ﬁ

o (3.9)

Se nao houver forcas transversais atuantes no cabo, entao a equacao toma a forma:

0%y 0%y

prche p(x)@ (3.10)

Finalmente, se p(z) for constante, como no caso de um fio homogéneo, entao a equagao

[3.10| pode ser escrita como:
Py 10%
ox? 2o
com ¢ = T/p = constante. A equacao ¢ conhecida como equagao da onda (em

(3.11)

uma dimensao). E uma equacao diferencial parcial de segunda ordem e duas varidveis
independentes (z e t) e com coeficientes constantes (BUTKOV] |1988)).

Na demonstragao anterior (via formalismo Newtoniano) levou-se em conta um pro-
blema unidimensional, com dependéncia apenas na variavel espacial x. Muitas vezes o
problema ¢é estudado nos espagos bi ou tridimensional e as equacdes tornam-se complica-
das. Nesse sentido, apresenta-se aqui a equacao que descreve a dinamica de um cabo no

espaco tridimensional.

Inicia-se neste ponto a obtencao de um modelo continuo descrevendo a resposta
espacial do cabo. As equagoes diferenciais parciais do movimento sao obtidas por meio

do principio de Hamilton.

Como citado acima, o cabo elastico esta sujeito ao seu peso e suspenso entre dois
suportes que estdo no mesmo nivel (Figura [18]). A configuracdo de equilibrio estatico
inicial sera denotada por ET e tal configuracao situa-se no plano Ozy e é representada

pela fungao y(s), onde s é a coordenada curvilinea a qual abrange o comprimento inicial
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do cabo L.. Seja E, A e m o mdédulo de elasticidade, a area de secao reta e a massa por

unidade de comprimento do cabo, respectivamente.

Figura 18 — Dindmica 3D de um cabo eldstico suspenso (BENEDITTINI; REGA; ALAG-|

IO [1995).

A configuragao dindmica do cabo em trés dimensoes na figura [I8)é dada pela curva

ZV. Considera-se atuante sobre o cabo um carregamento externo dado por p;(s,t) =

{Pus Pvs Pw}, sendo i = 1,2, 3. O suporte possui um movimento descrito pelas componentes

do campo de deslocamento u;(s,t) = {u,v,w} sendo i = 1,2,3. Usa-se a deformagao
Lagrangeana como medida de deformacao, na forma:

1
g(s,t) =2'u +yv' + 5 (u’2 +o' 2+ w’2) (3.12)

sendo o apéstrofo a derivada em relagao a s, 9/0s.

Para a obtencao das equagoes do movimento utiliza-se o principio de Hamilton,

to [3)
o[ (K =1")dt+ [ owVdt=o0. (3.13)
t1 t1

Na equagao tem-se a energia cinética K", a energia potencial II' | e o trabalho

virtual WV, Cada um desses termos é apresentado a seguir:

v 1 Le 3 .9
K :5/ my_u;ds (3.14)
0 i=1
L. 1
v =1’ +/ (Tfe + 2EA52> ds (3.15)
0
Le 3
SWV = /0 > (mgdia + pi(s, t) — piti) dusds. (3.16)
i=1

Sendo que o ponto designa a derivada em relagdo ao tempo 9/0t, T! é a tensao
do cabo na configuragao inicial, p; = { by, o, pw} S840 0s coeficientes de amortecimento

viscoso por unidade de comprimento e d;5 € o delta de Kronecker.
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Assume-se neste ponto a configuracao de equilibrio estatico como sendo a parabola

y=7 <x — la:2), (3.17)

onde b é a flecha e [ 0 vao. Ao assumir tal configuracao tém-se as implicagoes ds = dx e
T! <« H, sendo H a componente horizontal da tensdo. Assume-se desprezivel o gradiente
do deslocamento da componente horizontal no plano e H/EA < 1. Nessas condigoes as

equacgoes do movimento no espaco assumem a forma

1 /
EA {u’ +y'v' + 3 (0’2 + w’Q)} — WU+ Py = mi (3.18)
/ / / / 1 1 12 12 ! . .
{Hv + FEA(y —H))[u +yv —|—§<v +w )]} — Y0 + Dy = MO (3.19)
1 /
{Hw’ + EAw' [u’ +y'v' + 3 (v'z + w'Z)]} — flW + Py = MAD (3.20)
com condig¢oes de contorno

com uo(t) e uy(t) descrevendo o movimento do suporte. O termo entre as chaves da

equacao [3.18| é a tensao adicional no cabo.

Algumas simplificagbes fazem-se presente neste ponto e uma delas é a do mo-
vimento do suporte. Considera-se aqui que o suporte (tanto do lado esquerdo quanto
direito) ndo possua movimento na horizontal e isto implica que as condigoes de contorno

ou de fronteira sao nulas na variavel wu:

uy (0,1) = u(0,t) =0 (3.22)

Além dessa simplificacao tem-se auséncia de carregamento externo na direcao lon-
gitudinal (u), isto é, p, = 0, de forma que o termo relacionado a aceleragao longitudinal
também pode ser desprezado e isto pode ser feito ao supor que o cabo deforma-se de ma-
neira quase estatica. Tal suposicao foi discutida em detalhes por Irvine e Caughey para
cabos elasticos (IRVINE; CAUGHEY] [1974), e estd baseada no fato de que a velocidade
de propagacao para ondas longitudinais excede e muito aquelas para ondas transversais e,
dessa forma, a razao entre a velocidade das ondas transversais e longitudinais é da ordem
de pgL/H, , sendo Hy a tensdo no cabo na configuragdo de equilibrio estatico. Outra
suposicao é que podem ser desprezadas as forcas viscosas na direcao longitudinal. De
acordo com Benedettini (BENEDITTINI; REGA; ALAGGIO| 1995), a obtengao do des-
locamento horizontal no plano pode ser feita a partir de um processo de armazenamento

padrao, levando-se em conta as condi¢oes de contorno.
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Neste trabalho tem-se interesse no estudo da dindmica planar (plano vertical) e

dessa forma, a equagao
1 !/
{Hw' + EAW [u' + v+ 3 (v'2 + w'2>]} — D) + Py = M

pode ser desprezada, restando duas equagoes a serem trabalhadas, uma na dire¢ao longi-

tudinal e uma na transversal.

As consideragoes estabelecidas anteriormente permitem escrever as equagoes [3.18]
e[3.19 na forma: . /
EA {u' +y'v' + 5 (v'2>} =0 (3.23)
1 /
{Hv’ + EA(y +0) {u’ + y'v' + 5 (U' 2)” — Wy + Py = M (3.24)

sujeitas as condi¢des de contorno:

w(0,t) = dlt) (3.25)

com i = 1,2. O termo entre as chaves na equacao igual a e(t), é constante com

relacdo a posicao x, ou seja, s6 depende do tempo:
1
u' 4+ y'v' + 5 (v’z) = e(t). (3.26)

Multiplicando-se a equacdo [3.26] por EA, EAe(t), tem-se a tensdo adicional no

cabo. Integrando-se a equacao [3.26| chega-se a:
_ v /o1 1 12
u(z,t) = etz — | |yv' +5 (v?)] da. (3.27)
0 2

A funcao e(t) é determinada por meio da condigao de contorno u(l,t) =0

z/[ywr ”)

Logo, u(z,t) na equagao pode ser escrita como

=1 e g [ 5 ()

Retornando-se o resultado da equagao [3.28 na equagdo [3.24] tem-se que o termo

dx. (3.28)

dx. (3.29)

dentro dos colchetes é igual a e(t) e, dessa forma, pode-se substituir pela integral encon-

trada na equagao [3.28

EA ! 1 ’
{HU’ + =+ v’)/ [y’v’ +35 (U/Q)} d:z:} — 0 + py = M. (3.30)
0



Capitulo 3. Dinamica de um Cabo Suspenso 30

Apés derivar-se em relagdo a x o termo entre as chaves na equacao |3.30], chega-se

a:
EA ! 1
HO" + —=(y" + ") / [y'v' +3 (0’2)] dz — po® + py = md. (3.31)
0
Reescrevendo |3.31}, tem-se
m.. Moy . " EA " " ! /o 1 /2 Dv _
Ev—kﬁv—v—ﬁ(y —|—U)/0[yv+2(v )}dﬂf—H—O- (3.32)

Na auséncia de carregamento, o termo p, ¢ nulo. Caso o cabo seja fixo nas suas

duas extremidades, a equagao |3.32 admite as seguintes condi¢oes de contorno:

v(0,t) = 0; (3.33)
v(l,t) = 0.

A equacao possui precisao muito boa no estudo da dindmica nao-linear de
cabos suspensos no qual a relacio H/EA = O {(d/ l)z] e a componente do deslocamento

v = Oled], onde £ é um pardmetro pequeno (da ordem da amplitude do deslocamento).

b 1
Tal situagdo ocorre para a relagao flecha/vao 7 < 20"
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4 O Método de Diferencas Finitas

No capitulo anterior, a equacao analitica que descreve a dindmica de um cabo
elastico suspenso por suas extremidades foi obtida, considerando-se a dindmica no plano
vertical. Neste capitulo serd apresentada uma breve introduc¢ao a um método numérico
para a resolucdo de equagoes diferencias parciais. Trata-se do método de Diferencas
Finitas. Apods uma breve explicagao tedrica sobre o método, o mesmo sera aplicado para
a resolugdo numérica da equagdo [3.32] Apoés a aplicacao do método das diferengas finitas

algumas simulagoes serao apresentadas.

4.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Ao modelar um sistema fisico é comum o aparecimento da dependéncia de mais
de uma varidavel independente. A maioria dos modelos matematicos que descrevem os
sistemas fisicos fazem isso por meio de equacgoes diferenciais e quando mais de uma varia-
vel independente esta presente chamamos tais equacoes de equacoes diferenciais parciais

(EDP). Alguns exemplos dessas equagoes sao:

0%v 0%
9%\*° A3
(895) O = (42)

A equacao ¢ uma equacao diferencial parcial de segunda ordem (maior ordem
da derivada parcial que aparece na equagao) e linear: é linear na fungao desconhecida
v e em todas as suas derivadas e os coeficientes dependem unicamente das variaveis

independentes x e y.

A equacao é uma equacao diferencial parcial de terceira ordem nao linear, pois

uma de suas derivadas estd sendo elevada ao cubo.

Devido ao grande uso em modelagem de sistemas fisicos, tem-se neste trabalho
o interesse na equagao diferencial parcial de segunda ordem linear para duas variaveis

independentes. Tal equacao pode ser expressa na forma geral:

0% 0%v 0%
A B D = 4.
52 + 920y + C’ay2 + 0 (4.3)

dv 0
onde A, B e C sao fungoes de x e y e D é uma funcao de z, y, v, D Dependendo

or Oy

dos valores dos coeficientes dos termos de derivada de ordem 2 (A, B e C) a equagao

pode ser classificada dentro de uma das trés categorias listadas na Tabela
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Tabela 1 — Classificagdo de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem (CHAPRA;
CANALE| 015).

B? —4AC | Categoria Exemplo
o’T  0°T
<0 Eliptica Equacao de Laplace: — + — =0
ox?  0y?
or o°T
=0 Parabdlica | Equagdo da conducao do calor: — = k—
ot Ox?
0? 107
>0 Hiperbdlica Equacao da onda: 8—; = ga—tg

4.2 Método Numérico de Diferencas Finitas

Muitas equagdes diferenciais parciais ndo permitem solucao analitica, obrigando
assim a utilizacdo de métodos numéricos para a obtencao de uma solucao aproximada.
Isso se deve ao fato da natureza, na maioria das vezes, comportar-se de forma nao linear
e assim, os modelos dinamicos preditivos também necessitam incorporar esses comporta-
mentos nao lineares e, até o momento, nao se sabe resolver tais modelos de forma analitica.
Os métodos numéricos sao ferramentas que possibilitam a resolucao de equagodes nao li-
neares (CHAPRA; CANALE| 2015). Um método numérico usado na resolugao de EDP
é o método Numérico das Diferencas Finitas, o qual sera apresentado nesta secao em sua

forma explicita.

O método das Diferencas Finitas consiste na discretizacao das derivadas parciais
da EDP, sendo que esta discretizagao é feita a partir da substituicdo das derivadas por

relagoes de diferencas.

Considere-se que u = u(x,t), ou seja, a fungdo u tem dependéncia na varidvel
espacial x e na variavel temporal t. Seja u solucao de uma equagao diferencial parcial.
Considere-se ainda um dominio discreto em x e ¢t conforme Figura onde u(x;, t;) = u; ;
(GOMES] 1999).
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Ui-1,j+1 Ui j+1 Ui+ j+1
Ui-1j Ui, Ui+ j
A" L &

At
Ui-1,j-1 Ui.i-1 Ui+ j-1
"% $ ¢
AX

Figura 19 — Dominio discretizado da fun¢ao u em z e t.

Neste ponto, uma expansao da funcao u em série de Taylor é realizada. As Séries
de Taylor sdo de crucial interesse no estudo dos métodos numéricos. As séries de Taylor
fornecem um meio de prever o valor de uma fungao f (neste trabalho f = u) em um ponto
em termos dos valores da funcao e de suas derivadas em outro ponto. Nas séries de Taylor

tem-se que uma fun¢do homogénea pode ser aproximada por meio de um polinémio.

Seja a fungdo u e suas primeiras n + 1 derivadas continuas num intervalo que
contenha z; e z;1;. Entao o valor da fungao em x;;; no tempo t; é dado por:
u”(x;,t; u® (2t
U(l‘prl, tj) = U(IEZ‘, ty) + Ul($i, %)Al‘ + (2|])Al’2 + (3'])AI‘3 + (44)

u(n)(xh tj)
|

+ Ax" + R,.

Seja Az o passo ou distancia entre z; e ;41 no tempo t;, isto é, Az = x4 — ;.
Um termo remanescente (R,,) faz-se presente para levar em consideracdo os termos de

ordem n + 1 até o infinito. Tal termo remanescente é dado por

)
R, = mm 1 (4.5)

Truncando a equagao [£.5] até termos de segunda ordem, tem-se:

Ugzx (ajia t])

o Ax?, (4.6)

W(@ig1, ty) = u(wg, b)) + ug (2, ;) Ar +

Rescreve-se a equacao na notacao u(x;,t;) = u; ;

Uit1; = wi; + ug Az + %Aw? (4.7)
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ou 9*u ) . )
com U, = 9 € Uy = 972’ obtém-se dessa forma os operadores de diferengas progressivas.
x x
O mesmo procedimento pode ser feito para o termo localizado a esquerda (obtendo-se o
termo de diferencas regressivas) de u; j, que pode ser observado na Figura , o termo a

esquerda truncado até ordem dois é mostrado abaixo:
~ A Ugy N 4
Uj—1,j = Ujj — Ug AT + 72' T . ( 8)

Desprezando-se os termos de segunda ordem da equagao [£.7 obtém-se

~ Witlj — Uiy
~ 4.9
Ax (4.9)

Uy

o qual é chamado de operador de diferencas progressivas. Uma outra forma é conhecida

como operador por diferencas centradas. Para a utilizagao de diferencas centradas subtrai-

se a equagdo [£.8 da equagdo [4.7) chegando-se a

~ Witlj — Ui—1
e v 4.10
2Ax (4.10)

Uy

Somando-se a equacao [4.8 & equacao [4.7] obtém-se:

~ Uit1j — 2Uij + Ui
T — .
Ax?

(4.11)

Equacoes para o tempo podem ser obtidas da mesma forma, resultando em

w2 Uj j+1 ; Ui,j’ (4.12)
~ Uij+1 — Uij—1

- 4.13

U = 2 2 t ) ( )

~ Wigy1 = 2Uij + Ui

At?

(4.14)

Ut

4.3 Método Explicito Aplicado a Equacao do Calor

Nesta subsecao aplica-se o método das diferencas finitas na forma explicita a um
problema de distribuigao de temperatura ao longo de uma barra metélica (Figura . Tal
fendmeno é conhecido como conducgao de calor. O fenémeno é um processo de transmissao
de calor pelo qual a energia passa de molécula para molécula sem que as mesmas se
desloquem. Dessa forma, ao aquecer uma das extremidades de uma barra metdlica, as
moléculas passam a vibrar com maior intensidade, transmitindo essa energia adicional as
moléculas mais proximas, que também passam a vibrar mais intensamente até alcangar a

outra extremidade (Figura (GOMES| 1999).
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Isolante
quente Fno

< - >
Figura 20 — Barra metélica sujeita a diferentes temperaturas em suas extremidades (pa-

rede isolante ao longo do comprimento da barra permite fluxo de calor apenas
na dire¢ao longitudinal).

TEMPERATURA
BALXA

TEMPERATURA
ELEVADA

Figura 21 — Conducao de calor a nivel microscopio (OLIVEIRA] 2016).

A representacao das diferencas finitas baseia-se no tratamento da barra metalica
como uma rede de pontos discretos, similares aos da Figura As derivadas parciais sao
substituidas por seus equivalentes discretos. Sabe-se que a distribuicdo de temperatura

para t > 0 obedece a seguinte equacao diferencial parcial:

or 0T
— =k— 4.15
ot dz?’ (4.15)
com T =T(x,t) e k a condutividade térmica do material da barra.
Com condicao inicial dada por
T(z,0) = f(x); 0<ax< L (4.16)
e contornos
T(0,t) = go(t); 0<t<ty (4.17)
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A equagéom (como pode ser visto na Tabela é uma equacao diferencial parcial

do tipo parabdlica que pode ser solucionada pelo método das diferengas finitas.

As aproximagdes para o tempo e o espago sao apresentadas a seguir. Como pode
ser observado na equagcao ¢é necessaria uma aproximacgao para a derivada de ordem

um no tempo e uma de ordem dois no espaco:

o T — T

T, =~ J 4.18
; A7 (4.18)
¢ T, 2T, T,
i1, — 2Ly + 1i1
Ty = 0 o -3 4.19
Ax? ( )
A substituigao da equagao [£.1§ e [1.19 na equagdao resulta em
Tij1 —Tiy Tiv1; — 2T ; + T,
A2 St R Sl 2 : : 4.20
At Az? ’ (4.20)
que pode ser reescrita como
Tijir = Tij + ATy — 2055 + Tica ), (4.21)

onde A = kAt/Az? Esta equacio pode ser escrita para todos os elementos interiores da
barra. Ela fornece um modo de calcular tempos futuros partindo de valores no tempo

presente dos elementos e de seus vizinhos. O método explicito requer um critério de
estabilidade \ = kAt/Ax* < 1/2.

Para melhor visualizagdo da aplicagdo da equagao [£.21] uma simulagdo é apresen-
tada. Considere-se uma barra com comprimento L = 5m e sujeita a seguinte condic¢ao
inicial 7'(0,2) = 300 K com 0 < x < L. Nos contornos tem-se

T(t,0) =273 K; 0<t<3; (4.22)
T(t,L)=500K;  0<t<3

Os passos no dominio espacial e temporal sdao dados por dxr = 0,25m e dt =
0,0303 s. Na Figura [22 pode-se observar graficamente a distribuigdo de temperatura ao

longo da barra.
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Figura 22 — Simulagao numérica da distribuicao de temperatura ao longo de uma barra
metalica.



38

5 Método Explicito Aplicado ao Problema do

Cabo Suspenso

Neste capitulo o método explicito das diferencas finitas é aplicado ao problema
do cabo ou corda preso em suas extremidades. Apds o desenvolvimento das equagoes

discretizadas, apresentam-se simulacoes com as respectivas analises de resultados.

5.1 Equacoes por Diferencas Finitas

Ja foi visto que a configuracao de equilibrio na qual o cabo se conforma é de
conformacdo catendria ou como aproximacio, para o caso em que a razao entre a flecha

e 0 vao ¢ menor que 1/20, em uma pardbola. Da equagao [3.31]

., EA N 1 2 . I
Hv" + l (y" + ") Yot v dx — uv + P = md, (5.1)
0

reescrevendo-se a equagao para ¥ e, considerando-se nula a perturbacao externa tem-se

H EA ! 1
v=—0v"+— "+ v")/ [y’v’ + = 2} dr — 1. (5.2)
m ml 0 2 m

A equagao 5.2 representa a dinamica do cabo no plano vertical. Para encontrar sua
solugao utiliza-se a aproximacao da configuragdo em parabola e o método das diferencas

finitas. Da aproximagao para parabola tem-se que
4b 1
y=7 (a: - la;2>. (5.3)

Com derivadas de primeira e segunda ordem dadas por

y = [?)<1—-?x> (5.4)

8b
y// _ _172'

Pela substituicao da equacao na equagcao [5.2) chega-se a

H EA
ﬁ:d%—(—%+U>S—”v (5.5)

m ml [2 m

Para resolver a equacao[5.5|o método das diferencas finitas é utilizado. Na equacao
diferencial parcial utiliza-se seu equivalente discreto via expansao em série de Taylor
dado abaixo:

. Vij4+1 — Vi j—1
== 5.6
! 2dt (56)
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_ Vigy1 — 2055+ Vi

OE , (5.7)

v = —viﬂ’jz;xvi_l’j, (5.8)

SRSV -

Substituindo-se as equagoes 5.6} [5.7 e [5.9 na equacao [5.5] e isolando para v; j41 chega-se a
Vi1 = 1+10zdt 20,5 — (1 — adt)v; j_1 + (;Z)Q (Z + %S) X

SVEA
X (Ui+1,j — 2v;; + Ui—l,j) + (— WE S) dt2‘|

(5.10)

onde a = p/(2m) e S é dado por
! 1
S = / {y’v’ + vlz} dx
0 2

L14b 2 Vit — Vi1 j) 1 (Uz'+1j — 'Ui—lj>2
— —(1=-Z2 R E————A — | ———2 | dz. A1
I [z ( zx>< 2dr ) T2\ 2 z. (51

No entanto, para o primeiro passo de tempo 7 = 0, necessita-se da condicao inicial
de velocidade (velocidade inicial nula). A condigdo inicial para o problema do cabo preso

em suas extremidades ¢ dada por

o ov S S 0
© Oti—o 2dt N

Vi1 = V-1 (512)

U

Usa-se a equacao [b.12| para calcular a equacgao para j = 0 e, dessa forma,
resolver a equagao para v;

dt\>/H EA
Vi1 = 1—|(— <+So> ;.0 +
dx m ml

a 2(H+EAS)(. a4
dr m mi 0 ) (Vi+1,0 — Vi-10
bEA
+ 8 Sy | dt?
mi3

(5.13)

1
2

com Sy dado pela equagao p.11] no caso em que j = 0. A equagao [5.13] pode ser utilizada
para calcular v no primeiro passo de tempo. Nos demais tempos utiliza-se a equagao[5.10]
No célculo da integral Sy ou S utiliza-se a regra de Simpson em cada passo de integracao:
para cada valor de j a integral é resolvida no intervalo de integragdo 0 < z < [. Na proxima
secao os resultados das simulagoes sao apresentados. Para as simulagoes utilizam-se como

passos no tempo e no espaco os valores dt = 0,0005s e dx = 0,025 m, respectivamente.
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5.2 Simulacoes e Analise de Resultados

Nesta secao apresentam-se simulagoes do problema proposto. As solugoes numéri-
cas sao obtidas por meio do método numérico das diferencas finitas apresentado na secao

anterior.

Considerou-se como configuracao de equilibrio estatico do cabo a forma parabdlica,
como ja foi observado no texto. Tal conformagao é possivel se a razao flecha-vao for menor
do que 1/20. No caso das simulagbes o valor da flecha méxima utilizado foi de b = 0,1m
e o vao (ou comprimento entre os suportes) utilizado foi de [ = 3m, ficando abaixo de

1/20, o que esté de acordo com a aproximagao utilizada.

Para observar a dindmica ao longo do cabo, uma pequena perturbacgao foi admi-
tida até o tempo de t < 0,25s. Esse tempo esta relacionado a um ciclo completo, ou
seja, equivalente ao periodo da onda senoidal. O algoritmo utilizado para realizar esta

perturbacao inicial é apresentado abaixo:

Algoritmo da perturbacdo inicial em um dos suportes

if t(i) < 0.2, (5.14)
V0(i) = 0.0063 * sin(10 * pi * t(4));

V(i) = 0;

else

VOo(i) = 0;

Vi) = 0;

end,

A interpretacdo do algoritmo da perturbagao inicial é que enquanto o tempo for
menor do que o tempo estabelecido, que neste caso é t < 0,2 s, a perturbacao na forma
senoidal é aplicada na extremidade localizada em x = 0 m. Depois desse tempo ambas as

extremidades permanecerao fixas.

Apresenta-se na Figura a configuracao espacial do cabo com frames a cada
0,05s. Na primeira linha de frames tem-se a perturbacao provocando uma mudanca na
configuracao de equilibrio estatico. Apds isso, ja na segunda linha, esta perturbagao deixa
de atuar e a onda percorre a extensao do cabo sendo refletida no suporte oposto. Como
o cabo estd preso nesse suporte a amplitude de oscilagdo é nula neste ponto. O mesmo
procedimento se repete, do suporte a direita para o da esquerda, e depois novamente. Em
cada uma das passagens da onda pela corda uma redugao de sua amplitude é observada

e isso se deve ao amortecimento viscoso associado & dinamica do cabo.
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Figura 23 — Configuracao espacial do cabo com frames a cada 0,05 s.

Na Figura a configuragao espacial do cabo é apresentada com frames a cada
0.025 s sobrepostos no mesmo grafico. Ao longo do tempo, como ja foi dito anteriormente,
as amplitudes diminuem. Vale observar a escala do gréafico e perceber que a amplitude do
deslocamento a que estd sujeito o cabo possui um valor muito menor do que o tamanho

do vao.

Na Figura apresenta-se a dindmica do cabo em um grafico tridimensional.

Observa-se nos instantes iniciais a perturbagao gerada no suporte da esquerda. Percebe-
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se nesse ponto que essa perturbagdo permaneceu por um tempo igual a um periodo da
perturbacao senoidal. Se observarmos o grafico pode-se perceber o ponto onde ocorre a
reflexdo da onda no suporte da direita e depois no da esquerda, e isso se repete até 6 s,

que foi o tempo maximo da simulacao.

0.0

=0.01

-0.02

-0.03

-0.04

=005

y(m)

-0.06
-0.07
=008
-0.09

0.1

Figura 25 — Superficie mostrando a propagacao da oscilagdo no cabo.

Observa-se na Figura [26| o ponto onde a onda retorna para o suporte da esquerda.
Essa figura ¢ uma ampliacao da Figura [25] na qual aqui o interesse esta voltado em

observar a ida e a volta da onda sobre o cabo, nos primeiros 2 s.
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Figura 26 — Superficie mostrando a propagagao da oscilagdo no cabo (primeiros 2 s).

Outra simulagdo é apresentada na Figura [27] e, neste caso, a perturbagao inicial
¢é aplicada aos dois suportes. Considera-se a mesma perturbacgao inicial em ambos os
suportes, aplicada durante o mesmo intervalo de tempo das simulagoes anteriores, ou seja,
o periodo (t < 0,25s). Apds esse tempo os suportes ficam fixos até o final da simulagao.

Pode-se observar a perturbacao inicial para esta simulacao no algoritmo dado abaixo:

Algoritmo da perturbacdo inicial em ambos os suportes

if t(i) < 0.2, (5.15)
V0(i) = 0.0066 * sin(10 * pi * £(7));

V(i) = 0.0066 * sin(10 * pi * t(7));

else
V(i)
VEGi)

end,

)

0
0;

Observa-se na Figura 27 em ambos os lados, a perturbagdo inicial. Tal per-
turbacao, da mesma forma que na simulacao anterior, foi gerada para que o tempo de
aplicagao fosse equivalente a um periodo da senoide. Também pode-se observar na Figura

o “choque” entre as ondas na metade do vao, quando cresce a amplitude de oscilacao.

Os parametros utilizados nas simulagoes sdo apresentados na Tabela [2]
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Tabela 2 — Parametros fisicos adotados para a realizagao de simulagoes.

Parametro Valor numérico
Comprimento entre suportes =3m
Flecha maxima b=0,1m

Massa especifica

p=0,1424kg/m

Raio

r =0,000m

Coeficiente de amortecimento

w=0,05Ns/m

Moédulo de Young

E = 2,5 x 10° N/m?

o (k)

Figura 27 — Condigoes de contorno iguais, provocando um ‘choque’ entre ondas.

vl (771)

A Figura[28mostra as flutuagoes no comprimento do cabo, oriundas da elasticidade

longitudinal, flutuagoes estas provocadas em razao das perturbagoes iniciais aplicadas nos

dois contornos, simultaneamente e ainda, considerando-se 6 s de simulacdo. A Figura

mostra a superficie formada com as oscilagées do cabo ao longo do tempo e do espaco.

Percebe-se que os resultados destas duas figuras estdo correlacionados.

Existem dois

choques na propagagao das ondas: um quando refletem nos suportes (contornos) e outro

quando se encontram na metade do comprimento do cabo. O intervalo de tempo entre

cada choque ¢é constante e depende da velocidade de propagacao da onda, que por sua vez

depende dos parametros fisicos do cabo. Este intervalo corresponde a aproximadamente



Capitulo 5. Método Explicito Aplicado ao Problema do Cabo Suspenso 45

0,42 s.

comprimento do cabo (m), periodo perturbagio = 0.2s

3.0115
3.011 ‘
3.0105 |

I
amr |
1 |

3.0085

3.009 |

3.0085 [

3.008 |

3.0075 : * : * -
0 1 2 3 4 5 6
tempo (s)

Figura 28 — Comprimento do cabo ao logo do tempo (periodo = 0,2 ).

frnpa: )

Figura 29 — Condigdes de contorno iguais, provocando um ‘choque’ entre ondas (6 s de
simulagao).

Outras simulacoes foram realizadas considerando-se periodos menores para as se-
noides das perturbagoes, aplicadas nos contornos. As Figuras [3(] e [3I] mostram as flu-

tuagoes no comprimento do cabo para periodos das perturbagoes equivalentes a 0,1s e
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0,05 s, respectivamente. Percebe-se que a velocidade de propagagao da perturbacao con-
tinua a mesma, embora os trens de ondas (amplificadas nos choques) mostrem frequéncias

diferentes, compativeis com os periodos das perturbagdes que atuaram nos contornos.

comprimento do cabo (m), periodo perturbagio = 0.1s

3.016
3015

3014

3013} - 1
3012 1 :
2o0s HL“ ﬁ #’ 'W*“M. i

3.008

3.007 : : : : :
0 1 2 3 4 5 &
tempo (s)

Figura 30 — Comprimento do cabo ao logo do tempo (periodo = 0,1 s).

comprimento do cabo (m), periodo perturbagio = 0.05s

3.035

3.03 1

3.025

3.02 T

3.015

3017

tempo (s)

Figura 31 — Comprimento do cabo ao logo do tempo (periodo = 0,05 s).
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As simulac¢oes permitiram também mostrar que, quanto menor for o periodo das
perturbagoes aplicadas nos contornos, maior é o valor maximo da distensao longitudinal
do cabo. A Tabela[3 mostra em valores numéricos esse comportamento observado, valores
estes que serviram para tracar o grafico visto na Figura . O aumento da frequéncia (ou
diminui¢ado do periodo) das perturbagoes injeta um maior nivel de energia de excitacao,
ampliando assim as tensoes que transitam através do cabo, provocando, consequente-

mente, uma maior distensao em seu comprimento.

Tabela 3 — Dados relativos a cinco simulagoes com diferentes periodos das perturbagoes.

Periodo das perturbagoes (s) | Maxima distensao do cabo (m)
0,2 0,0038
0,15 0,0051
0,1 0,0074
0,075 0,012
0,05 0,0237

0.025 T T T T T T T T

oozr iy

m)

0.015 T

ooy iy

distendimento (

0.005 T

0.04 0.06 0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18 02

periodo da perturbacao (s)

Figura 32 — Distensao maxima do cabo em funcao do periodo da perturbacao.
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6 Conclusoes

No presente trabalho foi realizado um estudo sobre a dindmica de cabos suspen-
sos, bem como sobre suas configuracgoes espaciais em equilibrio estatico, considerando-se
principalmente a equagao da catendria. A motivagao principal é a grande quantidade de
aplicacoes tecnoldgicas envolvendo estruturas flexiveis do tipo cabo, principalmente volta-
das a industria de extracao de petrdleo offshore. Trata-se de um tema que desperta muito
o interesse da comunidade cientifica, pois a industria do petréleo financia muitas pesqui-
sas em todo o planeta. Conforme relatado no primeiro capitulo, na pesquisa bibliogréafica
realizada foi detectado que a maioria dos artigos envolvendo a modelagem dindmica de
cabos utiliza elementos finitos na discretizagao da flexibilidade continua em trabalhos en-
volvendo a realizacao de simulacoes. Alguns outros trabalhos utilizam diferencas finitas
para a solucao das equacoes diferenciais parciais da dinamica do cabo. Como este é o caso
do presente trabalho, as atengoes, na pesquisa bibliografica, concentraram-se em artigos

que utilizam diferencas finitas.

No capitulo 2 a curva catenaria foi o foco. Sabe-se que, com a auséncia de esforgos
internos significativos, um cabo tende, em equilibrio estatico, a se comportar como uma
corrente e, consequentemente, sua configuracao estatica tende a se conformar em uma
curva catendria. Entretanto, verificou-se, na revisao bibliografica, que alguns artigos que
adotam diferencas finitas utilizam a parabola como configuragao estatica. O desenvolvi-
mento classico da equacao da catenaria foi demonstrado e posteriormente foram realizadas
comparagoes entre catendria e parabola, para diferentes relagoes flecha sobre vao, para
cabos suspensos por dois pontos, ambos em uma mesma altitude. De fato, constatou-se
que, quanto maior a relacdo, maior sera a diferenca entre catenaria e parabola e ainda,
que para relagoes flecha/vao menores que 1/20 as diferengas sao negligencidveis. Neste ca-
pitulo também foi comprovado experimentalmente que o cabo escolhido para a realizacao

de experimentos apresenta configuracao espacial estatica na forma de uma catenaria.

No capitulo 3 o desenvolvimento tedérico que conduz as equagoes diferenciais par-
ciais que representam o modelo dinamico do cabo suspenso foi apresentado, no caso mais
geral de movimento no espaco tridimensional. Posteriormente, particularizou-se ao caso do
movimento no plano vertical. O interesse na dinadmica contida no plano deve-se a intencao
de confrontar, em trabalhos futuros, simulacoes e resultados experimentais. No capitulo
4, o método de diferencas finitas foi utilizado na discretizagao das equacoes diferenciais
parciais, transformando-as em equacoes por diferencas, permitindo assim a realizagao de
simulagoes numeéricas, desde que se conhecam as condigoes iniciais e de contorno. Diversas
simulagoes foram realizadas e analisadas nos capitulos seguintes. Estas simulagoes foram

concebidas provocando-se perturbacoes senoidais nas condigoes de contorno, geradoras de
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propagacao de ondas ao longo do cabo. Em sintese, os resultados das simulagoes mostra-
ram comportamentos dindmicos conforme o esperado, atestando qualitativamente a boa
representatividade do modelo desenvolvido. A opcao foi utilizar o método de diferencas
finitas na forma explicita, cuja principal limitacao reside na obrigatoriedade de se traba-
lhar com uma refinada malha discreta, principalmente no dominio do tempo. Porém, os
passos de discretizagao escolhidos no tempo e no espago permitiram solugoes numéricas

estaveis.

Como trabalhos futuros, pretende-se montar um suporte para a confrontacao de
simulagoes com resultados experimentais. Pretende-se também confrontar a modelagem
analitica desenvolvida no presente trabalho com outra técnica de modelagem discreta,
desenvolvida originalmente no Nicleo de Mateméatica Aplicada do IMEF — FURG.
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