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Resumo

Nesse trabalho apresentaremos um modelo econémico de Cournot que sintetiza de ma-
neira relevante a competicao entre firmas, que é uma questao bastante pertinente para as
Ciéncias Economicas. Faremos uma andlise a partir de duas perspectivas: o calculo com
derivadas de ordem inteira (que corresponde exatamente ao modelo de Cournot encon-
trado na literatura) e o cdlculo de ordem fracionaria, para o qual podemos interpretar que
as firmas competem com memoria. Mostraremos que, em uma estratégia de longo prazo,
os efeitos de memoria geram uma estratégia vencedora. Usaremos alguns indicadores co-
nhecidos dentro da Ciéncia Econoémica tais como, receita e custo marginal, lucro médio
e suas generalizagoes e utilizaremos o calculo de ordem fracionaria para entender o efeito

que cada abordagem produzirda em nosso modelo.

Palavras-chaves: Firmas, Modelo de Cournot, Calculo Fracionario, Meméria, Equili-

brio.



Abstract

In this work, we will present an economic model of Cournot that summarizes in a relevant
way the competition between firms, which is a very pertinent question for the Economic
Sciences. We will make an analysis from two perspectives: the calculation with derivatives
of whole order (which corresponds exactly to the model of Cournot found in the literature)
and the calculation of fractional order, for which we can interpret that the firms compete
with memory. We will show that in a long-term strategy, memory effects generate a
winning strategy. We will use some known indicators within Economic Science such as
revenue and marginal cost, average profit and their generalizations, and we will use the
fractional order calculation to understand the effect that each approach will produce on

our model.

Key-words: Firm,Cournot model, fractional calculation, memory,balance.
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Introducao

O estudo da interdependéncia entre firmas é um questao de grande importancia
para compreender a organizagao industrial. Contudo, considerar a hipdtese de que todas
firmas sao tomadoras de pregos pode nés levar a negligenciar a complexidade que envolve

o comportamento das empresas em um ambiente interdependente.

A teoria dos oligopdlios assume um papel consideravel nestas discussoes pois, além
de ser uma estrutura comum em diversos setores do mercado, a sua inter-relacao com o
desenvolvimento da teoria de jogos, (GREMAUD et al. 2017), a tornou um objeto de
estudo fértil. Tal inter-relacao fica clara quando percebemos que a competicao ente firmas
é estudada, em geral, sob a perspectiva de encontrar um equilibrio (equilibrio de Nash)

que maximize os interesses das firmas envolvidas (GREMAUD et al.| 2017)).

Mais recentemente, o foco de desenvolvimento tedrico em micro-economia tem
se concentrado em processos competitivos que evoluem no tempo e nos efeitos gerados
sobre tais processos pela imperfeicdo da informacao e pela introducao de incertezas. Um
importante ponto desta nova visao dinamica dos processos competitivos sob os processos
estaticos é a possibilidade de emitir previsdes futuras, bem como incorporar estratégias
que considerem historicos competitivos entre as firmas envolvidas, em detrimento dos

processos em que a estratégia é feita a partir de firmas com completa amnésia (GREMAUD

et all 2017), (TARASOVA; TARASOV], [2017).

E claro que estratégias corporativas podem ser muito complexas, dependendo de
uma série de variaveis como: prego, produtos, investimentos, diferenciacao de produtos,
etc. Embora, generalidades nas estratégias poderiam ser adotadas neste trabalho, opta-
mos por apresentar um modelo simplificado, que consiste em uma competicdo puramente
por quantidades, conhecido na literatura como modelo de Cournot (veja Capitulo [2| para
maiores detalhes). As estratégias onde as firmas competem por prego e que se remetem
ao trabalho original de Bertrand (GREMAUD et al., 2017)) serao abordados em trabalhos

futuros.

A competicao de Cournot é um modelo que descreve a estrutura industrial em
que firmas competem pela quantidade de um bem uniforme que sera produzido, que sera
decidida de maneira independente entre as firmas competidoras ao mesmo tempo. Cada
firma tentard maximizar o seu ganho, comumente o preco, baseado na expectativa que

sua propria decisao nao afetara a decisdo das demais firmas competidoras.

Estudaremos o modelo do Cournot para duas firmas em oligopélio durante o Capi-
tulo . Estudaremos o caso em que as firmas trabalham de forma discreta (as quantidades

sdo obtidas em intervalos de tempo igualmente espagados) e continuas (essencialmente, a
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produgao e em consequéncia, o prego é tempo dependente). Isso serd estudado durante

as Subsecoes e[2.1.2] da Secao 2.1] respectivamente.

O modelo de Cournot estudado na Secao [2.1] considera que as firmas competidoras
o fazem em um meio de extrema amnésia, o qual nao é razoavel que aconteca em uma
competicao real. Por isso, nas Subsecoes e 2.2.2] estudamos o modelo de Cournot,
cujo equilibrio é determinado por uma estratégia que considera memoria, dada pelas

derivadas de ordem fracionaria.

De maneira a entender o papel que a memoria (derivadas de ordem fracionaria)
introduzem na teoria de competicao de Cournot, na Secao [2.4] comparamos os resultados
obtidos para firmas que possuem memoéria distintas. Provamos que, em uma estratégia
de longo prazo, a firma que possui maior meméria (derivada fracionaria de ordem menor)
tem a estratégia vencedora. Até onde o autor conhece, esse resultado é novo e nunca foi

explorado com a abordagem apresentada neste trabalho.

No Capitulo[I} apresentamos de forma breve e concisa alguns resultados a respeito
de sistemas dinamicos e da teoria do calculo de ordem néao inteira que serao utilizados

neste trabalho.

No Capitulo[3] apresentamos uma interpretagiao econdmica a respeito das derivadas

de ordem fraciondria, nos quais baseamos nossa abordagem durante o Capitulo [2|

Por fim, no Capitulo [ tecemos nossas conclusoes e damos uma série de alternativas

para o prosseguimento dos estudos abordados neste trabalho.
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1 Fundamentacao Matematica

Neste Capitulo, introduziremos de maneira simples e objetiva o Célculo de Ordem
Arbitraria, também conhecido como calculo fracionario, cujas propriedades serao utiliza-
das durante este trabalho. Para uma visao mais geral sobre o assunto sugerimos ao leitor
que consulte (CAMARGO et al., 2009; OLIVEIRA et al., 2014; DIETHELM, 2004)) e

referéncias.

Iniciaremos este capitulo de revisdoes com alguns conceitos relativos a solucao de
sistemas de equacgoes diferenciais, assunto que sera recorrente no decorrer deste trabalho.
Mais uma vez faremos uma breve revisao e sugerimos ao leitor consultar (ZILL; CULLEN]

2006) e referéncias para maiores detalhes.

1.1 Nocoes de Sistemas Dinamicos

Partes da teoria dos sistemas dinamicos serao amplamente utilizada durante este
trabalho. Faremos um breve apanhado de alguns conceitos fundamentais da teoria. Para
detalhes completos desta teoria, recomendamos (ZILL; CULLEN] 2006) e referéncias.

1.1.1 Equacdes Diferenciais

Definigao 1.1.1. Segundo (ZILL; CULLEN| 2006)) uma equagao que contém as derivadas
ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais variaveis

independentes, é chamado de equagdo diferencial (ED)

1.1.2 Sistemas Lineares Autdnomos

Definigao 1.1.2. Sistemas Lineares Autéonomos Um sistema de equagdes diferenciais

¢é dito autonomo se pode ser escrito da seguinte forma:

% - gl($17x27”' 7In)

dstQ. = gZ(xlax%"' 7xn) (11)
drn __

at T gn(mlax%"' 7xn)

(ZILL; CULLEN]| 2006))

1.1.3 Solucao Dos sistemas

Considere o seguinte teorema:
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Teorema 1.1.1. Seja
X =A)X + F(t)

um sistema de equagoes diferenciais, sujeito a X (ty) = Xo, representado em sua forma
matricial. Entdo temos que se os elementos das matrizes A(t) e F(t) sejam fungoes
continuas em um intervalo comum I que contenha ty5. Entao existe um tinica solugao para

o problema.

Para demonstracao, ver (ZILL; CULLEN] 2006).

1.1.3.1 Solucdo Homogénea

Teorema 1.1.2 (Solugao Geral -Sistemas Homogéneos). Sejam Aq, Ag, ..., A,, n auto-
valores reais distintos da matriz de coeficientes A de um sistema 7> = AZ e sejam
K, K, ..., K, os autovetores correspondentes. Entao, a solucao geral do sistema no in-

tervalo (—o0, 00) é dada por

7 =1 KieMt + oo Ko™t + .+ ¢, K, e
Para demonstragao, ver (ZILL; CULLEN] 2006).

1.1.3.2 Solucao Particular

Teorema 1.1.3. Sejam X;, Xy, ..., Xk um conjunto de vetores solugao da parte homoge-
nea de um sistema em um intervalo I e seja X, um vetor arbitrario solu¢ao da parte nao

homogénea neste intervalo. Entao
X = 01X1 + CQXQ + + Cka + Xp

¢ também solucao do sistema nao homogéneo no intervalo, para quaisquer constantes

C1,C9,y ..., Ck.

Para a demonstracao ver (ZILL; CULLEN] 2006]).

1.1.4 Classificacdo Do Equilibrio

Os pontos de equilibrio podem ser classificados de acordo com a matriz do sistema

de equagoes diferenciais:

1.2 Calculo De Ordem Arbitraria

Podemos dizer que o calculo fracionario teve sua origem em 1695 numa carta escrita

por L’Hopital para o famoso matematico Leibniz onde ele questiona qual o significado da
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~ n . . . . ~
expressao D"y = Z:Tyz quando n = % Leibniz, por sua vez, respondeu, sem muita precisao
" 1 .
matematica, que a resposta para essa pergunta era Dzx = x+v/dx : x e, ainda, afirmou que

"Este é um importante paradoxo do qual um dia importantes aplica¢oes serdo obtidas',
(CAMARGO et al., 2009).

Apos esse evento, diversos outros importantes matematicos como Reimann, La-
grange, Laplace, entre outros, contribuiram direta e indiretamente para que a teoria do
calculo fracionario se desenvolvesse. Uma revisdo completa sobre o assunto pode ser

encontrado em (OLIVEIRA et all 2014; CAMARGO et al| 2009) e referéncias.

Antes de avangarmos para o cédlculo fracionario, vamos introduzir na préxima

subsecao uma séria de fungoes especiais que sao indispensaveis para o que segue.

1.2.1 Funcdes especiais

Nesta subsecao apresentaremos a definicdo de algumas fungoes especiais, junta-
mente com algumas propriedades das mesmas, as quais serao amplamente utilizadas no

decorrer do trabalho.

Iniciaremos apresentando as fung¢oes Beta e Gamma e algumas propriedades das
mesmas. Tais fungoes sdo de grande importancia na construcao a teoria do calculo fraci-

onério.

Definigao 1.2.1. Seja x € R*. A funcao Gamma ¢é definida através da seguinte integral

impropria
['(x) :/ e T dt . (1.2)
0

Veremos abaixo, a partir de algumas das propriedades da fun¢cdo Gamma, que esta

é uma generalizagao (para x € RT da funcao fatorial.

Lema 1.2.1 ((CAMARGO et al., 2009))). Considere a fungdo Gamma como na Defini-
cao Entao, para qualquer x € R™ temos

Mx+1)=al(x).

Em especial
(1) = / et=—d[=1
0 0

O que implica em I'(n + 1) = (n)!, para n € N.

Demonstracao. Por definicao, temos que

['(z+1) = /0 e "t dt
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O que implica em

Fx+1) = [—e_tt”"};o + :13/0 et

Como sabemos que

lim e ‘t* =0
t—o0

Concluimos que
I'(z+1) =al'(2).

A seguir, definiremos a funcao Beta.
Definigao 1.2.2. Sejam p,q € R™. Entao a fungao Beta é definida pela seguinte integral
improépria
1
Blap) = [ a1 -2 e, (1.3)
0

Lema 1.2.2 ((CAMARGO et al., 2009))). Sejam ¢, p € RT. Entao a funcdo Beta definida
em pode ser reescrita na forma

a2 [ (cos(0) sen(@)a). (140)
0
Demonstracao. Considere a seguinte mudanca de variavel
r = cos*(0) = dx = —2cos(0)sen(0)dd . (1.5)
Substituindo em ([1.5]), temos ((1.3)). ]

Com ¢,p € RT Podemos escrever a funcdo beta de uma outra forma tomando
r = cos’(0) = dx = —2cos(0)sen(0)db:

0

Bla.p) = | (cos(9))7" (sen®(9))~" (~2cos(6)sen(0)do)

jus

2

Definicao 1.2.3. Logo podemos escrever a funcao beta da seguinte forma:
a) =2 [ fcos(6) " sento) o)
0
E possivel relacionar as funcées gama e beta através do teorema abaixo, presente
em (OLIVEIRA et al., 2014):

Teorema 1.2.1. (OLIVEIRA et al., |2014)

I'(q)'(p)

6@m=rw+m
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Demonstracao. Da definicao temos que
I'(g)l(p) = / e "a"dx / e Uy dy
0 0

Seja # = r? e y = s2. Logo dx = 2rdr e dy = 2sds. Substituindo na equacao acima

teremos:

I'(g)L'(p) = (2 /OO e_”2r2q_2rdr> (2 /OO 6_5252”_23d5>
0 0

I'(g)I'(p) =2 (/OO 6_(T2+82)> 2 (/Oo r2q_ls2q_1drds>
0 0

Usando coordenadas polares r = kcos(0) e s = ksen(f) teremos:

T(q)T(p) = 2 ( /O ~ e—kQ) 2 < /O g(k:cos(&))Qq‘l(ksen(@))2q‘1kdkd0>

0 0

T(q)T(p) =2 (/OO e_k2k2(CI+p—1)kdk;) 2 (/g(003(9))20—1(sen(H))Qp—1> df

Podemos ver que a segunda integral da equagao acima ¢ exatamente a igual a

segunda forma de escrever a fungao beta. Portanto:

Dg)C(p) =2 ([ e KD kdk) 6g.p)

Fazendo o = k? = dy) = 2kdk:

I'(g)T'(p) = (/OOO e”wwldw) B(q,p)

Repare que a primeira integral é a propria definicao da funcao gama de q + p:

(q)T'(p) = T'(q +p)B(q,p)

Por fim

o que conclui a demonstragao. O]

Outra funcao especial que vamos utilizar no decorrer do trabalho ¢ a funcao de
Mittag-Leffler, a qual pode ser vista como uma generalizacao da fungao exponencial (OLI-
VEIRA et al., 2014).
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Definigao 1.2.4. A funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro E,(t) é definida da se-

guinte forma:
[ee] t'n,

Falt) = 2 I'(na + 1)

n=0

Onde Re(a) > 0.

Repare que no caso especial em que o = 1 temos

E t = _ = _— = t
1(?) ;F(nJrl) ,;)n! ¢

(CAMARGO et al. 2009)

Agora iremos introduzir a fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros , E, (t).

Definicao 1.2.5. A func¢ao de Mittag-Leffler de dois pardametros é definida por

oo tn
Eap(t) = nzz%) I'(na+ B)

Definigao 1.2.6. A fungao definida da forma abaixo é chamda de fungao de Gel’Fand-
Shilov

tozfl

= >0
Do(t) =4 '@ (1.6)
0 <0

(CAMARGO et al. 2009)

1.3 Integral Fracionaria

Nesta secao introduziremos os fundamentos da teoria de calculo de ordem fracio-
naria segundo Riemann-Liouville, bem como alguns teoremas que produzem propriedades
de interesse para o desenvolvimento deste trabalho. Para um apanhado geral desta teoria
fascinante, consulte (CAMARGO et al., 2009),(OLIVEIRA et al., [2014) (DIETHELM|

2004) e referéncias.

O principio fundamental para a introducao do céalculo de ordem fracionéria esta
na generalizagdo do Teorema de Leibniz para Diferencia¢ao de uma Integral (CAMARGO
et al., 2009),(OLIVEIRA et al., [2014)),(DIETHELM] 2004), como segue.

Teorema 1.3.1. Seja f(t,x) uma funcdo de duas varidveis, diferencidvel em ¢, e sejam

g(t) e h(t) fungoes diferenciaveis. Entao temos

iéiit)f(t,x)dx _ /g:)ﬂgt (t7x)dx+f(t,h(t))M _ f(tﬂ(t))%t)



Capitulo 1. Fundamentacio Matemdtica 18

Demonstracao. Podemos identificar a integral, que estd do lado esquerdo da equacao

acima, como sendo uma funcao de trés variaveis.

h(t)

I(t,h,g) = /g o o)

onde h e g dependem apenas de t. Do teorema fundamental do cdlculo temos:

dt/ x)dr = g(t (1.7)

E também

dt/ Tt btg (z)de = —g(1)

Agora vamos usaremos a regra da cadeira para encontrar a derivada total de

J(t,h,g) em relacao a t.

d oJdt 0Jdh 0Jdg
)= v m T ana T agat

_ (gt /ghf(t,m)dm> fé+ (gt /ghf(t,x)dx> ;ith( £+ (gt /hgf(t,x)d:p> jtg(t)

ht) 9 d p
:/g(t) —f(t 2)de + f(t,h()) Zh() = F(t () 290

A equacao acima é justamente aquela que procurdvamos. L]

Considerando o Teorema com h(t) =t e g(t) = a teremos:

CZ/:f(t,x)dx = /at gtf(t, x)dx + f(t,t) (1.8)

O préximo teorema é o famoso Teorema De Cauchy para Integrais Repetidas, e.g.
(OLIVEIRA et al., 2014).

Teorema 1.3.2. Seja f uma fungao integravel n vezes no intervalo [a,t] € R, com n € N

Entao vale a relagao

2 fae = [ f@)any = [Cdn [T [ fen = @MﬁwWWMm
(1.9)

Onde [J! f(x)](t)] é a integral de f(z) de ordem n de a até t.
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Demonstragio. Seja p(t) = [}(t—x)" ! f(x)dz. Derivando p(x) em relacio a t e utilizando
(2.2) temos:

Onde D™ é a derivada de ordem n.

=(t—2)""f(2)

+/8t — )" () de

= [ Sy e = (1) [ ()
Derivando D[p(t)], temos

t

Dp(t)] = (n = 1)(n—2) [ (= 2)"*f(w)da

a

Derivando p(x) n — 1 vezes onde n € N obtemos
—1 ¢ —
D" p(t)] = (n=1)! [ (t = )"~ f(a)dr

— (1) /atf(x)dx

Derivando novamente e utilizando (2.2) temos

DD p(a)) = (0~ 115 [ fa)d
D"p()] = (n = D (1)

Com isso podemos notar quey fg)! ¢ a integral de ordem n de f(t).
p(t) 1L n—
Dl = oD / (t — )" f(w)d (1.10)

Ou seja J"f(t). Ainda mais podemos dizer que

D" [(n_ll), - x)”*f(m)dx] = f(t)

Como sabemos que J" é o operador inverso a esquerda de D" temos que:

gy [ €0 e = )
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Portante concluimos que o teorema de Cauchy para integrais repetidas é vélido

paran =1,2... O

Com base no Teorema [I.3.2] podemos considerar continuagao da formula de Cau-
chy para integrais repetidas, para valores nao inteiros, isto é, podemos considerar o € R.
Tal continuagao gera o que conhecemos por operador de integracao fracionaria de Rie-
mann Liouville (CAMARGO et al., 2009), (OLIVEIRA et al., 2014), (DIETHELM), 2004])

e que sera apresentado na defini¢do a seguir.

Definicao 1.3.1. Sejam a € R, n € N com n — 1 < a < n, f uma fun¢do integravel em
qualquer subintervalo de [a, b]. Entdo, para t € [a,b] denotamos por J;'f(t) a integral de
f(t) e definimos a integrais fraciondrias de Riemann- Liouville de ordem «, & esquerda e

a direita, respectivamente, por

IA0) = s [ 6= @) (1.11)
JOF() = r(la)/tb(t C 2 f(@)de, bt (1.12)

Da definicdo de integral fracionaria acima, podemos deduzir a seguinte proprie-
dade, que pode ser interpretada como uma lei dos expoentes, e.g. (CAMARGO et al.|
2009; OLIVEIRA et al| 2014; DIETHELM, [2004).

Teorema 1.3.3 (Lei dos Expoentes). Sejam «, 5 > 0. Considere o operador de integragao
fracionaria J apresentado na Defini¢ao [1.3.1} Entao

JocJB — J,Bja — JOH—B
Demonstracao. Considere a funcao de ® definida abaixo por:

tozfl
Y= ,t>0
Dy(t) = I(a)
0 <0
Fazendo a convolucao de ® com uma funcao f (t)E]
1

B0« £(0) = 5 [ (= ) f(a)de = T F(1)

Agora vamos mostrar que:

Do (1) * Py(t) = Pays(t)
Veja (OLIVEIRA et al. |2014) para a definigdo da operagao de convolugéo

1
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Usando a defini¢ao de convoluc¢ao, obtemos

v ot (t— )Pt

D, (t) x Pg(t) = dx
(8) + @s(t) = | M) T(9)
-1 e 2\ B-1
=—- T == dz .
I'(a+5) /o ’ ( t> v
Fazendo y = ¢ e substituindo na equagao acima encontraremos
D (t) * D P et - )
all) * t) = 7/ ty)* (1 — 1
(t) * Pp(t) F<a+6>0(y) (1—y)" tdy
tﬁ-ﬁ-a—l t . 5 1d
== T 1—y)dy.
R ) W =)y

Observe que a integral acima é justamente a definicao da fungdo beta (veja Defi-

nigio [[22), logo
tﬁ +a—1

Do (t) * Pp(t) = mﬁ(aa B)

I i ]
~ Dla+B) N(@)alB)

Portanto
CI)a(t) * (I)ﬁ(t) = (I)OH—B .

Agora considere a integral fracionaria (veja Definigao [1.3.1]) obtemos
JOJOf(x) = ®oJ () = Pa®p f(2) = Paysf(z) = J* f(2)

como enunciado. O

1.4 Derivada Fracionaria

Munidos da definigdo de integral fracionédria (Definigao |1.3.1)) e conhecendo a lei
dos expoentes (Teorema [1.3.3)), estamos preparados para definir a derivada fracionaria,

segundo Rimann-Liouville.

Definigao 1.4.1. Seja f(z) uma funcao integravel e 5 um ntmero real tal que § =n —«
onde 0 <« <1en € N. Entao a derivada de ordem « de f é dada por

ar| 1 @

=— |=—— —0)* 7 f(e)dt| 1.13
& v [ - o r0al (113

A seguir deduziremos algumas propriedades da derivada de ordem fracionaria,
as quais serao utilizadas neste trabalho. Para um apanhado mais completo sobre as
propriedades do operador de derivadas de ordem fracionaria, consulte (CAMARGO et
al., 2009; OLIVEIRA et al. 2014; DIETHELM] 2004) e referéncias.
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Lema 1.4.1 (Linearidade). Sejam A\, u € R, a« € Rtal quen —1 < a < ncom n €
R, f,g funcdes definidas em [a,b] tais que D*/) e D2g(t) existam. Entdo temos que
Dy IMf(t) + ng(t)] existe e

DEFIAf(t) + pg(8)] = ADf(#) + pDig(t)
Demonstracao. Da definicao temos que

DF (MO + 9(0)] = s [ (0= 2" (0 (@) + mg(a) o]
— F(/\oz) /at [(t — x)a_lf(x)dx} B Z/: {(t - x)o‘_lg(x)dx}

— AD{f(t) + uDSg(t)

o que conclui a demonstragao. O]

Veja abaixo outra propriedade interessante das derivadas fracionarias. Sejam o €
R*, meNe D= entdo. Se as derivadas de ordem fracionaria (DSy)(z) e (D3T™)(z)

existem, entao

(D™ Dgy)(x) = (D3 ™"y)(x)
(OLIVEIRA et al), 2010)

A seguir apresentaremos a derivada de ordem fracionaria para algumas fungoes
(fungoes poténcias) que serao utilizadas neste trabalho. Para uma lista mais completa de
tais derivadas sugerimos ao leitor consultar (CAMARGO et al 2009; OLIVEIRA et al.|
2014; DIETHELM] 2004) e referéncias.

Lema 1.4.2. Considere a funcao f(t) =t7, v > —1 e a € [0,1[. Entao a derivada de

ordem n —a comn —1 < a <n édada por

neapy L +1) oty
Dt f(t) - F<n_a+7+1)Df(S)s=t+ .

Demonstracao. Note que, por Defini¢ao temos que

D f () = Z; [F(la) / - x)alx'ydx]

= ;Z; [I’(la) /Ot {t(l — f)r_l x”dx] :

Tome z = ut o que implica em dz = tdu. Assim da equacgao anterior, temos que

Drepy = L [1 [ - <ut>wu]

~ditr | T(a)

dr |t 11 oty
_dt"[l“(oz)/o( - “]
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Repare que a integral a direita é justamente a definicdo da funcao beta.

dr | et
= am [F(a)ﬁw + 1704)]
Usando [L.2.1] temos:
na gy A" [T Dy + D)
D=2 p () = dtn [F(a) Dla+~+ 1)]

E por fim temos:

dn ltaﬂnw 1)] "

DEf) = g T(a+v+1)

o que conclui a demonstragao. O]

Em particular temos que

Corolario 1.4.1. Considere as mesmas hipdteses do Lema [1.4.2] Entao

r'(2)
I'l+«)

a

D™t =

D = EEACIRY
I'2+a)

Demonstragio. Basta tomar v = 1,2 no Lema [I.4.2] respectivamente. O
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2 Modelos do tipo Cournot

Neste Capitulo estudaremos um pouco a estrutura de duopélio, um oligopdlio com
duas firmas. Consideraremos que as firmas produzem produtos homégenos (substitutos
perfeitos) e que tudo que for produzido serd consumido pelo mercado. Neste modelo as
firmas iram vender seus produtos com o mesmo preco, porém o preco serd uma funcao da
producao de ambas as firmas, desta forma cada empresa precisa escolher a producao que
resulte no preco que maximize seu lucro levando em conta a producao de sua rival. Tal
andlise, foi proposta em termos econémicos modernos por Antoime Augustin Cournot em
(1838), e.g. (GREMAUD et al., [2017). Em outras palavras, o modelo de Cournot é um
modelo de monopédlio em que cada firma depende das outras para tomar suas decisoes
(GREMAUD et al., [2017). Como em tal modelo, a tomada de decisao estd intimamente
associado com o equilibrio entre demanda e producao, faz-se necessario determinar es-
tratégias para garantir a existéncia de um ponto de equilibrio, de forma que, cada firma
possa escolher de forma independente a sua estratégia para maximizar os lucros, baseado
no conhecimento das estratégias das outras firmas (concorrentes). Tais conceitos estao
intimamente relacionados com o que conhecemos hoje em dia por equilibrio de Nash
(GREMAUD et all [2017). Os livros (PINDYCK; RUBINFELD; RABASCO, [2013) e
(VASCONCELLOS; OLIVEIRA; BARBIERI| 2011)) fornecem fornecem uma introdugao

aos temas citados acima.

As novidades que apresentamos neste trabalho e que serdo descritas abaixo neste
capitulo se encontram no fato de que analisaremos o modelo de Cournot continuo e discreto
através de duas perspectivas: As derivadas de ordem inteira (que correspondem a teoria
de equilibrio de Nash) e utilizando a teoria de calculo fracionério, cujos resultados para

este tltimo caso, até onde sabemos, ainda nao foi estudada.

Como o objetivo de simplificar o problema faremos algumas hipdteses a respeito

do modelo, conforme segue:

o Estudaremos a competicao entre duas firmas;
o A funcao preco serd dada da seguinte forma:
P=a—-0Q (2.1)

onde () = g1 + ¢2 é a oferta toral do mercado, a e b constantes tal que b < a e ¢ e

g2 sdo as produgoes das firmas 1 e 2, respectivamente.

o Ambas as firmas possuem um custo variavel igual a zero e o custo fixo sendo uma

constante ¢ < a.
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e Tudo o que é produzido é consumido pelo mercado.

Com as hipodteses acima, a fungao lucro da firma 4, com ¢ = 1,2 sera:

Iy = Pgy — que = (a — bQ)q1 — qrc = (a — b(q1 + ¢2)) 1 — gac,

0 que resulta em
I, = aqy — bg? — bgaqr — quc (2.2)

De maneira analoga temos,
Iy = agy — bgs — bqiqz — gac (2.3)

As equagoes (2.2]) e (2.3) correspondem ao modelo de Cournot, dado por

0 (q1,q2) = aqy — bg? — bgaqy — qic
1(q1,q2) = agr — bgy — bgagh — (2.4)

Ha(q1, q2) = age — bgs — bgaqr — gac

Nas préximas segoes analisaremos os pontos de equilibrio para o modelo de Cournot (2.4)).

2.1 Modelo De Cournot: Duas Firmas Usando Derivadas Inteiras

Nesta secao, analisaremos as condicdes de equilibrio para o modelo de Cour-
not ([2.4) a partir de duas perspectivas: De que a produgao de duas quantidades distintas
¢; (para i = 1,2) sdo concebidas em intervalos de tempo pré-fixados, ao qual chamaremos
de Modelo de Cournot Discreto, e posteriormente, consideraremos o caso em que os in-
tervalos de tempo ente duas a produgao de duas quantidades ¢; (para i = 1,2) podem ser
obtidas em um tempo infinitesimalmente pequeno, para o qual chamaremos de Modelo

de Cournot Continuo.

2.1.1 Modelo de Cournot Discreto

Nesta subsegdo, olharemos para o modelo de Cournot sob a perspectiva discreta.
Ou seja, que as duas quantidades ¢;(t 4+ 1) e ¢;(t) (onde ¢ representa o tempo) é tal que
t+1—-t=1.

Para encontrar a funcdo de reagdo das firmas retratadas em (2.4), o que corres-
ponde a condigdo de primeira ordem do sistema ([2.4)), precisamos derivar as duas fungoes
lucros II; em relacao as suas respectivas produgoes ¢;. Isto é,

oty _
Oq1

Olly —
0q2

a—2bqgy —bgs —c =0
a—2bgy —bgy —c=0
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Da condicao acima, temos que a fun¢ao reacao de cada firma é dada por

g=2cc 2
2 2 (2.5)
©=5 %

De ([2.5) obtemos que a produgao 6tima de cada firma corresponde a

*x __ a—cC
41 = 33
x _ a—c
42 = 733

o qual é conhecido como ponto de equilibrio de Cournot (GREMAUD et al.; 2017). Dada
a simetria de (2.4]), temos que

(a7, 43) = Halay, 43) ,

comprovando que a estratégia de competicao é Otima para ambas as firmas. Por fim,

CcOo1mo

5 =-20<0, 4,53=12, 1#]
qi

temos que o ponto de equilibrio de Cournot (¢f, ¢5) é um ponto de méximo.

2.1.2 Modelo de Cournot Continuo

Nesta subsecdo, nos inspiraremos nas ideias apresentadas por (SNYDER; GOR-
DER; VAJRAVELU]| 2013), para deduzir o que chamaremos de Modelo de Cournot Con-
tinuo. Em outras palavras, somaremos —g;(t + At) para ¢ = 1,2, respectivamente, em
(2-5). Assumindo que g¢;(t) é pelo menos continua e utilizando o Teorema de Taylor, com
resto de Lagrange, obtemos que, para i = 1,2, ¢; = ¢;(t) — g1 (t + At). Assim, passa a
ter um "modelo continuo associado", dado pelo sistema de equagoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem (EDO’s)
(2.6)

Em outras palavras, ¢, e ¢» devem ser interpretadas como a variaao da producao de cada

firma em relacao ao tempo.

O sistema de EDO’s (2.6)) deve ser considerado com as seguintes condigoes iniciais
¢(0) =¢). (2.7)

Para analisarmos o ponto de equilibrio, consideraremos ([2.6) da forma matricial,

2105 2l
G2(t) -3 —1] | @

dado por
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Agora podemos encontrar o ponto de equilibrio do sistema.

Primeiramente, considere as seguintes quantidades:

-1 3 1 3
A — d t 2 = 1 _— = -
‘ [ S ] 11
e _ -
a—c 1 _ — —
A —get| T 3| _a—c a c:(a c)
P e 2 b 4b
2 i
e ainda _ -
-1 —&= a—c a—c (a—c)
Ay = det » | = — =
1 a—c
| -1 -5 2b 2b 4b
Portanto, obtemos que o ponto de equilibrio (estacionério) (¢7,qs5) = (0,0) ¢ tal
que
qT = % —= (a:;)C) ) q; —= % = (a’?’_bc)

Na andlise que segue (somente para facilitar as contas), deslocaremos o ponto de
equilibrio (¢}.q3) para a origem. Faremos isso a partir da seguinte mudanga de variaveis:

a—=¢C

3b

a—=c

3b

De (2.9)), obtemos que &(t) = ¢1(t) e y(t) = ¢o2(t). Assim, o sistema ([2.6)) pode ser reescrito
da forma

2(t) = q(t) - (2.9)

y(t) = qa(t) —

(2.10)

B(t) = —olt) = o5 = - g = —a() - 211)
mgt)_ '

x(t)
[0 o

Nesta pequena subsecao analisaremos a estabilidade do ponto de equilibrio do
sistema (2.12)).

Para tal sistema, temos o seguinte resultado.

2.1.2.1 Analise De Equilibrio

Teorema 2.1.1. O tnico ponto de equilibrio do sistema (2.12]) é o ponto (0,0). Tal ponto

de equilibrio é assintoticamente estavel.
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Demonstracio. De fato, como a a matriz do sistema (2.12)) é dada por,

1
[_1 _2]
1
-3 1

temos que o seu determinante é dado por A = %. Portanto, o tnico ponto de equilibrio

é o (0,0). Além disso, o traco da matriz acima é dado por 7' = —2. Assim, temos
que 7% — 4A = (-=2)* — 43 = 1 > 0 e portanto, o ponto de equilibrio (0,0) ¢ um né
assintoticamente estével (ZILL; CULLEN] 2006)). ]

2.1.2.2 Solucao para o Modelo de Cournot Continuo.

Nesta subsegao solucionaremos o sistema de EDO’s[2.12 Para tal, nos utilizaremos

do Teorema [I.1.2] enunciado anteriormente.

Teorema 2.1.2. A solugdo geral do sistema de EDO’s 2.12] possui uma solugio geral
dada por

z(t) = fere ™2t + kye 2t
y(t) = k72" — kye™2", (2.13)

onde K e K5 sdo constantes indeterminadas.

Demonstrag¢io. Primeiramente, note que a equagao caracteristica do sistema ([2.12)) é dada

por
—1—=\ 1
det [ 2

1
2

]:A2+2)\+:0.
A

Portanto, esta possui duas raizes reais e distindas, dadas pelos seguintes autovalores

_ =3 — =1
/\1— 3 e>\2— 5 -

Assim, pelo Teorema [I.1.2] basta que encontremos os autovetores associados a

cada um dos autovalores acima.

Consideremos primeiramente o autovalor \; = _23. Deste, substituido na matriz

do sistema segue que

O que implica em

Portanto, o autovetor associado ao autovalor \; = ’73 ¢é dado por

= [ 1 ] (2.14)
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Da mesma forma, substituindo o autovalor A\, = _71 na matriz do sistema, obtemos

que
—q1 =Gz
Portanto, o autovetor associado ao autovalor Ay, = _71 ¢é dado por
1
Uy = [ } : (2.15)
—1
Segue agora do Teorema ((1.1.2) que a solugao geral do sistema de EDO’s (2.12) é
dada por (2.13)). O

Note que se nao tivéssemos realizado a mudanca de variavel precisariamos encon-

trar a solucao particular. Veja Abaixo:

1 a—c
1 a—c

Este sistema pode ser facilmente resolvido e encontramos: P; = e P= %55

2.1.3 Plano de Fases para o Modelo de Cournot Continuo

Para visualizar os resultados obtidos nas Subsecoes 2.1.2.1H2.1.2.2] apresentare-
mos nesta subsegdo o plano de fase para o modelo (2.12)). Este é dado pela Figura

abaixo. Fica visivel na Figura [l| que o ponto de equilibrio é o (0,0) e ainda que este é

assimptoticamente estavel, conforme provado no Teorema, [2.1.1]
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Figura 1 — Plano De Fases

2.2 Modelo de Counrot Discreto para duas Firmas usando Deriva-

das de ordens Fracionarias

Nesta secao, faremos a derivagdo do modelo de Countot para duas firmas usando
as derivadas de ordem fracionaria. Até onde os autores sabem, esta abordagem nao é
comumente aplicada ao modelo de Cournot contudo, é possivel ver que exite uma biblio-
grafia tratando de tal assunto, veja (XIN; PENG; KWON| 2019). A Secdo [2.4] faremos

uma comparagao entre os modelos com ordem inteira e fraciondria, bem no Capitulo [3]

daremos uma interpretacao econdmica das derivadas de ordem fracionaria, de forma a

deixar claro alguns pontos da abordagem que seguiremos aqui.
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2.2.1 Modelo de Cournot Discreto com derivadas de ordem fracionarias.

Nesta subsecao pretendemos resolver o problema de Cournot com o auxilio do

calculo de ordem fracionaria introduzido brevemente no Capitulo [I}

Faremos uso da seguinte interpretagao (que serd amplamente discutida no Capi-

tulo [3] a qual adotaremos a partir de agora:

Interpretacao econdmica da derivada de ordem fracionaria: Seja 0 < a <
1 en € N. Seja II;(q1,¢q2) a fungdo lucro da firma 4, para i = 1,2. Entenderemos a

quantidade

- —c—bp)ed  ba""2

Dl af, I, = (a c 1 1 _

o (i )T T(a+2) r2ta) "
(a—c—bg)

:>Q1:<1+Oé) 2

como sendo a reagao da firma i com relacdo a firma j com um peso (1 + «). Em
suma, isto pode ser pensado como a memoria da firma ¢, 5 = 1,2, a qual, pela nature das

derivadas fracionarias pode ser percebida como sendo o peso dos valores de II; sobre g;.

Tendo em mente a interpretacdo acima, no que segue pretendemos encontrar as
derivas fracionéria 1 — o de ordem para as fungoes [2.2) e 2.3 de cada firma com relacao as

suas respectivas produgoes. Faremos isso da seguinte forma.

Lema 2.2.1. Considere o sistema (2.4). Entdo, os pontos estacionérios com rela¢ao a

derivada de ordem 1 — « satisfazem

— bgo —
¢ =(1+a)— 22" (2.16)
2b
) b
p=01+ra) 20 "¢ (2.17)
2b
respectivamente.

Demonstragio. Da definigao da derivada fraciondria e da funcao I1; (1, ¢2) em ([2.2)), temos

que
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d 1 @
D;l_aH1<QIaQ2) = - [“/() (Q1 - I)a_1H1($,q2)dI1

dg; |I'(«
- (2.18)
L dm a-1 2
() 40, [/0 (1 — ) (am — bx® — bgox — ZL‘C) dm} (2.19)
Da linearidade da derivada fracionaria e de (2.18) temos
DI ( ) —1d/q1( —2) % (a—bgy — ¢) xdx (2.20)
o Hi\q1,q2) = () dq1 Jo Sl 42 :
1 d (o
- — x) " %ba?d
)y (@ )b
De (TT4) ¢ (220) temos
- d a™T(2)]  d [ a™T(3)
DY (g1, @) = —— |(a — bgy — ) 222201 @ 1y 92.21
) = (0 b - 0BT 221
qr @2
= (a — bgy — —b
@ et ) T a2 o)
Calculando D;;O‘Hi(ql, ¢2) = 0 e isolando ¢; em (2.21)) temos
a—bqg—c a—bqg—c
= (1 r 1 _— 2.22
De maneira analoga obtemos
— bay —
o= (1+a)—TBL=C (2.23)
2b
O

Utilizando o Lema podemos obter a seguinte conclusao.

Teorema 2.2.1. Seja 0 < a < 1. Entao a producao 6tima de cada firma ¢ = 1,2 é dada

por

"= 2(1+a)(a——c)— (1+a)*(a—c)
(4—(1+a)) v

0= 2(1+a)(a—c)— (1+a)*(a—-c)
(4= (1+a)?)b

Demonstracao. Segue do Lema que a funcao de reacao de cada firma é dada por

(2.24)

=(l+a)5 - 1+a)2

(2.25)
p=1+a)% - 1+a)y,

cuja solugao Unica é exatamente ([2.24)). O
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2.2.2 Modelo de Cournot Fracionario Continuo

Nesta subsecao repetiremos as ideias apresentadas sa subsecao [2.1.2, agora para
o sistema de equacoes m Tal derivagdo consiste em somar —g;(t + At) para i = 1,2

em [2.25| e tomar o limite quando At — 0, o que resuta em

1+ra)i—C— (1+oz)qz—<t)—q1(t) (2.26)

2
()

G1(t)

b)) =(1+a) = —(1+a)l

5~ (1)

No préximo resultado encontraremos o ponto de equilibrio para (12.26)).

Lema 2.2.2. Seja 0 < a < 1. Os pontos estacionarios para o modelo de Cournot

fraciondrio continuo ([2.26) é dado por Por tanto:

%« _ 2(1+a)(a—c)—(1+a)?(a—c)

@ = b(a—(1+a)?

(2.27)
q* _ 2(1+a)(a—c)—(14+a)?(a—c)
2 b(4—(1+0)?)

Demonstracao. Note que o sistema ([2.26]) pode ser escrito na forma matricial como

@ (1) B 1 _ULQQ) @ (t) %
. - (14+a) + (14a)(a—c) (228>
G2(t) - -1 q2(t) S
Da forma matricial (2.28]), temos que
-1 _ (1+9) 4 — (1 + 06)2
A = det 2 =— -

N (1+a)(a—c) 1

_(rafamg) _ (14a) ] 2(1+ a)(a—c) — (1 4+ a)(a —c)
2b

Al = det [ 2

N —red 1 91t a)(a—c) — (1+a)(a—c)
2 =48 (144q) _(1+a)l()a—c) = m
2 2

Assim, como os pontos de equilibrios do sistema (2.26|) sao tais que (¢ (t), ¢5(t)) =
(0,0), obtemos que (¢}, g5) satisfazem ([2.27)). O

2.2.2.1 Analise De Equilibrio

Assim como feito para o modelo de ordem inteira usaremos estd breve se¢ao para

analisar a estabilidade do modelo ([2.26))
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2(14+a)(a—c)—(1+a)?(a—c) « 2(14-a)(a—c)—(1+a)?(a—

©)

Teorema 2.2.2. O ponto de equilibrio ¢ = ba— (1)) Gy = ba—(1t)?)

do sistema ([2.26]) é um né assintoticamente estével

Demonstracao. Considere a matriz do sistema

)
() (2.29)

2

4—(14a)?
—a

Como « € [0,1) temos que A serd positivo. E igualmente simples verificar que o traco da

Podemos facilmente verificar que o determinante da matriz acima é A =

matriz é T = —2 é menor que zero.Portanto
4—(14+a)??
oy (A= (taP)
16
Com isso verificamos que (g}, ¢3) ¢ um no assintoticamente estavel. ]

2.2.3  Solucdo para o Modelo de Cournot Continuo Fracionério

Nesta subsecao mostraremos a existéncia de uma solugao para o modelo de Cournot

continuo fracionério ([2.26)).

Teorema 2.2.3. Considere o modelo de Cournot continuo fracionario (2.26]). Uma solu-

cao geral para ([2.26)) é dada por

at) = ke "2t 4 fepe T (atl)a—0)
)= k *(3+a)t ~ ks (Slta), (Oégll—;(a)fc) (2.30)
() = ke e e

Demonstragio. Considere a matriz abaixo dos coeficientes do sistema (2.26]), que é dada

(14+a)
-1 4o
_ () g

2

por

Primeiramente, vamos encontrar os autovalores da matriz acima. Para isso, olha-

remos para a equacao coracteristida, que é dada por

—1-) {2 , (1+a)2)
det{_(Ha) 1 =1+2/\+)\—74 =0

2

e )\2 —1+o¢

Da equacao caracteristica tems que os autovalores sao A\; =

Agora precisamos encontrar os autovetores associados a cada uma dos autovalores

encontrados:

Para \; 3+O‘) , temos que
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(1;04):6 7(12+a)y -0

_(1+04)I +(1—ga)y —0

!

—14+a«
2

cuja solucao ¢é dada por

DE forma andloga, para Ay = obtemos o sistema

—(14a) —(1+a)

2 aq 3 as = 0
_(1;a)a1 +(1—ga) ay = 0

o que resulta na solucao

[

Do Teorema [I.1.2] podemos dizer que a solugdo do problema homogéneo associado ao
modelo de Cournot fracionério continuo (2.26)) é dada por

o) = b
’ —(@3+a) (=1+a) (2.31)
@pt)= ke "z —kee 2 .

Para apresentar a solucao geral, temos que calcular ainda a solucao particular.

Portanto considere que a solucado particular sera dada da seguinte forma
p1
P2
0
Q’ e
0

Logo para encontrar devemos resolver o sistema abaixo. Repare que o sistema

O que implica em

possui um unica solugao.

(1+a) (@(a—c) |
- 1 P2 2 0
E a solugao ¢ dada por:
P =
_ (a+Da—0) (2.32)

P2 = 3
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De ([2.31)) e (2.32)) concluimos que a solugao geral do modelo de Cournot fracionario

continuo é dada por

Qt) = ke 32 4 kpe 7 4 (et

2€ (a+3)b
—(3+a)t (—14a)t 1 _
@)= ke 2 —ke 2z + %
como anunciado. OJ

2.3 Modelos de Counot Multi-fracionarios: Firmas com Derivadas

de Diferentes Ordens

Nesta secao a ideia ¢ considerar as firmas 1 e 2 com derivadas fracionarias de
ordens diferentes, com o intuito de entender como "memérias'dadas por leis poténcias de-
sempenham o papel na competicao entre firmas. Faremos isso como nas se¢des anteriores,

olhando primeiramente para o caso discreto e depois para o caso continuo.

2.3.1 Modelo de Counot Multi-fracionario Discreto

Nesta subsec¢ao iremos propor e analisr o problema de Cournot usando as derivadas
de ordem fracionaria de ordem diferente para cada firma. Desta forma, consideraremos
0<a<le0 < < 1. Repetindo as contas apresentadas na Subsecao com a
derivada de ordem « com relagdo a firma 1 e com ordem e de ordem [ com relacao a

firma 2, chegamos a conclusao que

g = (A+a)(a—c) _ (1+a)ge
2 2 (2.33)
_ (4B)a—0) _ (4B
42 2% 2

que possui uma solucao estacionaria dada por

*__(14—04)(@—6)(1—5) *:_(14‘5)((1—0)(1—@)
N raBr@—3)0 2T T (1ra)f+(a—23)0 (2.34)

E interessante notar que a composicao de a e 3 entram de maneira bastante

interessante na composicao do ponto de equilibrio.

2.3.2 Modelo de Counot Multi-fracionario Continuo

Repetindo as ideias apresentadas nas Segoes anteriores para a derivacao do modelo

continuo, chegamos em

6]1(75) (1+Oé2)£a—6) _ (+a)ge(t) _ Q1(t)
(jz(t) (1+B2)l()a—6) _ 4B)a®) q2(t)

(2.35)
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A equagao diferencial (2.35]) acima pode ser reescrita na forma matricial por
am | _ | -1 =S e
Q2 (1) 52 -1 e

Como feito para os demais casos estudados até aqui, estudaremos também para

2b
(1+8)(a=c)
2b

+ (2.36)

(1+a)(a—c) ]

este caso os pontos de equilibrio e apresentaremos a solucao global do modelo de Cournot

Multi-fracionario.

Lema 2.3.1. Sejam 0 < a < 1e0 < < 1. Entao os pontos estacionarios corresponden-

tes ao modelo de Cournot continuo com multiplas-ordens fracionarias (2.35)) é dado por

g = Ay (4o)(a—)(1-p) _ _ (I+to)(a—c)(1-5)
1 A (4—(14a)(1+8))b ((14+a)B+(a—3))b
(2.37)
g = Ay (4B)(a—c)(1-0)) _ _ (1-a)(a—c)(1+8)
2 A (4—(1+a)(1+8))b ((1+a)B+(a—3))b

Demonstracao. Seja A o determinante das matriz dos coeficientes para o modelo de Cour-

not continuo com multiplas-ordens fraciondrias (2.35)). Entao temos

-1 -4 4—(1+a)(l+P)
_ 2 —
A—det[_(HB) 1 = 1 )
2

De forma similar, temos que

_ (I+a)(a—¢) (14w 1 . 1
A, = det [ 2b 2 ] _ (I+a)(a—c)(1-p)

(1+8)(a—c)
—He -1 4b
e
A —ger| L TEEET ] (48— -a)
2 _+8)  _ (A+B)a—c) | T 4b :
2 2b

Portanto, segue que a solugao estacionéaria do sistema ([2.36) é dada por (2.37))

como enunciado. O]

2.3.3 Analise De Equilibrio

Lema 2.3.2. O ponto de equilibrio (¢}, ¢;) é um né assintoticamente estével

Demonstragao. Considerando a matriz do sistema
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Podemos verificar que A = w. Como a, § € [0,1) temos que A > 0. E

facil notar que 7' = —2 < 0. Por fim podemos verificar que

T*—4A=4—4+(@+1)(B+1)=(a+1)(B+1) >0
O

O proximo resultado apresentaremos a solucao geral para o problema de Cournot

continuo e com derivadas de ordem multi-fraciondria.

Teorema 2.3.1. Sejam 0 < a, f < 1. Entao uma solugao geral para o modelo de Cournot

continuo e com derivadas fracionarias multiplas (2.35) ¢ dada por

7\/(1+a)(1+ﬂ)+2t \/(1+a)(1+ﬁ)*2t
2 2

(a+1)(B—1)(c—a)

@ (t) = ke + ke T ((a+)pr(e—3))
/T (+p) _ VFaaEh+2 V(+a)(148) YIE)UEs) 2, ((a=1)(B+1))(c—a)
q2(t) — k;lw 2 — kgwf? (1+a) ‘I— ((C!+1),8+(a—3))b .
(2.38)

Demonstracao. Primeiramente vamos determinar a solugao geral para o problema homo-
géneo associado. Para tal vamos considerar a forma matricial do modelo, dada por ([2.36|),

cuja matriz do coeficientes é dada por

1 . (l—i-boz)
2
s (2.39)
2b

Portanto, é facil verificar que o polindmio caracteristico é dado por

—1-—) —0+fo 4 — (1 1
det[ 2 =N+ 2\ + L+ ) +B):O (2.40)

(148)
— 0 —l=A 4

cujas raizes reais sao dadas por \; = ——V(HQ)QW e X = —V(Ha)zwz

Agora iremos encontrar os autovetores associados a cada um dos autovalores.

obtemos

1+a)(1+8 a
<(2)()) T — (%) y=0
1+a)(1+8

(2.41)

O que nés leva ao outovetor associado a A\; dado por

1

(1+a)(1+5)
(o)

U—1>_
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(1+a)(1+58)—2

5 possui um auto-espaco associado

Por outro lado, o autovalor \y =

dado pela solucao do sistema

(2.42)

o que resulta em

1
- _
V2 = (1+a)(1+5)
B (14+a)

Por fim, ainda resta resolver o problema particular. Tome

(]
"

Lopo para encontrar os valores de p; e ps precisamos encontras a solu¢ao do seguinte

O que nés leva a :

sistema:
(1+a) _ a—c
(1+p8) a—c

— 57 —p2e = —(B+1)%G°

A solugao seréa
P = (e
a+1)5+(a—
_ (o-1)(B+1)(a—c) (2.44)
P2 = ((ar1)5+(a—3))

Juntando tudo obtemos que a solucao geral é dada pela equacao ([2.38]). [

2.4 Comparacao entre as Distintas Estratégias de Cournot

Até agora, tudo que fizemos foi resolver o problema de Cournot usando derivadas de
diferentes ordens. Nessa secao, pretendemos investigar o efeito que as derivadas de ordem
nao inteira no lucro de cada firma. Para realizar tal analise iremos considerar (2.38)) como

o caso geral a ser analisado, haja visto que as demais solucées obtidas acima sao casos
especiais de ([2.38)) para distintos valores de «, 5 € [0, 1].

Nossa analise se baseia em observar o que acontece entre a diferenca das fungoes

lucro das firmas 1 e 2, respectivamente. Para tanto, considere a funcao diferenca de lucro

TI(t) = y(t) — IIL(t) (2.45)



Capitulo 2. Modelos do tipo Cournot 40

Onde 7 () e mo(t) s@o as fungoes de lucro da firma 1 e 2, respectivamente.

Como demonstrado nas Secoes - 2.3 a equacdo de producao das firmas pode

ser escrita, de forma geral, da seguinte forma

[ Q1 (t) ] — et [ U1
q2(t) Uy

onde {v;, w;, p;, \i} para i = 1,2, dependem de (a, b, c) e das ordens «, 3 € [0, 1], respec-

+

w1
+ /{32 6)\2t
Wa

h ] , (2.46)
P2

tivamente.
Da definigao de I1;(t) e II5(¢) e da forma geral para as quantidades de ¢ e ¢, dadas
acima, temos que Il pode ser escrito da seguinte forma
1) = [(a —c)—b (/ﬁe’\lt (01 + ) + ko™ (w1 + wz) +p1 + pQ)} (2.47)
= [kle)‘lt (vy — v1) + ko€ (wy — w1) + (p2 —Pl)} -
Rearranjando os termos, podemos escrever da seguinte forma
(t) = ky [(a —c)eM (vy —v1) — b(py + p2) M (vy — v1) — b (vy 4+ vg) M (py — pl)}
+ ki [—b (v + vg) €M (vy — vl)}
+ ki ko [—b (w1 + we) eM1tA)t (vg —v1) — b (v + v9) eP1tr2)t (wq — wl)}
+ ko [(a —c)eM (wy — wy) — b (p1 + p2) € (wy — wy) — b (wy + wa) e (py — pl)}

+ k3 [—b (w1 + wy) €' (wy — wl)} (a—c)[p2 — p2] = b[p1 + pa] (p2 — p1)

Agrupando as contantes, podemos reescrever

I(t) = ks lem ((a = c)(va —v1) = b(p1 + p2)(v2 — v1) — b(v1 + v2) (P2 — pl)]

M (—b(wy + wy)(vy — v1))

+ k2

c3
+ kiko {6(/\1“2# (—b(wy + wa)(ve — v1) — b(v1 + v2)(we — wl))]

+ ko | ((a =) (w2 —w1) = b(p1 + p2)(w2 — wi) — b(wr + wa)(p2 — p1))]

- cs

+ k3 22t (—=b(wq + wa)(wy — w1))

C6

+ (a —¢)(p2 — p1) — b(p1 + p2) (P2 — p1)

Podemos escrever a equagao acima como

I1(t) = kieMley + kZe*Micy + Ky koM o0 4+ koeMote, 4 k3e*2tcs 4 cq (2.48)
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Munidos da equacao (2.48)) e da solucao do sistema multi fracionério ([2.38)) estamos
preparados para verificar quando as derivadas fracionarias oferecem vantagens para a
firma. Isto posto, ndo faremos uma analise pontual, mas uma analise média, que consiste

em analisar a integral de II em um intervalo de tempo. Isto é, olharemos para a quantidade

to to
/ II(t)dt = / kieMic) + k2e*Micy + kykoeM A2 en 4+ koeMote, + k2e* ey 4 codt
0 0

1 1 1
k 7€A1tc to k2762)\1tc to k k e()\l-i-)\z)tc to k 76)\2150 to
W 1o + 19N 2lo’ + ki 23 T slo’ + 23, alo
1
+k§)\762)\2tc5 60 +t06 60 (249)
2

Nosso proximo passo é mostrar que em uma estratégia de longo prazo, a firma com

maior poder de memoéria possui uma estratégia vencedora.

Teorema 2.4.1. Sejam I1;(t), para ¢ = 1,2 a fungdo de prego das firmas 1 e 2, respecti-
vamente. Considere ainda os parametros {v;, w;, p;, A; }i—1 2 ha equagao , dados por
, com «, 3 € [0,1[. Suponha ainda que b > 2/3. Em uma estratégia de longo prazo
(to suficientemente grande), enquanto 3 < «, a estratégia da firma 2 é a vencedora. Caso

contrario, a estratégia da firma 1 é vencedora.

Demonstracio. De (2.38)), temos que \; = ——V(HQL(HW ey = —V(Ha)zw sao ambos

menores que zero. Portanto e*it, — 1 quando ¢, — 0.

Assim, segue que, quando ty — oo em ([2.49) temos que

/Oo T(t)dt = —k, 2 ¢ — ki 1
0 —/(14+a)(18) +2 —/(14+a)(15) + 2
Cs + lim tOCG-

1 1
— k2 Cqy — ]{?5
(1+a)(18) —2 (1+a)(18) =2 to—>00

Note que a conclusdo do teorema passa pela analise do sinal da equagao (12.50)).

1
Cy — k’lkszCg (250)

Para tal, note que tal sinal serd dado por limy , tocs, haja visto que o restante dos
termos da equacao contribuem somente com parcelas finitas para o resultado. Portanto

nos resta analisar o sinal de cg.
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Segue da equacao ([2.38]) que

C6:(a— )[(a )(6+1)(G_C) (
()it a3 (
(@t DB-Da-o  (a-1)
bh< Ta)Bt(a—3b " (@t
,Va—nw
(A + )5

a+1)

(8- )(a—C)]
(1+a)f+ (a—=3))b
(5+1)(a—0)1
)5+ (e — 3)b)
+1a—-¢ (a+1)(B-1)(a— C)]
+(a=3)b (1+a)f+ (a—23))b
200 — 213 1

(1+a)f+ (a—=3))b
_% w—@@&wa>1[ agte =)
(T+a)B+(a=3)b] [(1+a)s+ (a—3))b
R e LS. M RS
b (1+a)f+ (a—3) b (14 a)B+ (o —3))?
2(a - ¢)? l(a —B)((a+1)B + (o = 3)) = 2(Ba — 1)]
b (@ +1)B+ (a—3))? '

Reagrupando os termos, temos que

(2.51)

Segue da limitagao da escolha de «, 5 € [0, 1[ que o sinal de II(t) é dado por:

B—a. (2.52)

Portanto, segue que, sob as hipdteses do problema de Cournot, a firma que solu-
cionar o problemas de Cournot derivando n — « vezes, terd vantagens sobre a firma que
solucionar o problema de Cournot com derivadas de ordem n — 3, quando o tempo vai

para infinito sempre que o > f3. m

Uma consequéncia muito interessante do Teorema [2.4.1] é o seguinte corolério.

Corolario 2.4.1. Considere as mesmas hipoteses do Teorema [2.4.1. Independente da
condicao inicial de cada firma competindo, a que utilizar mais memoria terda uma estratégia

vencedora a longo prazo.

Demonstracao. De fato, as condic¢oes iniciais de cada firma estdo relacionadas com as
constantes k; e kg em ([2.49)). Agora, temos do Teorema que para uma estratégia de

longo prazo o resultado s6 depende da ordem das derivadas e independem de ky e ky. [
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2.4.0.1 Discutindo os Resultados

O resultado apresentado pelo Teorema [2.4.1| nos monstra que a ordem da derivada
f = aouf, com0 < 1—6 < 1 escolhida pela firma pode oferecer vantagens para a
mesma em uma estratégia de longo prazo. Contudo, essa vantagem nao é ilimitada,
visto que a natureza do problema de Cournot analisado nao permite que o lucro cresce

indefinidamente.

Considere a solugao geral do problema dada por (2.46]). Vamos analisar cada uma

das firmas 1 e 2 em separado.

Para a firma 1, temos que a funcao preco é dada por

I (t) = (a —c—b (kle)‘lt(vl + vy) + ko2 (wy + wo) +p1 + pg)) (kle’\ltvl + kge’\”wlpl)
= ke [(a — c)vy — b(py 4 p2) — bpy (v1 + va)] + k2e2M [—b(wy + ws)(v1)]
+ kykoeMTAVE (b (wy 4 ws)vy — b(wy + vy)wy]
+ ke [(a — c)wy — b(py + pa)wy — b(wy + wy)p1]
+ k3¢ [=b(wy + wa)un] + (a — c)pr — b(pr + pa)p1 (2.53)

e para a firma 2, temos

I(t) = (a —c—b (kle)‘lt(vl + vg) 4 koe™ (wy + wy) + py + pg)) (kle)\ltUQ + k:ge’\Qthpg)
= ke [(a — ¢)vg — b(py 4 p2) — bpa(v1 + va)] + k22 [—b(wy + w)(vy)]
+ ki koe MM [—b(wy 4 wy) vy — blwy + vy)ws)
+ ke [(a — c)wy — b(py + pa)ws — b(w + wy)p)]
+ k3¢ [—b(wy + wa)ws] + (a — €)ps — b(p1 + pa)p2 (2.54)

Repare que como A; e Ay dados por ([2.38]) sdo menores que zero. Portanto, o lucro

das firmas 1 e 2 convergem, quando ¢ — oo, respectivamente, para

By = (a —c)p1 — b(p1 + p2)p;1 (2.55)

Ey = (a—c)p1 — b(p1 + p2)p1- (2.56)

Vamos expandir cada umas dessas expressoes tomando p; e py dados por ([2.38)).
Nosso objetivo é analisar o comportamento do lucro de cada firma (nessa estratégia de

longo prazo) com relagdo a variagdo de « e 3.
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De (2.55)) e (12.38)) temos que

(= = M CLUIEDEL

! (0 + 1B+ (a—3))b (+ DB+ (a=3)b) ((a+1)8+ (a—3))b

_(a+)(B-1)(a—c ((B-1)(1-a)) (2.57)
b ((a+ 1B+ (a—3))? |

_ 2 2 (a = o)’
IRl r gy pry g v

Repare que mostramos anteriormente que sempre que tivemos o« > S o lucro da
firma 1 serd maior que lucro da firma 2 e vice versa. Contudo nao comparamos o lucro de
da firma 1 com ela mesma para diferentes o’s. A seguir faremos uma comparacao entre

o lucro da firma 1 quando a mesma resolve o problema de Cournot com o =0 e o # 0.

Para tal, vamos considerar que a firma 2 encontrou sua producao 6tima usando a

derivada de ordem primeira, isto é 5 = 0.

Denotando por EY e ES as fungdes lucro das firma 1 para o = 1 e a # 0, respec-
tivamente, numa estratégia de longo prazo (i.e. ¢ — 00) temos que a diferenca entre as

fungoes lucro satisfazem

2 2
1 1 b(_3)2 ( o )b(oz . 3)2 ( 58)
C(a—c) [(@=3)-9(1—-0a?)] (a—c)* [a(10a — 6)
b 9(a — 3)2 b 9(a—3)2 |’
Repare que o sinal da equagao acima é negativo quando a € (0, %) Logo se

considerarmos que 3 = 0 e t tendendo ao infinito a firma 1 pode aumentar seu proprio

lucro resolvendo o problema de Cournot com a derivada de ordem 1—ay, onde ap € (0, 3).

Para exemplificar o que acabamos de demonstrar vamos plotar os graficos do lucro
em funcao do tempo da firma 1 obtidos com: f = a =0 e § = 0a = 0.3.Contudo para
que fosse possivel plotar os graficos foi necessario fazer algumas simplificagoes tomando
a=5b=1lc=1ek =k =1.

De forma andloga, de (2.56)) e (2.38) obtemos que

E :(a_c><a—1></3+1><a—c>_b< (a = c) (208 - 2) ><a—1><5+1><a—0>
2 (a+ 1B+ (a—3))b (a+1)B+(a—=3))b) ((a+ 1)+ (a—3))b
_(e-D@B+h@a-c* (B-1)1-a)) (2.59)

b ((a+ 1B+ (a—3))2 |

s (a=
_(1—5)(04_1)b((a+1)6+(a—3))2.

Realizando o mesmo raciocino feito para firma 1 agora para a firma 2, supondo
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Lucro de 1 com alfa=0.3, beta=0

Lucro de 1com alfa=0 ,beta=0

0 lDS 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

Figura 2 — Lucro Da Firma 1

que a firma 1 adotou a estratégia de escolher o = 0, obtemos que

0 _(a—c)p? 2y (a—c)’
EQ_Eg_W_(l_ﬁ>bﬁ—3)2 (2.60)
_(a—0¢) (5—3)2—9(1—52)] _(a—0¢)’ lﬂ(loﬂ—ﬁ)]
b 96 —3)? b b(B—3)% |

onde, EY e Eg representam, respectivamente, o lucro da firma 2, com o tempo tendendo

ao infinito, quando o problema de Cournot é solucionado com a derivada de ordem 1 e
1—p..

Repare que o sinal da equacao serd negativa quando 3 € (0, %) Portanto
quando o = 0 e t tende ao infinito a firma 2 pode aumentar seu lucro resolvendo o
problema de Cournot usando a derivada de ordem 1 — 3y onde 3 € (0, %)

Como feito para firma 1, a figura [3| apresenta a diferenca de lucro da firma 2 para
as escolhas de § = 0 e f = 0.3, supondo que o = 0. As simplifica¢bes serdo iguais as
feitas no caso anterior ou seja, vamos considerar o caso especial em que a =5,b=1,c=1

ekj:k’Q:l.
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0.5 Lucro de 2 com alfa=0,beta=0.3
Lucro de 2 com alfa=0, beta=0

0 //05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

Figura 3 — Lucro Da Firma 2

2.4.1 Teoria dos Jogos: Jogando com a Ordem da Derivada

Nesta breve secao iremos introduzir um jogo onde, os jogadores sao as firmas
que estamos estudando. Neste jogo, tais firmas podem e devem decidir qual a ordem
da derivada que iram escolher na resolucao do problema de Cournot continuo. Para
simplificar iremos chamar este jogo de jogo da ordem da derivada. Por simplicidade de

notacao faremos a seguinte mudanca de varidvel

0 — (1— 042)
" (a—3)2
PR e (R Vs
* ((@+1)B+(a—3))?
7€=E§:;2 (2.61)
ry = ; (2.62)
o (15
(B -3))
o (1=B)(a—1p
T ((a+ DB+ (a—3))?
& — (Oé B 1)2
O (a—3)2
) = ; (2.63)

Repare que:
a+1)B+(a+3))?*—(1-a*)(8-3)
(8 =3)((a+1)B+ (+3))?

ih—ri=@-1p| U
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o [aB(2af + 28 — 4a — 4) + a(10a — 6)
(6 =3 ((a+1)f + ( +3))?

Agora observe que, quando af(2a5+28 —4a—4) < 0 para todo « e § pertencente

= (5-1)

ao intervalo (0,1) e que o(10a — 6) < 0 para todo « pertencente ao intervalo (1,3/s).

Logo
rg—19 <0, ae(0,13). (2.64)

De forma andloga podemos realizar o raciocino feito anteriormente para s§ — s3,

do qual concluimos que

Sg _ sg _ (Oé—{- 1)2 l<<a+ 1)6+ (Oé+3))2 — (1 —ﬁ2)(04 _ 3)2]

(a=3)2((a+ 1)+ (a+3))?

(e +1)? [aﬁ(Zaﬁ + 200 — 45 —4) + (108 — 6)] |

(@ =3)((a+1)8+ (a+3))?
Portanto, 2a5+2a—45—4) < 0 para todo « e  pertencentes a (0, 1) e 3(106—6) <
0 para todo [ pertencente a (0,3/5).

Logo
ro—rg <0,  Be€(0,1/3). (2.65)

Agora iremos introduzir algumas defini¢bes a respeito da teoria dos jogos, que

podem ser encontradas em (VARIAN| 2006)) e referéncias.

Definigao 2.4.1 (Estrategia Dominante). Dizemos que uma estrategia é dominante para

o jogador 1 quando é a melhor estrategia, nao importando o que o jogador 2 faca .

O préximo resultado conhecido como FEquilibrio De Nash, em honra ao famoso
trabalho de Jhon Nash.

Definig¢ao 2.4.2 (Equilibrio De Nash). Dizemos que um par de estratégias constitui um
Equilibrio De Nash se a escolha do jogador 1 for 6tima, dada a escolha do jogador 2, e a

escolha do jogador 1 for 6tima, em relacao ao jogador 2.

A Tabela [2.4.T] abaixo reflete os jogos das firmas 1 e 2 respectivamente.

Agora vamos explorar as diferentes estrategias para cada firma, dadas pela Ta-

bela 2.4.1] acima.
Jogo da firma 1:
Se a firma 2 jogar f = 0 a firma 1 joga « € (0,3/5), pois, neste caso, de (2.61)

obtemos

0> 1.

«
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Tabela 1 — Jogo da ordem da derivada

Firma 1
a=10 a € (0,3/5) ‘
glo=0 | () (M5 )
£ 603 | (5 ) (152, e )

Se a firma 2 jogar 3 € (0,1/3) a firma 1 joga a € (0,3/5), pois como visto anterior-

mente em (2.64)), temos

>l

Logo para firma 1 escolher a pertencente ao intervalo (0,1/3) é estrategia domi-
nante, em acordo com a Definicao [2.4.1]
Jogo da firma 2: As estratégias da firma 2 devem ser as seguintes:

Se a firma 1 joga a = 0 a firma 2 joga € (0,3/5), pois neste caso, de (2.61)) temos

1—3%<0

Se a firma 1 joga a € (1,1/3) a firma 2 deve jogar 5 € (0,3/5), haja visto que, de

(2.65]) temos que
so — S5 <0,

e assim, jogando 3 € (0,3/5) a firma 2 esta utilizando uma estrategia dominante, de acordo
com a Definicao [2.4.1}]

Por fim podemos concluir que o jogo da ordem da derivada possui um equilibrio de
Nash como enunciado na Defini¢ao (2.4.2), quando as firmas escolhem, simultaneamente,
a,f € (0,35).



49

3 Uma Interpretacao em Economia para as

Derivadas de Ordem Fracionarias

Nos Capitulos anteriores, o significado das derivadas fracionarias em termos econo-
mico nao foi do nosso principal objeto de estudos. Em particular, no Capitulo [2] tais de-
rivadas foram usadas para obter distintos modelos de Cournot, para os quais nao demos
uma devida explicagdo economica e os resultados decorrentes foram baseados em fatos

advindos da teoria de sistemas dinamicos.

No entanto, a generalizagao para derivadas de ordem fracionaria de indicadores
econdmicos ligados a producao e a fun¢ao lucro foram de substancial importancia para a

determinacao dos resultados obtidos.

A partir deste angulo, neste Capitulo, faremos uma breve analise com respeito
aos indicadores economicos utilizando derivadas e integrais fracionarias. E importante

salientar que tal abordagem nao é totalmente nova e ja foi explorada em outros contextos
em (TARASOVA; TARASOV, 2017)) e referéncias.

Em suma, neste Capitulo apresentaremos um estudo mais detalhado sobre o calculo
fracionario aplicado as fungao lucro. Para tal, assumiremos que a fun¢ao lucro tem a forma

genérica dada por
Q) = P(Q)Q — C(Q)Q- (3.1)

onde P(-) é a funcao prego, C'(+) é a fungao custo e a varidvel independente () representa

as quantidades envolvidas.

Economicamente falando, a derivada ordinaria de primeira ordem de II(-) em (3.1)

com relagao a @)

dIl(Q)
dQ

da origem ao lucro marginal, aqui denotado por LMG. Este por sua vez significa a

= IMG (3.2)

sensibilidade de II(-) com relagao a vari¢ao de Q.

Considere ainda o lucro médio, definido da seguinte maneira

Q)

o " MII(Q) . (3.3)

Assumindo que a producao () é uma fun¢ao do tempo (Q(t)) , e assim, de maneira

implicita, a funcao lucro Il também o é, podemos deduzir que o lucro marginal serd dado
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por
dIit)

LMGGKﬂy—ﬁg—dg@w (3.4)
Cdt

como considerado na Subsecdo (2.1.2) do Capitulo [2]

Agora, repare que, para cada tempo ty o lucro marginal construindo da forma
(3.4) mede a sensibilidade apenas pontualmente. Isto é LM G(I1(¢)) nés mostra o quanto

o lucro varia com a variagao de Q(t), porém apenas em numa vizinhanga de ponto t.

A traducao da observacao acima para uma estratégia de competicao, como no
modelo de Cournot, significa que as firmas envolvidas possuem completa amnésia, ou
seja, que nenhuma informacao de uma firma para a outra ou informacgoes de competicoes
passadas estao sendo consideradas. Isso nao vai de encontro as teorias econémicas mais
modernas (DIXON]| 2001).

Neste caso, acreditamos que seja mais razoavel crer que a competi¢ao entre firmas
seja dada a partir de um prévio conhecimento, mesmo que parcial, entre as concorrentes.
Em particular, tal conhecimento parcial vem de encontro com a teoria econémica moderna
defendida em (DIXON] 2001) e referéncias.

Nossa hipétese é que as firmas competidoras guardam uma informacgao parcial
(veja (DIXON] 2001) e referéncias para modelos que relacionados), dada por uma lei de
poténcias da forma (ty — 2)*!, para o € [0, 1], onde #; é o tempo presente. A forma da
lei de poténcias propostas indica que as firmas competem guardando informacoes que sao
proporcionalmente mais relevantes, a medida que chegamos ao tempo presente. A este
fenomeno chamamos de "memoria’. Portanto, é razoavel pensar que os indicadores econo-
micos que mensuram as variabilidades envolvidas levem em consideragao tal "memoria’.
Em particular, o lucro marginal que mede a sensibilidade do lucro com relagao producao
no modelo de Cournot, deve satisfazer tal requisito. Em outras palavras, o lucro marginal
em um determinado tempo ¢, deve depender de Q(t), para t € [0, ty], onde 0 representa o

ponto inicial das competigoes.

Neste contexto, as derivadas de ordem fracionarias formam um conjunto de fer-
ramentas muito tteis, visto que elas sdo definidas em um intervalo (0,%) e levam em

consideracio uma média ponderada da lei de poténcias (ty — z)' 2.

Com tudo isto posto, é razoavel considerar como indicador econémico o seguinte
lucro marginal (fracionario)
l—«
_ D;OII(E)

LMGI() = psor (3.5)
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em que

1t
DIOTI(t) = — / (t — ) l(x)dx (3.6)
I'a Jo
¢ a derivada de ordem 1 — « segundo Riemman-Lioville, da funcao lucro, como uma

maneira mais fidedigna de sugerir a modelagem dindmica da competicao entre firmas.

Por fim, é importante salientar que tal ideia nao é completamente nova e ja foi
explorada em (TARASOVA; TARASOV/ 2017)), para outros contextos menos especificos.
Tao pouco, em (TARASOVA; TARASOV| 2017) foram apresentados resultados relaci-
onados ao modelo de Cournot e indicativos de que a memoria advinda de competicoes

utilizando derivadas de ordem fracionédria gerem estratégias vencedoras a longo prazo.
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4 Conclusoes

Neste trabalho analisamos o modelo de Cournot para duas firmas em oligopélio,
utilizando as hipoteses de que as quantidades produzidas estdo igualmente espacadas no
tempo (caso em que as firmas trabalham de forma discreta) e para o caso em que a

produgdo e em consequéncia, o pre¢o é tempo dependente (caso continuo) .

A andlise do modelo de Cournot classico (GREMAUD et al., 2017; IDIXON}|
2001) foi generalizada com o uso das ferramentas de derivadas de ordem fracinarias (DI-
ETHELM| [2004). Neste caso, estamos estendendo o estudo do modelo para o caso em que
as firmas envolvidas na competicdo nao estao num ambiente de pura amnésia. memoria,

dada pelas derivadas de ordem fracionaria.

De maneira a entender o papel que a meméria (derivadas de ordem fraciondria)
introduzem na teoria de competicao de Cournot, analisamos o que acontece com a fungao
lucro como uma estratégia de longo prazo. Provamos que, em uma estratégia de longo
prazo a firma que possui maior meméria (derivada fracionaria de ordem menor) tem
uma estratégia vencedora. Até onde o autor conhece, esse resultado é novo e nunca foi
explorado com a abordagem apresentada neste trabalho. Fizemos uma anélise detalhada
das diversas possibilidades, a longo prazo, para a competicdo entre as firmas e intra-
firmas, ou seja, analisamos o que acontece com cada firma individualmente, considerando
que ela tem a possibilidade de escolher a quantidade de memoria. Tal analise possibilitou
a determinacao dos intervalos em que as derivadas de ordem fracionaria de cada firma

gera uma estrategia vencedora com relacao a outra, na forma de um jogo sequencial.

Apresentamos alguns resultados numéricos comparativos que permitem visualizar

as conclusoes obtidas.

4.1 Trabalhos Futuros

Neste trabalho foram apresentados e analisados modelos do tipo Cournot,contudo
este modelo é apenas um dos muitos que descrevem o comportamento de firmas em um
duopolio.Portanto acarditamos que a jun¢ao do calculo fracionario com a teoria econémica
ainda é muito fértil para se estudar. Por essa razado futuramente pretendemos abordar
modelos econdmicos mais complexos e mais gerais que o modelo de Cournotl. Veja abaixo

algumas variagoes do modelo estudado que pretendemos trabalhar futuramente:

o Estudar um duopdlio em que as firmas competem por preco.

o Considerar os produtos nao sao homégenos.
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Analisar fungoes de demanda inversa nao lineares.
o Introduzir mais firmas no modelo.

« Estudar modelos de competi¢ao mais complexos, nos quais o aprendizado das formas
durante o processo de competicao seja mais evidente. Um destes casos ¢ o modelo
de Bertrand (DIXON| 2001)).

o Determinar possiveis estratégias a de médio e curto prazo com relacao as derivadas

de ordem fracionaria.
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