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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso formulamos uma teoria modificada para a gravitagao
com o objetivo de estudar o problema da curva de rotagao das galaxias. Em vez de supor
a existéncia de um tipo diferente de matéria (a matéria escura) para explicar uma queda
mais lenta do que a prevista pela gravitagao newtoniana para a velocidade orbital de uma
estrela ao redor do centro da galaxia, partimos da hipotese de que a teoria de gravitacao
newtoniana precisa ser modificada. A teoria de gravitacao que propomos neste trabalho
baseia-se em uma recente hipotese de que a dimensao do espago-tempo é nao inteira,
resultando em equacoes de campo com derivadas fracionarias. Neste contexto, definimos
um campo de gravitacdo a partir de um operador gradiente com derivadas fracionarias de
um potencial. Para investigar se com esta teoria a velocidade orbital de planetas/estrelas
caem com a distancia mais lentamente do que com a gravitagao newtoniana, obtivemos a
velocidade orbital para o caso de um campo central e uma orbita circular. Nosso resultados
mostram que neste caso a velocidade orbital cai mais lentamente do que no caso da

gravitacao newtoniana.

Palavras-chaves: mecanica celeste; matéria escura; calculo fracionario;



Abstract

In this undergraduate thesis, we formulate a modified theory for gravitation in order to
study the problem of the galaxies rotation curve. Instead of assuming a different kind of
matter (dark matter) to explain a slower fall than predicted by Newtonian gravitation for
the orbital velocity of a star around the center of the galaxy, we assume that the Newtonian
gravity theory needs to be modified. The theory of gravitation we propose in this work is
based on a recent hypothesis that the dimension of spacetime is not integer, resulting in
field equations with fractional derivatives. In this context, we define a gravity field from a
gradient operator with fractional derivatives of a potential. In order to investigate whether
with this theory the orbital velocity of planets/stars falls with the distance more slowly
than with Newtonian gravitation, we obtain the orbital velocity for a central field and a
circular orbit. Our results show that in this case the orbital velocity drops more slowly

than in the case of Newtonian gravitation.

Keywords: celestial dynamics; dark matter; fractional calculus;
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1 Introducao

O papel da ciéncia, e em especial a Fisica, é compreender os fend6menos da natureza.
Desde os trabalhos pioneira de Galileo Galilei e Isaac Newton, no século XVII, a matematica
¢é vista como a linguagem da natureza. De fato, todas as leis fisicas que conhecemos sao
leis matematicas.

Apesar de todos os avancos nos ultimos séculos, no universo observamos ainda
varios fenomenos que nao sabemos explicar com as teorias fisicas que conhecemos. Um
exemplo importante é o problema da curva de rotagao das galaxias. Esta curva descreve
as velocidades orbitais das estrelas e gases visiveis na galaxia em funcao da sua distancia
radial ao centro da galdxia . As observacoes astrondmicas mostram que as velocidades
de rotacao orbital ndo podem ser explicadas pela nem gravitacdo newtoniana, nem pela
gravitacao de Einstein [1]. As estrelas giram em torno do centro de sua galdxia com
velocidades aproximadamente constantes com a distancia ao centro, enquanto a gravitacao
newtoniana (e também a gravitacao de Einstein) preveem que essa velocidade deveria cair
com a distancia [1].

O problema da curva de rotacao das galaxias leva a duas possibilidades: a primeira
¢é a de que existe um tipo desconhecido de matéria que nao conseguimos observar, chamada
de matéria escura, presente em grande quantidade nas galaxias. A segunda possibilidade é
a de que as teorias fisica que conhecemos deixam de valer para distancias muito grandes.

A hipotese da matéria escura é atualmente a mais popular entre os cientistas.
Segundo esta hipotese um tipo de matéria que nao podemos ver, a matéria escura, deve
estar presente no universo gerando a gravidade extra necessaria para explicar o que
observamos. Essa matéria escura, embora nao seja visivel diretamente, soma mais de cerca
de 85% de toda a matéria do universo. Ao ajustar um modelo tedrico da composi¢ao do
universo ao conjunto combinado de observacgoes cosmologicas, supondo validas a teoria de
Gravitacao de Einstein, os cientistas acreditam que a composi¢ao do universo deve ser
de aproximadamente 68% de energia escura, 27% de matéria escura, e somente 5% de
matéria normal [1, 3]. A matéria escura, se existir, ao contrario da matéria normal, nao

interage com a forga eletromagnética. Isso significa que ele nao absorve, reflete ou emite
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luz, tornando-a extremamente dificil de detectar (e portanto, dificil de provar se ela existe
ou nao).

Neste trabalho de conclusao de curso consideraremos a segunda possibilidade para
estudar o problema orbital. Em vez de supor a existéncia de um tipo diferente de matéria
(a matéria escura) para explicar uma queda mais lenta do que a prevista pela gravitacao
newtoniana para a velocidade orbital de uma estrela, vamos partir da hipotese de que a
teoria de gravitacdo newtoniana precisa ser modificada. Um exemplo de teoria alternativa
para este problema ¢é a chamada dindmica newtoniana modificada (MOND). A MOND é
uma teoria que propde uma modificacao das leis da mecanica newtoniana, preservando a
gravitacdo, para explicar as propriedades observadas das galdxias. E uma alternativa &
teoria da matéria escura em termos de explicar por que as galdxias parecem nao obedecer
as leis da fisica atualmente entendidas [1].

A teoria de gravitacao que propomos neste trabalho baseia-se em uma recente
hip6tese de que a dimensao do espago-tempo é nao inteira, nem constante [2]. Como na
escala do sistema solar a interagao gravitacional é observada, com grande precisdo, como
sendo inversamente proporcional ao quadrado da distancia, precisariamos de um mecanismo
para modificar a forma da forga gravitacional com a distancia. Em trabalhos recentes
foi proposto que se a dimensao do espago-tempo for nao inteira, resultando em equacgoes
de campo com derivadas fraciondrias, efeitos que sao atribuidos a matéria e a energia
escuras poderiam ser descritos de forma unificada por uma dindmica para a dimensao
do espago-tempo [2]. Neste caso a dimensao seria uma variavel dindmica dependendo da
posigdo e do tempo [2].

Para uma primeira analise desta possibilidade de um espaco-tempo com dimensao
nao inteira descrever a curva de rotacao das galaxias sem a necessidade de introduzir a
matéria escura, propomos uma modificagdo na gravitacdo newtoniana para espagos com
dimensao nao inteiras. Em um tal espago com dimensao nao inteira, como em um espaco
fractal, os operadores com derivadas inteiras nao sdo bem definidos. Nesta situacao as
equagoes de campo envolveriam derivadas fraciondrias [2]. Neste contexto, definimos um
campo de gravitacao a partir de um operador gradiente com derivadas fracionarias de
um potencial. Para investigar se com esta teoria a velocidade orbital de planetas/estrelas
caem com a distancia mais lentamente do que com a gravitacao newtoniana, obtivemos a
velocidade orbital para o caso de um campo central e uma 6rbita circular. Nosso resultados

mostram que neste caso a velocidade orbital cai mais lentamente do que no caso da
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gravitacao newtoniana. Este resultado motiva futuras pesquisas nesta teoria fracionaria
como alternativa a hipotese de matéria escura.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos
brevemente o problema da curva de rotacdo das galaxias e as teorias da matéria escura e
MOND. No capitulo 3 mostramos como a mecénica newtoniana e a gravitacgao de Newton
explicam as leis de Kepler para o movimento orbital no sistema solar. O capitulo 4 é
dedicado ao estudo do célculo fracionario. A teoria de gravitacao fracionaria que propomos
¢é desenvolvida no capitulo 5. Finalmente, no capitulo 6 apresentamos nossa conclusao e

perspectivas de trabalhos futuros.
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2 A curva de rotacao das galaxias: matéria

escura e teorias alternativas

Neste capitulo apresentamos uma breve introdugao ao problema das curvas de
rotacao das galaxias, a hipdtese de existéncia de um tipo exdtico de matéria chamada de

matéria escura, e a uma teoria alternativa a mecanica newtoniana.

2.1 O problema de rotacido das galaxias

Galéxias sdao objetos astronomicos constituidos de dezenas a centenas de estrelas
orbitando um centro de gravidade comum. Um exemplo famoso ¢ a Via-Lactea, a galdxia
em que vivemos. As galaxias sao divididas basicamente em trés grupos, as elipticas, as
espirais e as irregulares. As galdxias elipticas tem esse nome devido a sua forma que varia
de esférica a eliptica. Essas galaxias geralmente apresentam pouca atividade de formacao
de novas estrelas. As galaxias espirais, como a Via-Lactea, tém forma espiral e apresentam
grande atividade de formacao de novas estrelas. Ja as galaxias irregulares nao apresentam
uma forma definida, e sao geralmente galdxias menores ou que sofreram processos de
colisdo.

A curva de rota¢ao de uma galdxia (também chamada de curva de velocidade)
descreve as velocidades orbitais das estrelas e gases visiveis nessa galaxia em fun¢ao da sua
distancia radial ao centro da galaxia . Um fato importante é que observacoes astronémicas
mostram que as velocidades de rotacao orbital das estrelas em torno das galaxias nao
seguem as regras encontradas em outros sistemas orbitais, como planetas em torno de
estrelas e de satélites em torno de planetas [1]. Este fendmeno foi descoberto por Bosma
e Rubin quando estudaram a curva de rotacao de galaxias nos anos de 1970 e 1980. Na
época, pensava-se que a gravidade das estrelas nas galdxias era a tnica forca que mantinha
as galaxias unidas. Observando a luz e o movimento dessas galdxias, pode-se calcular
a velocidade com que as galdxias estavam girando. Havia um problema: comparando
a forca da gravidade das estrelas com a taxa de rotacao das galaxias, verificou-se que

as galaxias deveriam estar se desintegrando. Elas estavam simplesmente girando rapido
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demais para conseguir manter suas formas usando apenas a gravidade de suas estrelas.
Isso ficou conhecido como o problema de rotagao de galaxias.

As estrelas giram em torno do centro de sua galaxia com velocidades aproximada-
mente constantes ou crescentes com a distancia ao centro. Em contraste, as velocidades
orbitais dos planetas nos sistemas planetarios, e das luas que orbitam os planetas, declinam
com a distancia. Nos ultimos casos, isso reflete as distribui¢oes de massa dentro desses
sistemas. No entanto, supondo vélidas as leis da mecanica newtoniana, as estimativas de
massa para galaxias baseadas na luz que elas emitem sao muito baixas para explicar as

observagoes das velocidade orbitais de suas estrelas [1].

2.2 A matéria escura e a teoria MOND

O problema de rotagao de galaxias é a discrepancia entre as curvas de rotagao de
galaxias observadas e a previsao tedrica (Veja a figura 1). Quando os perfis de massa das
galdxias sdo calculados a partir da distribuigao das estrelas nas galdxias, na razao massa/luz
nos discos galaticos, eles nao coincidem com as massas derivadas das curvas de rotagao
observadas considerando valida as leis da mecanica newtoniana. Uma possivel solucao
para esse enigma ¢ hipotetizar a existéncia de um tipo de matéria que nao conseguimos
observar, chamada de matéria escura, e assumir sua distribuicao do centro da galaxia até
seu halo.

Este problema na velocidade orbital também é observada em estruturas ainda
maiores, como no movimento orbital de galaxias em aglomerados de galaxias. Este fato
leva a maioria dos cientistas a acreditar que algo que nao podemos ver, a matéria escura,
deve estar presente no universo, gerando a gravidade extra necessaria para explicar o
que observamos. Essa matéria escura, embora nao seja visivel diretamente, soma cerca
de 85% de toda a matéria do universo. Ao ajustar um modelo tedérico da composi¢ao do
universo ao conjunto combinado de observagoes cosmologicas, supondo validas a teoria de
Gravitacao de Einstein, os cientistas acreditam que a composicao do universo deve ser de
aproximadamente 68% de energia escura, 27% de matéria escura, e somente 5% de matéria
normal [1, 3].

Mas o que seria essa matéria escura? Existem algumas hipoteses ainda nao confir-
madas de como poderia ser essa essa matéria escura, s6 sabemos de fato o que ela nao é.

Ela é chamada de escura pois é um tipo de matéria que nao pode ser observada através
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* Velocidade de rotagéo

Figura 1 — curva de rotacao de uma galaxia espiral

da luz, como estrelas e planetas. As observagoes mostram que hda muito pouco material
visivel no universo para compor os 27% de massa exigidos pelas observagoes astrondomicas.
Matéria escura também nao é formada por nuvens escuras da matéria normal, matéria
composta de particulas chamadas barions. Sabemos disso porque seriamos capazes de
detectar nuvens barionicas pela absorcao de radiagao luminosa que passa por elas. A
matéria escura também nao ¢ antimatéria, porque nao vemos os raios gama que sao
produzidos quando a antimatéria se aniquila com a matéria. Finalmente, podemos excluir
grandes buracos negros do tamanho de galaxias com base em quantas lentes gravitacionais
vemos. Altas concentragoes de matéria dobram a luz que passa perto deles a partir de
objetos mais distantes, mas nao vemos eventos de lentes gravitacionais suficientes para
sugerir que esses objetos constituam a necessaria contribuicao de 27% da matéria escura
1, 3].

Ao contrario da matéria normal, a matéria escura nao interage com a forga eletro-
magnética. Isso significa que ele nao absorve, reflete ou emite luz, tornando-a extremamente
dificil de detectar. De fato, os pesquisadores conseguiram inferir a existéncia de matéria
escura apenas pelo efeito gravitacional que parece ter sobre a matéria visivel. Uma idéia é

que ela poderia conter particulas supersimétricas, que sao particulas hipotéticas parceiras
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as particulas conhecidas do Modelo Padrao. Neste caso, os experimentos no Large Hadron
Collider (LHC) podem fornecer pistas mais diretas sobre a matéria escura [4].

Neste trabalho consideraremos uma abordagem diferente para estudar o problema
orbital. Em vez de supor a existéncia de um tipo diferente de matéria (a matéria escura)
para explicar uma queda mais lenta do que a prevista pela gravitagao newtoniana para a
velocidade orbital de uma estrela, vamos partir da hipotese de que a teoria de gravitagao
newtoniana precisa ser modificada. Um exemplo de teoria alternativa para este problema é
a chamada dindmica newtoniana modificada (MOND). A MOND ¢é uma teoria que propoe
uma modificacao das leis da mecanica newtoniana para explicar as propriedades observadas
das galdxias. E uma alternativa a teoria da matéria escura em termos de explicar por que
as galdxias parecem nao obedecer as leis da fisica atualmente entendidas [1].

Criada em 1982 e publicada pela primeira vez em 1983 pelo fisico israelense Mordehai
Milgrom, a motivacao original da teoria era explicar por que as velocidades das estrelas
nas galaxias sao maiores do que o esperado com base na mecanica newtoniana. Milgrom
observou que essa discrepancia poderia ser resolvida se a forga gravitacional experimentada
por uma estrela nas regides externas de uma galaxia fosse proporcional ao quadrado de
sua aceleragao centripeta (em oposigao a aceleragao centripeta em si, como na segunda
lei de Newton), ou alternativamente se a forga gravitacional variar inversamente com o
raio (em oposigao ao quadrado inverso do raio, como na lei da gravidade de Newton). Em
MOND, a violagao das leis de Newton ocorre em aceleragoes extremamente pequenas,
caracteristicas nas estrelas orbitando o centro galatico, mas ainda muito abaixo de qualquer

coisa tipicamente encontrada no Sistema Solar ou na Terra [1].
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3 Orbita planetaria na Mecanica Newtoniana

Neste capitulo estudamos o problema da érbita de uma particula (estrela, planeta,
etc) sob a agao da gravidade newtoniana. A teoria da gravitagdo proposta por Newton
no século XVII foi capaz de explicar o movimento dos planetas do sistema solar e da
Lua com extrema precisao, confirmando a hipdtese heliocéntrica do mundo. Essa teoria
desempenhou um papel fundamental na histéria da Fisica e na nossa compreensao sobre
as leis da natureza. Tal como Richard Feynman dizia:

“a natureza é um enorme jogo de xadrez disputado por deuses, e que temos o
privilégio de observar. As regras do jogo sao o que chamamos de fisica fundamental, e
compreender essas regras ¢ a nossa meta”

A mecéanica celeste, o estudo dos movimentos dos corpos celestes, juntamente com
a astronomia de posi¢ao, foi um dos principais ramos da astronomia até o final do século
XIX, quando a astrofisica comecou a se desenvolver rapidamente. O principal objetivo da
mecanica celeste classica era explicar e prever os movimentos dos planetas e seus satélites.
Antes da mecénica newtoniana, varios modelos empiricos, como os epiciclos gregos e as leis
kepler, foram empregados para descrever esses movimentos. Mas nenhum desses modelos
explicava por que os planetas se moviam. Foi somente em 1680 que uma explicagao simples
foi encontrada para todos esses movimentos: a lei de Newton da gravitacao universal. Neste
capitulo, vamos mostrar como a mecanica newtoniana explica o movimento orbital dos
planetas e explica as leis de Kepler. As principais referéncia que usamos neste capitulo sao

os livros do Nivaldo Lemos [5] e do Goldstein [6].

3.1 A Mecanica Newtoniana e as leis de Kepler

As leis de Kepler para o movimento planetario sdo divida em trés. A primeira
lei diz que a orbita de um planeta em torno do sol é sempre descrita como uma elipse
onde o sol ocupa um dos focos. Para demonstrar tal lei a partir da mecanica newtoniana,
descreveremos nosso problema no sistema de coordenadas polares. Se a massa do Sol é

muito maior que a massa do planeta, podemos considerar aproximadamente que o centro



Capitulo 3. Orbita planetdria na Mecanica Newtoniana 17

de gravidade do sistema coincide com o centro do Sol. Seja T = rf o vetor posicao do

planeta em relacao ao centro do Sol. Derivando até segunda ordem obtemos

27 ) . A
dﬁ::&—rmﬁ+oﬁ+2ww
2=
e igualando m a forca gravitacional de Newton, ? = —GMmp epcontramos
dt? r
ET s s GM
o (# — 1r0*)7 + (10 + 270)0 = — R
Portanto
. . GM
P—rf? = — o (3.1)
O +210 = 0. (3.2)

Multiplicando a equagao (3.2) por mr obtemos a conservagido do momento angular

) .d . dL
2 ) 24\ _ _
mr0 + m2rrf = o (mr 0) == 0, (3.3)

onde L = mr?0 ¢ momento angular. Para reescrever a (3.1) em fungdo do momentum

angular usamos
g L

dt  mr?’

dr drd@_ L dr

dt  dfdt  mr2df’

@r _did) L | L dr_ 2L (dr)’
dt2  dOdt  mr? |mr2d62  mr3 \ db ’

Substituindo na equacao (3.1) obtemos

L | L & 2L (ar\*] L[> GM
mr? |mr2df?  mr3 \ df m2r3 2’
portanto
L* (dr\* L* & I*  GM
m2r> \ df m2rédf?2  m2r3 2’
Fazendo a mudanga de coordenadas
du dr d*u . (dr\’ d*r
= -1 27 = — -2 — 2 -3 2L _ -2 "
T o’ do2 o) ~ "
obtemos,
L? d*u L? GM

m2r2 df?  m2r3 r2’
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resultando em

d’*u GMm?
100 +u= Iz (3.4)
A solugao geral da equagao (3.4) é dada por
I GMm?

u= + ecos (0 — 0y),

r L2
de onde € e 0, sao constantes a serem fixadas pela condicao inicial do problema. Finalmente,
L? 1

T GMm2 1+ ecos (6 —bg)

Obtemos como resultado que todas as orbitas de planetas em torno de uma estrela,

r (3.5)

ou de um corpo massivo qualquer, sdo dadas pela equagao (3.5), de maneira que o valor de
€ nos dita como serd o movimento. Usando a energia total do sistema, podemos classificar
os tipos de orbitas em funcao de €. Para ¢ = 0 temos uma Orbita circular pois r fica
constante. Para 0 < ¢ < 1 a érbita serd eliptica com excentricidade €. Quando ¢ =1 e
€ > 1 as oOrbitas serao parabolicas e hiperbdlicas, respectivamente. Portanto, a partir da
Mecanica e da gravitacao newtonianas obtemos a primeira lei de Kepler.

A segunda de lei de Kepler nos diz que a velocidade areal é constante no tempo,

ou seja, o planeta varre dreas iguais A em tempos iguais (Veja a Figura 2). O fato da

‘r‘_t—'"'i

-

e 4

Figura 2 — O planeta varre areas iguais A em intervalos de tempo t iguais. Imagem:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/75/Kepler2.gif

velocidade areal ser constante esta diretamente relacionado com a conservagao de momento

angular L = mr20 = cte. Sendo o diferencial da drea A dado por:

1
dA = §r2d9,



Capitulo 3. Orbita planetdria na Mecanica Newtoniana 19

e dividindo por dt obtem-se a velocidade vetorial areal

dA 1 .. L
= —r20 = — = cte.

— =—r
dt 2 2m
Portanto, a area varrida em funcao do tempo é

A(t) = ot (3.6)

onde consideramos sem perda de generalidade que A(0) = 0.
Finalmente, a terceira lei de Kepler estabelece que o o quadrado do periodo orbital
T de um planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo maior a de sua orbita. O semi-eixo

maior a pode ser obtido a partir da (3.5) pois

(3.7)

Tmaz + Tmin L? 1 1 L? 1

2 IZGMm2[1—e+1+6]:GMm21—62’
onde 74 € Tmin 820 as distancias méaximas e minimas do plante em relacao ao Sol,
respectivamente. O periodo orbital 7" de um planeta é o tempo que ele leva para completar
uma Orbita completa em rela¢ao ao Sol. Escolhendo ¢t = T' na (3.6) resulta em

T=""AT) ="

onde A(T) = mab é a area da elipse que representa a 6rbita do planeta, e b é o semi-eixo

menor da elipse. Da geometria sabemos que b = a+/1 — €2, portanto, da equacgao anterior

obtemos
9 2
T = SPAT) = 2w VT2 = 2ma o = ad o (38)
onde usamos a (3.7). Finalmente, da (3.8) obtemos a terceira lei de Kepler, pois :—: =
0%7;\242 = cte.

3.2 Relacao entre velocidade orbital e distancia ao Sol

Neste trabalho temos como objetivo investigar a relacao entre a velocidade orbital
e a distancia ao centro da orbita em uma teoria alternativa a gravitagdo newtoniana.
Para efeito de comparacao, é importante obtermos esta relacao para o caso da gravitagao
newtoniana. A curva de rotacao das galaxias esta diretamente relacionada a esta relagao
velocidade/distancia. Uma teoria que possa explicar, sem a hipotese de matéria escura,

a anomalia encontrada na curva de rotacao das galdxias deve apresentar uma relacao
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velocidade/distancia onde a velocidade cai com a distdncia mais lentamente do que no
caso da gravitagdo newtoniana.
Por simplicidade, vamos considerar apenas érbitas circulares. Neste caso, o mdédulo

da forca centripeta é igual ao modulo da forga de gravitacao newtoniana, ou seja,

v2 GMm
m—=——

r rz

onde v é o modulo da velocidade do planeta. Portanto, a velocidade orbital na gravitacao

newtoniana cai com o inverso da raiz da distancia ao Sol. ou seja,

v = \C/;';W (3.9)

Antes de obter a relacdao entre velocidade/distancia para a teoria modificada da gravitacao

que propomos neste trabalho, no préximo capitulo faremos uma breve introducao ao

calculo fraciondrio.
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4 Calculo Fracionario

O célculo fracionario, envolvendo derivadas e integrais de ordem nao-inteiras, teve

seu inicio a mais de trés séculos atras. Em 1695 I’Hopital escreveu uma carta a Leibniz
dl /2

dxl/Q’

1
de uma derivada de ordem 3 [7]. Outros grandes mateméaticos da histéria contribuiram

perguntando qual seria o significado da expressao ou seja, qual seria o significado

para o desenvolvimento do calculo fracionario, entre eles podemos citar nomes como Euler,
Laplace, Liouville, Grunwald, Letnikov, Riemann e muitos outros. Apesar de ser quase tao
antigo quanto o calculo usual de derivadas e integrais de ordem inteira, s6 nas ultimas trés
décadas o calculo fracionario despertou maior atencao devido a suas aplicagdes em varios
campos da ciéncia e da engenharia. Esta demora no surgimento de aplicagoes do célculo
fracionario se explica devido as dificuldades de se interpretar fisica e geometricamente
as derivadas e integrais nao inteiras. Até hoje, mais de trezentos anos apds sua criagao,
ainda nao temos uma interpretacao fisica e geométrica consistente para essas derivadas e
integrais. Recentemente foi proposta uma interpretagdo geométrica como "sombras de uma
area'e uma interpretagao fisica como "sombras do passado'[8]. Embora essas interpretacoes
ainda parecam nao totalmente satisfatérias, ficou evidente nestas ultimas trés décadas
que o calculo fracionario é uma ferramenta matemaéatica extremamente importante para
aplicagoes que envolvam o estudo de sistemas complexos. Os sistemas complexos que
podemos utilizar o calculo fraciondrio sdo sistemas com comportamento nao-local ou
com dindmica dependente de memoria. Entre as areas de aplicagoes temos varios campos
da ciéncia e da engenharia, incluindo escoamento de fluidos, meios viscosos, reologia,
transporte difusivo, redes elétricas, teoria eletromagnética, teoria do campo, probabilidade,

ete.

4.1 As principais definicoes de derivadas fracionarias

Existem diferentes defini¢oes para o calculo fracionario. Embora essas defini¢coes

sejam diferentes, é possivel relacionar essas varias formulagoes [7]. Uma das mais antiga
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defini¢do do céalculo fracionario se deve a Euler e foi formulada em 1730. Euler generalizou

a férmula
d"x™ m! e (A1)
et €T .
dzm (m —n)!

para m e n inteiros com m > n, substituindo os m e n por nimeros reais [ e «a, € 0s
fatoriais por fungdes Gamma:

daxﬁ o F(ﬁ + ]-) xﬁfa
dee  T(B—a+1) ’

(4.2)

onde a fungao I'(2)

(z) = /0 Tt lay (4.3)

generaliza a fungao fatorial para nimeros nao inteiros (para z = m + 1 inteiro, temos
I'(m+1) = m!). Atualmente a definicdo mais utilizada em matematica pura é a formulacao

de Riemann-Liouville [7]

(ZL‘ _ t)a—n-i—l dt, (44>

dy_ L& )
dze  I'(n—a)dz™ Ja

onde n < a < n+ 1 é um inteiro e @ um nimero real arbitrario. A formulacdo mais

utilizada em ciéncias e engenharia é a definigao de Caputo [7]

d™y 1 @ 1 d"y(t)
= dt. 4.5
dze  T'(n—a) /a (x —t)a—ntl din (4:5)

O calculo fracionario de Caputo é mais popular entre cientistas e engenheiros pois as
equagoes diferenciais envolvendo derivadas de Caputo (4.5) requerem condigoes de contorno
regulares (semelhantes as equagoes diferenciais com derivadas usuais de ordem inteira).
Ambos os calculos fracionédrios de Caputo e de Riemann-Liouville sdo construidos a partir

da continuagao analitica da férmula de Cauchy para integrais repetidas|7]

/j f(@)(dz)" = /j /jn /jnl.../jg /:2f(ld)dlildxz“-dxn_lda:n
1 = f

(t)
. / e (4.6)

onde o inteiro n é substituido pelo real n — a (0 < a < 1) resultando em uma integral
fracionaria de ordem n — « (integracao de n — « vezes da fungdo), utilizada na definigdo
das derivadas de Riemann-Liouville e Caputo. Na proxima se¢ao estudaremos com mais

detalhes o calculo fracionario de Riemann-Liouville.
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4.2 O Calculo Fracionario de Riemann-Liouville

Nesta secao vamos definir e estudar algumas propriedades da formulacao de

Riemann-Liouville para o calculo fracionario.

4.2.1 As integrais de Riemann-Liouville

Apesar de existirem diversas propostas para derivadas fraciondrias, um grande
numero dessas formulagoes estao de alguma forma conectadas com a continuagao analitica

da férmula de Cauchy para integrais repetidas.

Teorema 4.2.1 (Formula de Cauchy) Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel se-

gundo Riemann no intervalo [a,b]. Entdo, temos para a integral de ordem n (n € N):

/jf(i:)(dflf)” = /j/:n /:"1.../:3 /amf(lh)drmdfczmdxnld:cn
1 = f

W . .
F(n)/a (x—u)l—"d (n € N, (4.7)

onde I' € a fungcdo gamma de Fuler.

A prova da férmula de Cauchy pode ser encontrada em diversos livros textos (por
exemplo, em [7]). A continuagao analitica da (4.7) nos da um defini¢do para a integral de
ordem nao inteira (historicamente chamada de ordem fracionaria). Essa integral de ordem
fracionaria é a pedra fundamental do calculo fracionario de Riemann-Liouville, assim como
de diversas outras formulagoes [7]. As integrais fracionarias obtidas a partir da (4.7) sao

chamadas de integrais a direita e a esquerda de Riemann-Liouville:

Definicao 4.2.1 Seja a € Ry. Os operadores,J$ e, Jg* definidos em Ly[a,b] por

() = F(la) / ’ - f <;‘))1_adu (a €R,) (4.8)
1@ = [ e @k, (1.9

coma <beabecR, sdo chamados de integrais fraciondrias a esquerda e a direita de

Riemann-Liouville de ordem o € R, respectivamente.

Para « inteiro as integrais de Riemann-Liouville (4.8) e (4.9) coincidem com integrais

repetidas usuais (4.7). Além disso, das defini¢oes (4.8) e (4.9) é facil de ver que as integrais
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fracionarias de Riemann-Liouville convergem para quaisquer funcoes integraveis f se a > 1.
Mais ainda, é possivel provar a convergéncia das (4.8) e (4.9) para fungoes f € Lia,b]
mesmo quando 0 < o < 1 [9].

As integrais fracionarias de Riemann-Liouville (4.8) e (4.9) preservam uma impor-

tante propriedade algébrica das integrais usuais:
Teorema 4.2.2 Seja o, >0 e f € Ly[a,b]. Entdio
2L (@) =IO f (@) e adiudy f(x) =a T f (). (4.10)

Prova (veja [9]): Vamos apresentar a prova para as derivadas a direita (para as derivadas

a esquerda segue uma prova similar). Da definigao (4.8) temos

# xx_ a—1 ¢ _ug,l wdu
F(a)l“(ﬁ)/a< 2 /a(t )" (w)dudt. (4.11)

Como as integrais existem para f € L[a,b], usando o Teorema de Fubini podemos trocar

oradi f(z) =

a ordem de integragao

o, J7 xz# ' wx— Lt — )P (w)dtdu
ogady [ () F(a)r(ﬁ)/a/u( £t —w)? L f(u)dtd

1 . (4.12)
= 5T / Flw) / (& — )Nt — u)’dtdu.
Fazendo a mudancga de variavel t = u 4 s(x — u) obtemos
WJa Tl f(a) = r(a)lr(m / " ) (@ — )P /0 (1= 5" 1P Ldsdu, (4.13)

Identificando [y (1 — s)*~'s*'ds = B(a, ) = I'(a)I'(8)/T(a + B) com a funcio Beta de

Euler B(a, ) resulta, finalmente,

L) = g [ =0t = 2 ). (414)
.
Uma importante consequéncia do Teorema (4.2.2) é a comutatividade dos operadores
integrais:

Nota 1 Sobre as consideragoes do Teorema (4.2.2) temos
SRl @) =a Tl T2 f () € w i) o) =0l a i f (). (4.15)

Em outras palavras, os conjuntos dos operadores {,J¢ : Li[a,b] — Li[a,bl;a > 0} e
{oJ2 : L1]a,b] — Ly]a,bl; @ > 0} formam semigrupos com respeito a concatenagao, onde o
elemento neutro é o operador identidade, ,J° e ,J7, respectivamente. Estas propriedades
(4.15) sd@o uma generalizacao direta do caso usual de integrais de ordem inteira, onde as

integrais também comutam formando um semigrupo.
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4.3 As derivadas de Riemann-Liouville

Os operadores de integragao ,J¢ e ,Jg, definidos em (4.8) e (4.9), desempenham
papel central no Calculo Fracionario de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville, relembramos que para inteiros positivos n > m vale a

identidade D" f(z) = D2, J2~ ™ f(x), onde D" é uma derivada usual de ordem inteira m.

Definigao 4.3.1 (Derivadas de Riemann-Liouville) As derivadas fraciondrias de or-
dem a > 0 (o € R) de Riemann-Liouville a esquerda e d direita sio definidas, respectiva-

mente, por o D3 f(x) = DyaJi™"f(x) e o Dff(x) = (=1)"DpaJy ™" f(x) comn =[] + 1,

ou seja,
e
D% F(z) = F(nl_ S / - _fé;ﬁa_ndu (n=]a]+1, a€R, acR)  (4.16)
wppy (=N dr ot f(u) B )
DY) = 5 o / s ggede (n=la] Tl a €RLbER),  (117)

mn 7/ . . .
onde D" = L ¢ uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequéncia importante das defini¢oes (4.16) e (4.17) é que as derivadas de
Riemann-Liouville sdo operadores nao locais. O operador a esquerda (a direita) definido
pela expressao integro-diferencial (4.16) (e (4.17)) depende de valores da fungao a esquerda

(a direita) de x, isto é, a <u <z (x <u <b).

Nota 2 Quando « é um inteiro, as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville (4.16) e

(4.17) reduzem d derivadas usuais de ordem inteira «.

Nota 3 Para 0 < o < 1 as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville (4.16) e (4.17)
podem ser aplicadas mesmo em fungoes nao diferencidaveis. Esta propriedade é uma con-
sequéncia direta do fato das derivadas de Riemann-Liouville serem dadas a partir da
derivada de primeira ordem da integral fraciondria da func¢ao. Podemos tomar a derivada
de Riemann-Liouville mesmo de funcoes nao diferencidveis em todo o dominio, como a

funcdo de Weierstrass.

Para ilustrar a aplicagao das derivadas de Riemann-Liouville em fungoes simples,
vamos calcular a derivada & esquerda ,D2 f(z) (4.16) da funcio poténcia f(z) = (v — a)”.

Temos

1 v v (u—a)’
Dz — a)’ = / d 4.1
o(z—a) I'(n—a)dz" Jo (x—u)lten “ (4.18)
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onde n = [a] + 1, e devemos ter > —1 em ordem de garantir a convergéncia da integral

em (4.18). Fazendo a mudancga de varidvel s = (u — a)/(x — a) obtemos

af. _ N\B 1 ﬁ _ \B—a+n ! B(1 _ \n—a—1
D2 (x—a)’ = n —a) do” (x —a)?~" /0 s”(1—s) ds .
I'p+1) d" '

onde identificamos [y s7(1 — s)"*"'ds = B(n — a, 3 4+ 1) com a funcio Beta de Euler.

Temos duas possibilidades para a derivada (4.19). A primeira, quando o — 3 € N, o lado

direito da (4.19) se reduz a um polindémio de grau inteiro n — (o« — ) € {0,1,2,...,n — 1}

e, portanto, a derivada é nula. Na segunda, quando a — 8 ¢ N a derivada é nao nula:

DYz —a) = rw+n0 vl (@ €Ry, B> 1), (4.20)
m(x—a)ﬁ_a se a—f3¢N

onde usamos a propriedade I'(z + 1) = zI'(2) da fungdo Gamma de Euler. De forma

equivalente, temos para a derivada a direita (4.17)

5 0 se a—peN
Dp(b—x)” = T 1 (aeRy, B>-1). (4.21)
b ﬂ(b_b)ﬁ—a se a—f¢N *
F'g—a+1)
Nota 4 E importante notar que a derivada de Riemann-Liowville (4.16) e (4.17) de uma
constante nao é zero para o ¢ N.

(b—x)@

ap . (B—a)"
e Ii-a)

—_— Dl =
ri—-a)’ b

(4.22)

Para a € N recuperamos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da (4.22) se
torna igual a zero devido aos polos da funcio Gamma de Fuler. Devido ao fato da derivada
de uma constante ser diferente de zero, as equacoes diferenciais envolvendo derivadas de

Riemann-Liouville requerem condigoes iniciais e de contorno nao requlares [7, 9].

4.4 Regras de derivacao

Além da derivada da constante ser nao nula, outra propriedade importante das
derivadas inteiras que nao é satisfeita pelas defini¢oes de Riemann-Liouville é a comutati-

vidade. No céalculo usual, a comutatividade dos operadores é uma consequéncia direta da
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bem conhecida Lei dos Expoentes para as derivadas e integrais de ordem inteira m,n € N,

oI L (@) = o T f(2) = oI f(2),
(4.23)
DDy f(xz) = DyDY f(x) = D" f(x),

sendo D7 e ,J7" as derivadas e integrais usuais de ordem inteira. Enquanto a primeira
relagdo em (4.23) é estendida para as integrais fracionarias de Riemann-Liouville (4.8) e

(4.9) (veja a (4.15)), para as derivadas de Riemann-Liouville (4.16) e (4.17) podemos ter

situacoes como:

aDgaDgf(x) = aDgaD;lf(x) 7é aDaocH_Bf(‘r)v ( )
4.24
aDgaDgf(:E) 7é aDgaDgf(l') = aDngﬁf(iE).
Em outras palavras, a Lei dos Expoentes nao ¢ satisfeita pelas derivadas fracionarias

de Riemann-Liouville (4.16) e (4.17), que consequentemente nao formam um semigrupo.

Vamos ilustrar as situagoes expostas em (4.24) com dois exemplos.

Exemplo 1 No caso da primeira relagio em (4.24), vamos tomar f(x) = (x —a)~/?

o = = 1/2. Entdo, usando (4.20) obtemos ,DY?f(x) =0, e portanto ,DY/?,D}?f(x) =
0, mas (D/*V2f(x) = D, f(z) = —(z — a)~*/2/2.

com

Exemplo 2 No caso da sequnda relagio em (4.24), vamos tomar f(x) = (z — a)'/? com
a=1/2 e B =3/2. Entio, usando (4.20) obtemos ,D}*f(x) = \/7/2 e ,D3*f(x) = 0.
Portanto, temos ,DY/2,D3?f(x) =0, mas ,D3?,D}?f(x) = ,DY?*32f(2) = D2f(z) =
—(z —a)™%?/4.

Em (4.24) consideramos apenas derivadas a esquerda, mas os mesmos resultados podem ser
automaticamente estendidos para derivadas a direta. No que segue o restante do capitulo,
utilizaremos apenas derivadas e integrais a esquerda.

Vamos investigar agora a generalizacdo de algumas regras classicas do calculo usual
envolvendo mais de uma funcao na mesma derivada. Essas generaliza¢des sao importantes

para simplificar o calculo de derivadas fracionarias de fun¢oes mais complexas.

Teorema 4.4.1 Sejam f e g duas fungoes definidas em |a,b] tal que D% f(z) e .Dg(x)
existam. Sejam ainda c1,co € R duas constantes quaisquer. Entao, ,D2 (c1f(x) + cag(z))
existe, e

oDy (c1f(x) 4 c29(x)) = c1aD5 () + 20Dy g(). (4.25)
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Prova: A prova segue diretamente da defini¢ao (4.16) pois derivadas e integrais usuais sao
operadores lineares [1.

Outra regra importante do calculo é a chamada Regra do Produto, ou Regra
de Leibniz. A regra para derivada primeira do produto de duas fungbes f(x) e g(x),
D! (f(x)g(z)) = (DLf(x)) g(z) + f(x) (Dlg(z)), pode facilmente ser estendida para deri-

vada de ordem inteira m € N, qualquer:

Teorema 4.4.2 (Regra de Leibniz) Seja m € Ny, e seja j,g € C™[a,b] duas fungoes.

Entao

D (@)s(e) = (1) (Phr(0) (P2 (o). (4.26)

k=0

A Regra de Leibniz é aplicdvel a quaisquer fungoes de classe C™|a, b], além de ser simétrica
nas fungoes f(z) e g(z), ou seja, podemos trocar a ordem das fungdes em (4.26) que nao
altera o resultado. Essas propriedades da Regra de Leibniz nao sao preservadas quando

utilizamos derivadas de Riemann-Liouville.

Teorema 4.4.3 (Regra de Leibniz para derivadas de Riemann-Liouville) Sejam

f e g fungoes analiticas em [a,b]. Sejan = [a]+1 com o € R,. Entdo

D3 (f(2)g(x)) =
5 () (225100) (027 ta@) + 32 (1) (P70 (770t

(4.27)

A prova do Teorema é mais elaborada e pode ser encontrada, por exemplo, em [7, 9]. E
importante notar que diferente da Regra de Leibniz para derivadas inteiras (4.26), para
derivadas fracionérias (4.27) a derivada do produto s6 é aplicavel a fungoes analiticas.
Finalmente, terminamos esta secao com a Regra da Cadeia. Para derivadas de
Riemann-Liouville essa regra é importante para ilustrar o quao complicado pode ser calcular
derivadas fracionérias de funges simples. Na pratica, o resultado que vamos enunciar sem
prova é de pouca, ou mesmo nenhuma, utilidade pratica devido a sua complexidade. A
falta de uma regra simples para a derivada de fun¢oes compostas é a maior dificuldade para
o uso do Célculo Fracionario em aplicagdes. A Regra da Cadeia para derivadas inteiras de
ordem m ja é de pouca utilidade quando m ¢é grande. Essa regra é dada pela formula de

Faa di Bruno

Teorema 4.4.4 (Férmula de Faa di Bruno) Sejam f,g € C™[a,b] e m € N. Entdo

D7) =3 Dhgtlucsr 1T (P42 ) 2w
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onde a sequnda soma Y. estende-se sobre todas as combinacoes de inteiros positivos
Py, P, ..., P, tais que
IP=m e Y P =k (4.29)
=1

=1

Para derivadas de Riemann-Liouville temos [7, 9]:

Teorema 4.4.5 (Férmula de Faa di Bruno para derivadas de Riemann-Liouville)

Sejam f(x) e g(x) fungoes analiticas em [a,b], e seja o € Ry. Entdo

D% (f(x)) :g C‘) M ; Dyg(w)lu=fi) D l:Hl ;l! (D,E{! (:::)) .
+ wg(f(fv)),

onde a terceira soma Y, estende-se sobre todas as combinacoes de inteiros positivos

Py, P, ..., P tais que

J
Y IPb=m e Y P=k (4.31)

4.5 Relacoes entre integrais e derivadas de Riemann-Liouville

Nesta secao vamos estudar as relagoes mais importantes entre as derivadas e integrais
de Riemann-Liouville. Definimos em (4.16) e (4.17) as derivadas de Riemann-Liouville
como sendo a derivada de ordem inteira n = [o] + 1 de uma integral fracionéria de ordem

n — a. No entanto, essa definicdo nao é tinica, como pode ser visto pelo Lema abaixo:
Lema 4.5.1 Seja o € Ry, e m € N tal que m > . Entao
D3 f(x) = Dt f (). (4.32)

Prova: A condi¢do m > « implica que m > n = [a] + 1. Da propriedade de semigrupo das

derivadas inteiras (4.23), e das integrais fraciondrias (4.10) e (4.15), obtemos

Do f(x) = DED "o a Ty f () (433)
= Do, f(2) = o D7 f(2),
onde D" ", J™" =1 ja que D" e ,J" " sao derivadas e integrais usuais de ordem
inteira, e usamos a definigao (4.16) O.
Além de mostrar que as defini¢oes (4.16) e (4.17) ndo sdo unicas, o Lema acima

permite provar que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville (4.16) é a operacao inversa

a integral de Riemann-Liouville (4.8):
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Teorema 4.5.1 Seja o > 0. Entao, para toda f € Ly[a,b] temos
D7 I3 f (@) = f(a). (4.34)

Prova: O caso @ = 0 é trivial. Vamos entido considerar o > 0. Usando o Lema

(4.5.1) e a propriedade (4.10) obtemos
Do f(x) = Do a7 fx) = Do S f2) = f(z) O, (4.35)

Enquanto a derivada de Riemann-Liouville é a operacao inversa da integral, podemos
provar que a integral ndo é o inverso da derivada. No célculo usual temos o Teorema

Fundamental do Célculo.

Teorema 4.5.2 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja f € C'la,b], entdo

D) = [T~ pa)  f0) (436)

Para o Célculo Fracionario de Riemann-Liouville temos

Teorema 4.5.3 Seja o € Ry en = [a] + 1. Consideremos ainda que ,Ji~*f(x) exista.

Entio,
o L -

oS D = — ~———— lim D", Jr ¢ ) 4.37

PaDI ) = @) = Sy e DR @) (4a)

A prova do Teorema (4.5.3) pode ser encontrada em diversos livros textos, por exemplo,

veja [9].
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5 Uma Gravitacao Fracionaria

Neste capitulo apresentaremos uma teoria alternativa para a gravitacao baseada no
uso do célculo fracionario. O objetivo é obter uma teoria que possa explicar a anomalia
observada na curva de rotacao das galaxias sem a necessidade de incluir matéria escura. A
existéncia ou nao da matéria escura é um dos maiores mistérios da fisica na atualidade. De
fato, ainda nao sabemos se a discrepancia na curva de rotacao das galaxias é consequéncia
da existéncia da matéria escura ou é uma evidéncia de que nossa compreensao sobre as
leis da Natureza (nossas teorias) estdo equivocadas. Como dizia Richard Feynman: “a
natureza ¢ um enorme jogo de xadrez disputado por deuses, e que temos o privilégio de

observar. As regras do jogo sdo o que chamamos de fisica fundamental, e compreender

essas regras € a nossa meta’”.

5.1 A gravitacao fracionaria

Sem a hipdétese de matéria escura, e preservando a mecanica newtoniana, para
poder descrever a curva de rotacao observada das galaxias deveriamos ter uma forga de
gravidade caindo mais lentamente com a distancia. Mais precisamente, para distancias da
ordem de centenas a milhares de anos-luz a gravidade nao seria inversamente proporcional
ao quadrado da distancia. Como na escala do sistema solar a interacao gravitacional é
observada, com grande precisao, como sendo inversamente proporcional ao quadrado da
distancia, precisariamos de um mecanismo para modificar a forma da forga gravitacional
com a distancia. Em trabalhos recentes foi proposto que se a dimensao do espago-tempo
nao fosse inteira, resultando em equagoes de campo com derivadas fracionarias, efeitos
que sao atribuidos a matéria e a energia escuras poderiam ser descritos de forma unificada
por uma dindmica de dimensao do espago-tempo [2]. Neste caso a dimensao seria uma
varidvel dindmica dependendo da posi¢ao e do tempo [2].

Partindo desta ultima hipotese de dimensao espacial nao inteira podemos modificar
a gravitacdo newtoniana. Se considerarmos que esta nova teoria preserve a conservagao
do fluxo total do campo gravitacional, resultado que estda diretamente relacionado a

conservacao de energia, devemos ter um fluxo independente da distancia a fonte do campo.
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Por exemplo, na gravitagdo newtoniana o fluxo total através de uma superficie S esférica

de raio r é

Fluxo:/S?-dZ:/SFdA:/SG{Y

r2dQ) = 4nG M, (5.1)
’

onde ? = %\/[f ¢ o campo de gravitacdo newtoniano, dA = r2dQ) é o elemento de 4rea
da superficie esférica S, e df2 é o elemento de angulo sélido. Vamos supor agora que para
distancias de centenas a milhares de anos-luz o médulo do campo de gravidade nao ¢ mais

inversamente proporcional ao quadrado da distancia, mas sim dado por:

 Gu.M

FO‘ r2o

, (5.2)

onde 0 < o <1 e a constate de gravitacao G, tem dimensao %, sendo [L], [M] e [T]
as unidades de comprimento, massa e tempo, respectivamente. Neste caso, para o fluxo
total do campo ser independente da distancia deveriamos ter um espago com dimensao

nao inteira, de forma que o elemento de 4rea seja dado por dA = r?*dS). Neste caso:
G M
Fluso = [ Fo-dd = [ FudAd = [ 29252040 = 4rGoM. (5.3)
S S s r

Em um tal espaco com dimensao nao inteira, como em um espaco fractal, os operadores com
derivadas inteiras nao sao bem definidos. Nesta situacao as equagoes de campo envolveriam
derivadas fraciondrias [2]. Neste contexto podemos definir o campo de gravitacao a partir

de um operador gradiente com derivadas fracionarias de um potencial ¢, como

'l —2a) GaM GoM
Fo = V%, = —oD° po_Zals 5.4
vie OT<F(1—04) ro )T 2 (54)
onde usamos a (4.20) com a =0, z =71 e f = —1, e definimos a fungdo potencial
by = 'l —2a) GuM
T T(l—a) re

5.2 Relacao entre velocidade orbital e distancia ao Sol na gravita-
cao fracionaria

O objetivo principal deste trabalho ¢é investigar a relagdo entre a velocidade orbital e
a distancia ao centro da 6rbita em uma teoria alternativa a gravitagdo newtoniana. A curva
de rotagao das galdxias esta diretamente relacionada a esta relagdo velocidade/distancia.

Por simplicidade, vamos supor validas as leis da mecéanica newtoniana, modificando apenas
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a gravitagdo. Vamos ainda considerar apenas orbitas circulares. Neste caso, o médulo da

forga centripeta é igual ao médulo da forga de gravitagao fraciondria (5.2), ou seja,

v? G Mm
m—=——

r r2e

onde v ¢ o modulo da velocidade do planeta. Portanto, a velocidade orbital na gravitacao

fracionaria cai com a distancia ao Sol como

G, M
/r2a—1 !

onde 0 < a < 1. Na Figura 3, apresentamos o comportamento da velocidade orbital em

(5.5)

v =

funcao de r para varios valores de «, onde consideramos para efeito de comparacio, sem

perda de generalidade, G, M = 1.

3.0

— a=0,6

— a=0.75
] — a=0,9

— a=1

2.01

> 1.5

1.04

0.5 A

0.0

Figura 3 — Velocidade orbital em funcao de r para diversos valores de a.

Vemos na Figura 3 que a gravitacao fracionaria resulta em uma velocidade orbital
que cai mais lentamente com a distancia ao Sol do que a gravitagdo newtoniana. Este
resultado estda de acordo com o esperado para uma teoria alternativa a existéncia da

matéria escura.
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6 Conclusao

Neste trabalho de conclusao de curso formulamos uma teoria modificada para a
gravitagao com o objetivo de estudar o problema da curva de rotacao das galaxias. Em
vez de supor a existéncia de um tipo diferente de matéria (a matéria escura) para explicar
uma queda mais lenta do que a prevista pela gravitacdo newtoniana para a velocidade
orbital de uma estrela ao redor do centro da galaxia, partimos da hipdtese de que a teoria
de gravitagao newtoniana precisa ser modificada.

A teoria de gravitagdo que propomos neste trabalho baseia-se em uma recente
hipé6tese de que a dimensao do espago-tempo é nao inteira, nem constante [2]. Como na
escala do sistema solar a interagdo gravitacional é observada, com grande precisao, como
sendo inversamente proporcional ao quadrado da distancia, precisariamos de um mecanismo
para modificar a forma da forca gravitacional com a distancia. Em trabalhos recentes
foi proposto que se a dimensao do espaco-tempo for nao inteira, resultando em equagoes
de campo com derivadas fracionarias, efeitos que sao atribuidos a matéria e a energia
escuras poderiam ser descritos de forma unificada por uma dindmica para a dimensao
do espago-tempo [2]. Neste caso a dimensao seria uma variavel dindmica dependendo da
posicao e do tempo [2].

Para uma primeira analise desta possibilidade de um espago-tempo com dimensao
nao inteira descrever a curva de rotacao das galdxias sem a necessidade de introduzir a
matéria escura, propomos uma modificagdo na gravitacdo newtoniana para espagos com
dimensao nao inteiras. Em um tal espago com dimensao nao inteira, como em um espago
fractal, os operadores com derivadas inteiras nao sao bem definidos. Nesta situagao as
equagoes de campo envolveriam derivadas fraciondrias [2]. Neste contexto, definimos um
campo de gravitagao a partir de um operador gradiente com derivadas fracionarias de
um potencial. Para investigar se com esta teoria a velocidade orbital de planetas/estrelas
caem com a distancia mais lentamente do que com a gravitagao newtoniana, obtivemos a
velocidade orbital para o caso de um campo central e uma 6rbita circular. Nosso resultados
mostram que neste caso a velocidade orbital cai mais lentamente do que no caso da

gravitagao newtoniana.
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O resultado que obtivemos motiva futuras pesquisas do uso do calculo fracionaria
como alternativa a hipétese de matéria escura. Uma continuacao natural deste trabalho é
usar a gravitagao fracionaria proposta para obter a curva de rotacao de galdxias partindo
da densidade de massa baridnica obtida por observacoes astronomicas. Outra possibilidade
é estudar a modificacdo da mecanica newtoniana através do uso do calculo fracionario.
Esta possibilidade iria de encontro a proposta da teoria MOND, que modifica a mecénica
newtoniana mas preserva a gravitacao de Newton. A inclusdo de derivadas fracionarias
na dindmica, e ndo na gravitacdo, permitiria o estudo de feitos dissipativos e de nao
localidade no problema. Finalmente, a terceira possibilidade de continuacao consistiria
em estudar o problema da dimensao nao inteira e do uso do calculo fracionario em um

contexto relativistico, como sugerido em [2].
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