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Resumo

Este trabalho tem por finalidade apresentar a solu¢ao da Equagao Diferencial de Lagrange,
uma equacao diferencial de quarta ordem, obtida a partir do emprego da Teoria de Flexao
das Placas e das hipoteses da Teoria de Kirchoff. A solucao dessa equacao, que descreve o
comportamento fisico de uma placa (elemento estrutural de uma edificacdo), é obtida de
acordo com a condi¢ao de contorno pré-estabelecida, através de dois métodos: a Solugao de
Navier e a Solugao de Lévy. Os resultados obtidos sao comparados com dados disponiveis
na literatura. Os algoritmos desenvolvidos foram implementados em linguagem Octave

versao 5.1.0.

Palavras-chaves: Equagoes Diferenciais, Flexao de placas, Condi¢oes de contorno, So-

lucdo de Navier, Solucao de Lévy, Linguagem Octave.



Abstract

This paper aims to present the solution of the Lagrange Differential Equation, a fourth
order differential equation, obtained from the use of the Plate Flexion Theory and the
hypotheses of the Kirchoff Theory. The solution of this equation, which describes the
physical behavior of a plate (structural element of a building), is obtained according to
the predefined boundary condition, using two methods: the Navier Solution and the Lévy
Solution. The results obtained are compared with data available in the literature. The

developed algorithms were implemented in Octave language version 5.1.0.

Key-words: Differential Equations, Plate Flexion, Boundary Conditions, Navier Solu-

tion, Lévy Solution, Octave Language.
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Introducao

A Matematica é uma ciéncia indispensavel para o desenvolvimento social e tec-
nolégico do ser humano. Essa ferramenta esta presente nas mais diversas situagoes do
cotidiano, e abrange o estudo, a compreensao e a sistematizacao de fendomenos modela-
dos por equacgoes, algoritmos e formas geométricas. Além disso, tem uma importancia
estratégica, pois desenvolve o pensamento légico, sendo imprescindivel para a geracao de
profissionais qualificados nas areas de ciéncias exatas e engenharias e aptos para competir
no mercado de trabalho do mundo contemporaneo. A partir dessa ciéncia, desenvolvem-
se areas como a da Engenharia Civil, que é o ramo que engloba a concepcao, o projeto,

a construgao e a manutengao de todos os tipos de infraestrutura (edificagdes, estradas,
pontes) necessarios ao bem estar e ao desenvolvimento da sociedade (LUCA] [2018)).

As teorias estudadas na Engenharia Civil sdo permeadas por conceitos matema-

ticos e englobam desde a Geometria Analitica, passando pela Algebra Linear, até o C4l-

culo Diferencial e Integral (COSTA, [2010)). Dentre os topicos estudados, as aplicagdes

de equagoes diferenciais merecem destaque, pois representam matematicamente modelos
que descrevem o comportamento dos elementos estruturais de uma edificagao. No ambito
estrutural, ha elementos fundamentais, dentre eles, as lajes, usualmente conhecidas como
placas de concreto que podem apoiar-se em pilares ou sustentar-se em vigas (Figura [1).
As lajes podem estar vinculadas a estrutura e, de acordo com o tipo de vinculagao de sua

borda, classificadas como livre, engastada ou apoiada.

Figura 1 — Estrutura de uma laje

7

Fonte: http://www.utfpr.edu.br/reuni/fotosLD-4/2010.06 /Concretagem

As placas, geralmente, destinam-se a suportar cargas verticais que atuam nas

estruturas, transmitindo-as para os respectivos apoios. Além de ac¢bes provenientes de
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pessoas, de modveis e de paredes, conhecidas como cargas de construcao, as lajes estao
sujeitas ainda a agoes de incéndios, explosoes, entre outros (FILHO, 2004). Para o es-
tudo da Teoria de Flexao de Placas foram desenvolvidas algumas teorias, entre as quais
destaca-se a Teoria Classica das Placas Finas, proposta por Gustav R. Kirchoff, que prevé

simplificagbes e resulta em uma equagao diferencial de quarta ordem (TAGUTI, 2010).

A fim de ilustrar a aplicabilidade de conceitos matematicos na Engenharia Civil,
esse trabalho tem por finalidade apresentar a deducao e a solucao da Equacao Diferen-
cial da Placa, conhecida como Equagao de Lagrange. Tal equagao diferencial é obtida a
partir do emprego da Teoria de Flexao das Placas e das hipdteses da Teoria de Kirchoff
(ARA(JJ 0},12003). A solucao dessa equagao, que descreve o comportamento fisico de uma
placa, é obtida de acordo com a condi¢ao de contorno pré-estabelecida, através de dois
métodos: a Solucao de Navier, através de Séries Duplas de Fourier e a Solucao de Lévy,
que utiliza Série de Fourier em uma variavel (TIMOSHENKO;, 1959)). A implementacao
computacional de algoritmos para o calculo das solugoes, pelos dois métodos propostos
no presente trabalho, foi desenvolvida para a obtencao dos resultados, bem como sua
representacao grafica, tendo em vista uma maior eficicia em relacao a convergéncia des-
ses resultados. A implementacao foi feita em linguagem Octave versao 5.1.0 (disponivel

https://www.gnu.org/software/octave/).

Para atingir os objetivos propostos, o trabalho esta estruturado da seguinte forma:
no capitulo 1, introduzem-se os principais conceitos matematicos presentes na deducao
da Equagao, tais como, conceitos do Calculo Diferencial e Integral, Equagoes Diferenciais

e Séries de Fourier.

No capitulo seguinte, abordam-se os conceitos de Engenharia Civil, fundamentados
em (HIBBELER, [2004) ¢ (ARAUJO, [2003), essenciais para compreender os elementos
estruturais de uma edificagao e que serao utilizados na deducao da Equagao junto com
a fundamentagdao matematica. Além disso, descrevem-se algumas relacoes, envolvendo a

Teoria da Elasticidade, também necesséarias para deduzir a Equagao de Lagrange.

No capitulo 3, tem-se a deducao da Equacgao Diferencial de Lagrange, assim como
sua resolucao, conforme as condigoes de contorno estabelecidas. A solugao da equacao é
obtida analiticamente através de dois métodos: a Solucao de Navier e a Solugao de Lévy
(TIMOSHENKO), |1959), admitindo-se as hip6teses baseadas na Teoria de Kirchhoff como
indicado em (ARAUJO, 2003).

Por conseguinte, no quarto capitulo deste trabalho, apresenta-se a resolucao de
problemas aplicando-se a Solugao de Navier e a Solugao de Lévy (SZILARD) 2004)). Tais
problemas sao resolvidos a partir da solucdo das equagodes do deslocamento w e dos mo-
mentos fletores M,, M, nas diregoes x e y, ja que a placa é considerada um elemento
bidimensional. Os algoritmos para a obtencao das solugoes e sua representacao grafica

sao implementados em linguagem Octave. Os resultados obtidos sao comparados com
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dados disponiveis na literatura.

Finalmente, no capitulo 5, tem-se a conclusao, onde descrevem-se as consideragoes

finais pertinentes ao trabalho.
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1 Teoria Matematica

Neste capitulo apresenta-se a fundamentacao matematica, base para a realizacao
deste trabalho, destacando-se os conceitos necessarios para o estudo da Equacao de La-

grange.

1.1 Conceitos sobre Funcoes

Definicao 1.1.1. Sejam A e B subconjuntos de R. Uma funcdo é uma lei ou regra que
a cada elemento de A faz corresponder em um tunico elemento de B. O conjunto de A é
chamado dominio de f e é denotado por D(f). B é chamado contradominio ou campo de

valores de f. Escreve-se:

f:A— B.

Definicao 1.1.2. Se uma variavel y depende de uma variavel x de tal modo que cada

valor de x determina exatamente um valor de y, entdo dizemos que y é uma func¢ao de x
(ANTON] 2014). Ou seja,

y = f(z).

Definigao 1.1.3. Seja D um conjunto de n-uplas de nimeros reais (z1, xa, ..., x,). Uma

funcao a valores reais f em D é uma regra que associa um unico ntmero real

z= f(xy,29,...,2p) (1.1)

a cada elemento em D. O conjunto D representa o dominio da funcao. O conjunto de
valores de z assumidos por f é a imagem da funcdo. z é a variavel dependente de f, e

diz-se que f é uma funcao de n varidveis independentes x1, ..., z, (THOMAS| 2013b).
Definigao 1.1.4. Uma funcao f(x) é dita par (HSU| |1970) se satisfaz a condigdo de que
f(=z) = f(x),Vz no dominio de f. (1.2)

Defini¢do 1.1.5. Uma funcao f(x) é dita impar (HSU| [1970) se satisfaz a condigao de
que
f(—=z) = —f(z),Vz no dominio de f. (1.3)

Deve-se notar que uma funcao par é simétrica em relagao ao eixo vertical na origem,

enquanto que uma funcao impar é anti-simétrica em relacao ao eixo vertical na origem

(HSU, [1970).
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Destacam-se, a seguir, algumas propriedades das fungoes pares e impares (HSU,

1970) empregadas neste trabalho:

1. O produto de duas funcgoes pares é par.
2. O produto de duas fungoes impares é par.

3. O produto de uma funcao par por uma impar é uma func¢ao impar.

1.1.1 Funcao Exponencial

Definicao 1.1.6. Chama-se funcao exponencial de base a, a funcdo f de R em R que

associa a cada x real o nimero real a*, sendo @ um ntmero real positivo, a > 0,a # 1,

ou seja,

f:R—=R
y=a",a>0,a# 1.

O dominio da fun¢do exponencial corresponde ao conjunto dos niimeros reais. Ja

a imagem ¢é o intervalo (0, 00) (GONCALVES; FLEMMING; 2006]).

1.1.2 Funcdes Hiperbdlicas

As fungoes hiperbdlicas sao formadas a partir de combinagoes de duas fungoes ex-
ponenciais e* e e~ *. As fungbes hiperbodlicas simplificam diversas expressoes matematicas
e sdo importantes em aplicagoes praticas, tendo papel fundamental na determinacao de

solugoes de equacoes diferenciais.

Nesta secao, sera feita uma breve apresentagao das fungoes hiperbdlicas, como suas
derivadas sao calculadas e por que sdo consideradas primitivas importantes (THOMAS|
2013al).

De acordo com as Definicoes e de funcao par e impar, toda funcao f que
seja definida em um intervalo centrado na origem pode ser escrita de uma maneira tnica

como a soma de uma funcao par e de uma funcao impar. Nesse caso, tem-se

f@)+ f(=a) | f@) = f(-a) (1.4)

fla) = 2L 5

Ao substituir f(z) = e* na equagdo (1.4) tem-se

o = + . (1.5)
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As partes par e impar de e* sdo denominadas cosseno hiperbdlico e seno hiperbélico

de z, respectivamente.

Apresentam-se, desta maneira, as defini¢oes e identidades de acordo com a equagao

(1.5):

senh(z) = e+26 (1.6)
e
cosh(z) = %. (1.7)
A partir das equagoes (|1.6) e (1.7) sdo desenvolvidas outras identidades, como
segue
senh(z)
tgh = 1.8
eh(a) = S (1)
cosh(x)
tgh = 1.9
cotgh(z) = S (1.9)
h(x) ! (1.10)
sec = :
cosh(x)’
hz) = — (1.11)
cossech(x) = . .
senh(z)

Portanto, as equagoes (1.8)), (1.9), (1.10) e (1.11) sdo identidades das fungoes
hiperbdlicas (THOMAS, [2013a)).

As funcgoes hiperbdlicas serao usadas no momento de obter a solucdo homogénea

da Equacao de Lagrange.

1.1.3 Funcdes Trigonométricas

Nas fungoes trigonométricas tem-se exemplos de fungoes periddicas.

Definigao 1.1.7. Uma funcao periédica (HSU| [1970) pode se definir como uma fungao

para a qual, exista um ¢t € R tal que :

flz)=fx+T) (1.12)
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para todo valor de x. Através da repeticao da equacao [1.12, obtém-se

f@)=fx+nT), n=0,+1,42,.... (1.13)

onde T' é chamado de periodo de f.
Definicao 1.1.8. Define-se a fun¢ao seno como a funcao f de R — R que a cada x € R
faz corresponder o nimero real y = sen(x), isto é,
f:R—=R
y = sen(x).
O dominio da fungao seno é o conjunto R e conjunto imagem ¢ o intervalo [—1, 1].
A fungéo y = sen(x) é periddica e seu periodo é 2, ja que sen(x + 2m) = sen(z).
Definicao 1.1.9. Define-se a func¢ao cosseno como a fun¢do f de R — R que a cada
x € R faz corresponder o nimero real y = cos(z), isto é,
fR—=R

y = cos(x).

O dominio da func¢ado cosseno é representado pelo conjunto R e a imagem pelo

intervalo [—1, 1].

Para todo = € R, tem-se cos(z + 27) = cos(z). Portanto, a fungao cosseno é
periddica e seu periodo é 2r (GONCALVES; FLEMMING;, [2006).

Exemplo 1.1.1. Determinar o periodo da fungao f(x) = cos (%) + cos (%)

Se a funcao f(x) é peridédica com um periodo 7', entao de ([1.12)) tem-se

1 1 x z
= T - T) = = — . 1.14
cosg(x~|— )+COS4(:B+ ) cos<3)+cos (4> (1.14)

Posto que cos(8 4+ 2mm) = cos para qualquer m inteiro tem-se que

1 1
§T = 27tm, ET = 27, (1.15)

onde m e n sdo inteiros. Por conseguinte 7' = 6mm = 87n; quando m = 4 e n = 3,

obtém-se o valor minimo para o periodo T'.



Capitulo 1. Teoria Matemdtica 17

1.2 Conceitos de Geometria Analitica

Definicao 1.2.1. Um vetor é uma grandeza representada por um segmento de reta orien-
tado, que, em linguagem habitual, chamamos de seta. Essa seta possui médulo (também
chamado de comprimento ou magnitude), direcao e sentido (STEINBRUCH] 1987).

Essa grandeza, por exemplo, é utilizada para denotar deslocamento, velocidade,

aceleracao e forca. Na Figura [2, tem-se a representagido de um vetor.

Figura 2 — Representagao de um vetor

sentido -
— T

=

diregiio - “médulo

L,-——N,' \

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/conceito-vetor.htm

Definicao 1.2.2. Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de m X n elementos

(ndmeros, fungdes, etc.) dispostos em m linhas e n colunas.

a1; Q12 A3 ... Qaip
Q21 Q22 Q23 ... QA2pn
A= asy a3 asz ... aAzp | . (116)
_aml Am2 Am3 ... amn_

Cada elemento da matriz A é representado por dois indices: a;;. O primeiro indice

indica a linha e o segundo, a coluna a que o elemento pertence.

1.3 Conceitos de Calculo Diferencial e Integral

Definigao 1.3.1. Dada uma fungao f com dominio D(f), seja @ um ponto de acumulagao
de D(f) e L um ntmero. Diz-se que o niimero L é o limite de f(x) com z tendendo a
“a” se, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que se Vo € D(f) e 0 < |x — a| < J entdo
f(z) — L| < ¢ (RODRIGUEZ; MENEGHETTL; POFFAL, 2016).

Para indicar essa definigdo, escreve-se lim f(z) = L.
r—a
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Definigao 1.3.2. Uma funcdo f é continua em z = a (ponto de acumulagao do dominio
de f) se as seguintes condigbes forem satisfeitas:

a) lim f(x) existe, ou seja, lim f(z) = lim f(z).
T—a T—a~ xz—at

b) lim f(z) = f(a).

r—a

Caso contrario, f é descontinua em = = a.

Formalmente, diz-se que uma funcdo f é continua em um ponto a se, dado um
€ > 0, existir um 0 > 0 tal que se 0 < |z —a| < d, entao |f(x) — f(a)| < e. Logo, para a
funcdo ser continua, lim f(z) = f(a) (RODRIGUEZ; POFFAL; MENEGHETTI, 2016).

Defini¢ao 1.3.3. Uma funcdo f = f(z) é seccionalmente continua sobre um intervalo
real [a,b] fechado e limitado, se ela é continua no interior de um nimero finito de pontos
X1, T, ..., Ty, €xistem os limites laterais a esquerda e a direita de f e a diferenca entre
esses dois limites laterais em cada ponto z; (salto de f em z;) deve ser sempre finita
(RODRIGUEZ; POFFAL; MENEGHETTI, 2016). Ou seja:

a) O intervalo pode ser subdividido em um nimero finito de subintervalos e em cada

um deles a funcao é continua.

b) Os limites laterais de f quando x tende para os extremos desses subintervalos sao
finitos.
Logo, lim+ flx)=fi=Le lim f(x)=fo=M,com L,M € R.
T =T

Definigao 1.3.4. A derivada de uma fungao f(z) em relagao a variavel x é a funcao f’,

cujo valor em x é

o) — i LD = 1)

lim . : (1.17)

desde que o limite exista.

Usa-se a notagao f(z) na definigdo para enfatizar a variavel independente x em
relagao a qual a funcao derivada f'(x) que estd sendo definida. O dominio de f’ é conjunto
de pontos no dominio de f para o qual o limite existe, o que significa que o dominio pode
ser o mesmo ou menor que o dominio de f. Se f’ existe em um determinado z, se diz que
f é derivavel em z. Se f’ existe em cada ponto do dominio de f, chama-se f de derivavel
(THOMAS, [2013a).

Hé vérios modos de representar a derivada de uma fungdo y = f(z) conforme

(THOMAS| 2013a)). Algumas das notagoes alternativas mais comuns para a derivada sao

_dy _df d

f@) =y = 2= L= Z(f@)] = D)) = Duf (@), (1.18)



Capitulo 1. Teoria Matemdtica 19

Assim sendo, a derivada Z‘y pode ser interpretada como o quociente entre dois
acréscimos. Olha-se para dx comg um acréscimo de x e, em seguida, procura-se uma
interpretagao para o acréscimo dy. Sabe-se que a derivada da fungao y, no ponto (x, f(z))
é o coeficiente angular da reta tangente & curva y = f(x) e, a partir disso, entende-se

dy como o acréscimo na ordenada da reta tangente conforme a Figura 3. Tem-se que

dy
%—f@)

Figura 3 — Interpretacdo Geométrica da Derivada

A

T+l

Ly

dy
()

|
|
|
|
|
|
|
|
|
X

LR TS

Fonte: Universidade Federal do Semiarido (UFERSA)

Observa-se, ainda, que Ay é o acimulo na fungao f(x), quando z passa para
x + dx. O acréscimo dy pode ser entendido como um valor aproximado para Ay. O erro,
e = |Ay — dy| que se comete com esta aproximagao, serd menor quanto menor for o valor

de dzx.

O conceito de derivada de fungoes de uma variavel pode ser estendido para funcoes

de duas varidveis. Veja a Definicdo [1.3.5

Definicdo 1.3.5. Seja f : A C R? — R uma funcao que envolve duas varidveis, e
(x0,y0) € A. Fixando y = yo, pode-se considerar a funcdo f(z,y9). A derivada de f

no ponto z = zy denomina-se derivada parcial de f em relagdo a = no ponto (zg, o), é
0
denotada por af(xo, Yo) e definida por
x
of f(@,90) — f (20, Y0)

%(ﬁhyo) = xh_{glo Z— 7o ) (1.19)

se o limite existir. Analogamente, define-se a derivada parcial de f em relacdo a y no
ponto (zg,yo) por

g(xo’yo) — lim f($07y) _ f(w07y0)’ (120>

dy Y=o Y=Y
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se o limite existir (GONCALVES; FLEMMING), [1999).

Definicao 1.3.6. Uma funcdo F' é uma antiderivada de uma funcao f em um dado
intervalo aberto se F'(z) = f(x) em cada x do intervalo (ANTON] 2014]).

O processo de encontrar antiderivadas ¢ denominado antiderivagao, ou integracao.

Assim, se

d

—[F'(z)] = f(z 1.21

ZIF(@)) = f(2) (121)
entdo, antiderivando ou integrando a fungao f(z), obtém-se uma antiderivada da forma
F(x) + ¢. Para enfatizar esse processo, reescreve-se a equagao (|1.21) usando notagao

integral

/f(x)dx = F(z) +c. (1.22)

O adjetivo indefinida enfatiza que o resultado da antideriva¢ao é uma fungao “ge-

nérica”, descrita s6 a menos de um termo constante. Logo, define-se:

Definicao 1.3.7. Chama-se de Integral Indefinida de f e indica-se pelo simbolo / f(x)dx

a uma primitiva qualquer de f adicionada a uma constante arbitraria ¢, conforme a

equacao ([1.22)).

Defini¢ao 1.3.8. Seja {z1,xs,...,2,} uma partigdo de [a,b] tal que Az = x5 — %
com k=1,...,n—1. Uma fungdo f ¢ integravel em um intervalo fechado finito [a, b] se
o limite

maalcligaﬂ kz::l f(zy)Axy (1.23)

existir e nao depender da escolha das parti¢oes ou da escolha dos pontos z; nos subinter-

valos. Nesse caso, denota-se o limite pelo simbolo

b n
[ fw)dz = Jim > Jlai)Aa (1.24)
que é denominado integral definida de f de a até b (ANTON] [2014]).

Os numeros a e b sao denominados limite de integragao inferior e limite de inte-

gragao superior, respectivamente, e f(x) é denominado integrando.

A notagado usada para integral definida merece algum comentario. Historicamente,
a expressao f(x)dzr era interpretada como uma &rea infinitesimal de um retdngulo de

altura f(x) e base infinitesimal dz. Entao, drea total sob a curva era obtida somando
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essas areas infinitesimais. Os simbolo [ é um S espichado que era usado para indicar
soma. Logo, o simbolo [ de integral e o simbolo dr podem servir para lembrar que a
integral definida é o limite de um somatoério quando Az, — 0. Essa soma é chamada
de Integral de Riemann para homenagear o matematico alemao Bernhard Riemann, que

formulou muitos conceitos basicos do Calculo Integral (ANTON| 2014)).

Teorema 1.3.1. Se f for integravel em [a, b] e se F' for uma antiderivada de f em [a, b],

entao

/f(x)dx — F(b) — Fla).

No caso, a integral definida pode ser calculada encontrando-se uma antiderivada
do integrando e, entao, subtraindo-se o valor dessa antiderivada no extremo inferior de

integragao de seu valor no extremo superior de integragdo (ANTON;, [2014).

A nocao de integral definida pode ser estendida para fungoes de duas ou mais
varidveis. Nesse caso, calcula-se o volume sob uma superficie (ANTON]| [2014)). Basta

estender a equagao (|1.24]) para duas ou mais varidveis, ou seja,

lim > f(2h, yo) Ady. (1.25)
k=1

Logo,

//f z,y)dA = llm Zf xy, yp) AAy. (1.26)

que ¢ denominada integral dupla de f(z,y) em R = [a,b] X [c,d] (ANTON| [2014)).

1.4 Funcoes de Classe C

Para definir as fungoes de Classe C' necessita-se definir antes o que é uma aplicacao

diferencidvel.

Definigao 1.4.1. Seja U — R™ um conjunto aberto. Diz-se que uma aplicacao f : U —
R™ é diferenciavel em um ponto x € U quando existe, na vizinhanc¢a de z, uma boa

aproximacao linear para f (LIMA] 2004)).

E claro que se f é diferenciavel no ponto z, entdo f é continua neste ponto.

Portanto, pode-se definir as func¢oes de classes C, que aparecerao neste trabalho,

conforme segue:
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Definicao 1.4.2. Seja f : U — R uma fun¢do que possui as n derivadas parciais em

todos os pontos do aberto U C R". Ficam entao definidas n func¢des

of of

81’1"”’81‘1

of . of

:U — R, onde o1, CX oz, (). (1.27)

Se estas funcoes forem continuas em U, diz-se que f é uma funcio de classe C* e
escreve-se f € C'' (LIMA/ [2009).

Definicao 1.4.3. Quando f é duas vezes diferencidvel em todos os pontos do aberto U,
se diz que f é duas vezes diferenciavel em U. Se além disso, f” for continua, se diz que f
¢ duas vezes continuamente diferencidvel em U e escreve-se f € C?. Logo, pode-se dizer
que f é de classe C? (LIMA, [2004).

1.5 Equacoes Diferenciais

A Equagao de Lagrange, objeto de estudo deste trabalho, é uma Equacao Dife-
rencial Parcial, logo, é necessario definir algumas propriedades para a obtencao de sua

solugdo. A seguir apresentam-se tais defini¢bes e propriedades.

Definigao 1.5.1. Uma equagao que contém as derivadas (ou diferenciais) de uma ou mais

variaveis dependentes em relagdo a uma ou mais variaveis independentes é chamada de
Equagao Diferencial (ED) (ZILL, 2011)).

Definicao 1.5.2. Se uma equacao contiver somente derivadas ordinarias de uma ou mais
variaveis dependentes em relagao a uma unica variavel independente, ela sera chamada
de Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) (ZILL, 2011)).

Defini¢ao 1.5.3. Uma Equacao a Derivadas Parciais ou Equagao Diferencial Parcial
(EDP) é uma equacao envolvendo duas ou mais varidveis independentes x1, xo, 3, T4,
.. e derivadas parciais de uma fungdo (variavel dependente) u = u(xy, z9, x5, x4, ...). De
maneira mais precisa, uma EDP em n variaveis independentes z, ..., z, é uma equagao

da forma:

ou ou 0O*u 0*u ok

Oz’ Oy 022" 9110z’ Ok

F(:cl,...,xn,u, > =g(x1,29,...,2,), (1.28)
onde z = (z1,...,2,) € Q, Q é um subconjunto aberto de R", F' é uma funcao dada,
u = u(z) é a fungdo que quer se determinar e g(x1,...,z,) é o termo da equacgao que s
depende das varidveis independentes (LORIO), [1989).

A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de maior ordem que ocorre na
equacdo (LORIO, [1989).
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A EDP representada pela equacao ([1.28)) é dita linear se F' é linear em u e em
todas as derivadas parciais de u que ocorrem na equagao; caso contrario, ela sera dita nao

linear.

Defini¢ao 1.5.4. Dada uma EDP Linear L[u] = g(z), a EDP sera dita homogénea para
g(x) = 0. Neste caso, tem-se
Llu] = 0.

Para g(x) # 0, a EDP sera dita ndo-homogénea.

Definicao 1.5.5. Dada uma EDP Linear nao-homogénea L{u] = g(z), g(x) # 0, a EDP

homogénea L[u] = 0 serd chamada de equa¢ao homogénea associada.

Aplicando-se a linearidade do Operador L, pode-se perceber que qualquer com-
binagao linear de solugoes da equagao Lu| = 0 também ¢é solucao desta equagao, isto
é, dados uy = uy (w1, 22, ..., T,) € Uy = ug(wy, T2, ..., T,) solugoes da equagao homogénea

Llu] = 0 tem-se, que

Lluy 4+ aus] = L{ui] + aLus) = 04+ a0 = 0. (1.29)
Dessa forma, sendo wg, us, ..., u, solugdes de L[u] = 0 e ay, s, ..., «, escalares,
tem-se
u=> aju; (1.30)
i=1

também é uma solugao de Lu] = 0. Esta consequéncia de (|1.29)) é chamada de Principio
da Superposicao. Baseado neste principio, destaca-se o método de resolucao de EDP’s
chamado de Método de Separacao de Variaveis, uma técnica cléssica e bastante eficaz na

solugdo de varias EDP’s. O leitor podera obter maiores informagoes sobre o método em
(LORIO, |1989).

Neste trabalho nao serd utilizado o Método de Separacao de Varidveis para resolver
a Equacao de Lagrange, pois nao é adequado para o problema proposto (LORIO, 1989),
(JOHN] 1982)). Particularmente, serdo empregados métodos envolvendo a aplicacao de
Séries de Fourier em uma e duas varidaveis. Esses métodos sao utilizados conforme as

condicoes de contorno estabelecidas, que serao abordadas ao longo do trabalho.

1.6 Equacoes Lineares Nao-Homogéneas com Coeficientes Cons-

tantes

Essa secao tem como base (ABUNAHMAN] [1989).
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A Equagao de Lagrange ¢ uma EDP Linear nao-homogénea com coeficientes cons-
tantes (ARAUJO, 2003). Desta forma, o método para determinar sua solugao pode ser
comparado ao método para resolver uma Equagao Diferencial Ordinaria. Seja a equacao
diferencial ordinaria linear nao-homogénea

Pyle) |, ) |, )

dz™ dpn—1 27 Jyn—2 + -+ Agy(z) = B(x), (1.31)

Ao

Ay # 0.
A solugao geral da equagao (1.31]) é dada por

y(x) = yn(x) + yp(2), (1.32)

onde y(z) é a fungao complementar de y,(x), ou ainda, a solugao da equacao homogénea

associada e y,(z) é solugdo particular (supostamente conhecida). A fim de simplificar a

notacao empregada escreve-se, a partir daqui, y para denotar y(x).

Derivando-se a equagao ((1.32) até a ordem da equagao (1.31]) tem-se:

dy _dye _dy,
dz dx dz

2 2 2
Ty _ dyn Dy (1.33)

dx?  dx? dx?

dvy _ d'yn A"y
dzn  dzn dzn

Substituindo-se a equacao (|1.33) em (|1.31), tem-se

dny dnily dany
Aod np—i-z‘hdx 1p+A2d n_2p_|_..._|_Anyp +
s L _
+ AO dzn +A1 drn—1 +A2W+"'+Anyh —B(J}) (134>

Como y, ¢ solugao particular da equagao dada, o primeiro termo da igualdade
(1.34) satisfaz a equagao ([1.31]). Assim,

dn—lyp dn—Qyp

d™y
A P+ A A -+ Ay, =B 1.
0 o + Ay | + Ao dn—2 + o+ Anlp (x) (1.35)
e, consequentemente de ((1.34)),
d"yn |, d"yn A"
A A A 4 Apyp = 0. 1.
0" fom + Ay dpn 1 + CRp— +-+Apyn =0 (1.36)
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A equagdo ((1.36) é uma equacao linear homogénea, dita equagao linear homogé-
nea associada, cuja solugao corresponde a uma funcao complementar da equacdo nao-

homogénea (|1.31)).

A deducgao detalhada do método de solucao das equagoes lineares homogéneas com
coeficientes constantes pode ser encontrada em (ABUNAHMAN] [1989)).

Para calcular a solucgao y;, supoe-se que C'e™, com Ce™ # 0, é solucao da equagao
(1.36)). Logo, tem-se
Agr™Ce™ 4 Ay 1Ce™ -+ A, Ce™ = 0. (1.37)

Evidenciando o termo Ce™ tem-se

Ce™[Agr™ + Apr™ 1+ .-+ A,] = 0. (1.38)

Como Ce™ # 0, pode-se escrever

Agr™ + Apr™ 4+ A, =0, (1.39)

que é chamada de equacao caracteristica (ou auxiliar) da equagao dada.

Em relacdo a equacao caracteristica tem-se trés casos a considerar:

e A equacdo caracteristica admite somente raizes reais e distintas.

Nesse caso, a solucao geral é dada por:

y(z) = Cre™® + Cpe™® + Cye™ + - - + Ce™. (1.40)

e A equacgao caracteristica admite raizes complexas distintas da forma a + bi e a — bi,

com a,b > 0 e niimeros reais.

Nessa situagao, para o caso particular de duas raizes, a solucao geral ¢ dada por:

y(x) = e*[C} cos(bx) + Caysen(bx)). (1.41)
Para equagoes de ordem superior, o leitor podera consultar (ZILLj 2011]).

e A equacao caracteristica admite raizes multiplas.

Nesse caso, a solucao geral é dada por:

y(r) = C1e™" + Cyze™™ + Cax?e™™ + -+ + CpaP e + Cprg €™ + -+« 4 Cre’™.
(1.42)
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Cabe ressaltar que deve-se verificar, em cada um dos casos, se as solugoes sao

linearmente independentes no intervalo (—oo, 400) (ZILL, [2011)).

Para calcular y, considera-se o Método dos Coeficientes a Determinar ou Variagao
de Parametros. Esses métodos podem ser encontrados em (ABUNAHMAN| |1989). Cabe
enfatizar que o Método para EDQO’s desenvolvido nessa secao pode ser expandido para
EDP’s. A diferenca estd apenas no nimero de varidveis envolvidas. Esse método sera
utilizado na solucao de Lévy, onde a solugao particular serd expandida para uma Série de

Fourier Simples.

1.7 Problemas de Valor Inicial e de Contorno EDP’s

Quando se descreve matematicamente um fenémeno fisico, precisa-se enunciar con-
digoes suficientes para a determinagao univoca do processo. Tanto as EDO’s quanto as
EDP’s possuem uma infinidade de solugoes. Por isso, no caso em que um problema fisico
se reduz a uma equagcao diferencial, para a caracterizagao univoca do processo é necessario

agregar a equacao certas condigoes complementares (LORIO, 1989).

Um Problema de Valor Inicial (PVI) consiste em uma equagao diferencial sujeita a
determinadas condi¢oes pré-estabelecidas, ou seja, condi¢oes subsidiarias relativas a fun-
¢ao incognita e suas derivadas tudo dado para um mesmo valor da variavel independente.
J& um Problema de Valor de Contorno (PVC) é uma equacao diferencial que também esté
sujeita a determinadas condigoes pré-estabelecidas, as chamadas condigoes de fronteira,

ou seja, quando impoem-se condi¢oes sobre o valor da solucao e de suas derivadas no
bordo da regiao (JOHN| 1982).

No exemplo tem-se a situagao que envolvem problema de valor inicial e

problema de valor de contorno para a Equacao do Calor.

Exemplo 1.7.1. Equacao do calor

ou 0%u
a(ﬂf,t)zﬁw(x,t), O<I’<L, t>0,

w(0,8) = u(L,t) =0, t>0, (1.43)
u(z,0) = f(z), 0 <z < L.

1.8 Relacoes de Ortogonalidade

Para mostrar as relagoes de ortogonalidade, Defini¢ao [1.8.1] serao, primeiramente,
investigadas algumas propriedades importantes das fungoes que definem séries trigonomé-

tricas. Da trigonometria elementar, empregam-se as formulas para o seno e o cosseno da
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soma e da diferenga de arcos. Essas propriedades encontram-se em (JR} 1954) e seguem

CcOomo

sen(0 + ¢) = sen(6) cos(¢) + cos(f)sen(¢), (1.44)
cos( + ¢) = cos(B) cos(¢) — sen(6)sen(), (1.45)
sen(f — ¢) = sen(f) cos(¢) — cos(8)sen(g), (1.46)
cos(6 — ¢) = cos(8) cos(¢) + sen(6)sen (). (1.47)

A partir das férmulas (1.44]) a (1.47)), obtém-se trés identidades que serao utilizadas

no calculo de algumas integrais ao longo do trabalho.

Pela soma das equagoes ((1.45)) e (1.47)) obtém-se:

2 cos () cos(¢) = cos(0 + ¢) + cos(0 — o). (1.48)

Pela diferenca das equagdes (1.47)) e (1.45) obtém-se:

2sen(f)sen(¢) = cos(0 — ¢) — cos(f + ¢). (1.49)

Pela diferencas das equagoes ((1.44)) e (1.46]) obtém-se:
2 cos(f)sen(¢) = sen(d + ¢) — sen(d + ¢). (1.50)

Definicao 1.8.1. Um conjunto de fun¢ées ®x(x) é ortogonal (HSU,|1970) em um intervalo
la,b] € x se para duas fungoes quaisquer ®,,(z) e ®,(x) pertencentes ao conjunto @y (x),

cumpre-se

0, se m#n,

/ B, (2)B, (2)dz = { (1.51)

Tn, S€ MM =n.

Considera-se, por exemplo, um conjunto de funcoes sinusoidais; pode-se demons-

trar que

2
oS < Tr}WJ;) dr =0 para m#0, (1.52)
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T
)
2
sen ( n;m) dx =0 para todo valor de m, (1.53)
1
T
2 2 0, se m#n,
/cos( mwx) c ( mrx) dr = ? (1.54)
T T T L. se m=n.
2
%
2 2 0, se m#n,
sen ( m7r;v> sen < nmz) dzx = 7 (1.55)
r T T L, se m=n.
2
%
2 2
/T cos ( 'n;ﬂx) sen < njzm:) dx = 0,Vm,n. (1.56)

As equagoes (1.54)), (1.55)), (1.56) sd@o chamadas relagoes de ortogonalidade.

Estas relagoes demonstram que as fungoes sinusoidais formam um conjunto de

funcoes ortogonais em um intervalo 3 <z < 3 (HSU, [1970).

Observacgao 1.8.1. Sera feita a demonstragao apenas da equagao ((1.54). Para as demais

relagoes de ortogonalidade, as demonstragoes sao obtidas de forma de andloga.
Demonstracio. A demonstracao serd dividida em dois casos.

e Caso m # n: utilizando-se da identidade ([1.48) pode-se escrever,

/T (Qmmz) <2n7m:> d
CoS CoS T =
) T T

17 2mmrx  2nmx 2mrx  2nmx
:20/_COS< T T )+COS( T T ﬂdm
1 T 2(m +n)mx 2(m —n)rx
= 20/ _cos (T) + cos (T)] dx
1 T 2(m+n)rz\]" 1 T 2(m —n)rz\]"
T2 [Q(m—l—n)ﬁsen( T )L +§ lQ(m—n)Wsen < T ﬂo

T T

= Tr(m ) [sen(2(m + n)m) — sen(0)] + prp— [sen(2(m — n)m) — sen(0)]

=0, pois 2(m+n)m e 2(m+n)mw sdo multiplos de m,n € Z* e Z*é fechado para adicao.

Portanto,
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/T <2m7mc> (2n7m‘)d _0 y
J cos T cos T r=0,m # n.

e Caso m =n € Z*. Nesse caso tem-se:

/T (2mmj) (2n7m:>d _/T <2n7m;)2d
J cos { —— ) cos | = r = J cos { — x.

Utilizando-se a identidade trigonométrica

dnmx
2 14 cos ()

2nmw T
() =

para resolucao da integral, tem-se

/T (Qmﬂx) <2n7m‘> dr —
J coS B cos T T =

1 [ n T <4n7ms> r
= — |+ ——sen
2 dnm T 0
1 [T 4 (4n7) — 0 (0)]
=3 —sen(dnz ——sen
1 T
=3 [T] = 5 uma vez que sen(0) = sen(4nm) = 0.
Portanto,

1.9 Sequéncias e Séries

Os conceitos acerca de sequéncias numéricas sao fundamentais para o estudo de
séries infinitas e muitas aplicagoes da matematica (THOMAS| 2013b). Nesta secao serao
definidas algumas propriedades empregadas nas Séries de Fourier, utilizadas nos Métodos

de Navier e Lévy.

Definicao 1.9.1. Uma sequéncia numérica é uma lista de nimeros aq, as, ..., a,,... em
uma ordem determinada. Cada aq,as, a3, e assim por diante, representa um ntmero

(THOMAS], [2013h).
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Definicao 1.9.2. A sequéncia a, converge para um nimero L se para todo nimero
positivo € corresponder um nimero inteiro N, de forma que para todo n
n>N=la,— L| <e.

Se nenhum ntmero L existir, diz-se que {a,} diverge. Se {a,} converge para L,

escreve-se a, — L, e chama-se L o limite da sequéncia (THOMAS, [2013b)).

Defini¢dao 1.9.3. Dada a sequéncia de niimeros {a, }, uma expressiao da forma

a1+a2+a3—i—---—i—an+...

é uma série infinita. O nimero a,, é o n-ésimo termo da série. A sequéncia {s,} definida

por

S1 = Qq

S9g = aj + ag

n
sn:a1+a2+---+an:Zak
k=1

¢é a sequéncia de somas parciais da série, com o nimero s,, sendo a n-ésima soma parcial.
n
Se a sequéncia de somas parciais convergir para um limite L, diz-se que a série Z ay

k=1
converge e que a soma ¢ um nimero L. Nesse caso, também escreve-se

at+az+---=Y ap=L.
k=1

Se a sequéncia de somas parciais da série nao converge, diz-se que a série diverge

(THOMAS], [2013h).

1.10 Séries de Fourier

Definigao 1.10.1. Seja uma fungao f, seccionalmente continua em um intervalo (—L, L),
periddica de periodo 2L e centrada na origem. Entao a funcdo f pode ser representada

por:

> 2 2
f(z) ~ % —|—m§::1 Ay, COS ( njzm) + bmsen( 7”;7;:16) . (1.57)
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Diz-se que a série em ([1.10.1)) é a Série de Fourier para f, onde os coeficientes ay,

a, e b, sao chamados de Coeficientes de Fourier e sao definidos como:

do = i /L F(@)da, (1.58)
Uy = i /Lf(x) cos (m;rx) dx, (1.59)
by, = 2_/2 f(z)sen (m;rx) dx, (1.60)

param =1,2,3, ...

Os coeficientes ag, a,, € b,, sao também conhecidos como férmulas de Euler-Fourier
para os coeficientes de uma Série de Fourier. A demonstragao para a obtencao dos coefi-
cientes de Fourier pode ser encontrada em (BIEZUNER; 2007)).

Teorema 1.10.1. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungdo periédica de periodo
2L, tal que f e f’ sdo continuas por partes no intervalo [—L, L]. Entao a Série de Fourier

para a funcgao f,

Qo i
22

( (mwx) iy (mmc))
A, COS 7L m Sen I

converge para f(x) nos pontos do intervalo (—L,L), se f é continua em z, e para
f@™)+ fla7)
2

, se f é descontinua em zx.

Em geral, se uma funcido f e a sua derivada f’ forem continuas por partes, diz-se
simplesmente que f ¢é diferenciavel por partes. Observe que se f é continua em x, entao a
média dos limites laterais de f em z é exatamente igual a f: o teorema poderia ter sido

anunciado em uma forma mais compacta simplesmente afirmando que f satisfaz as con-

+ —
dig¢oes do enunciado, entao a Série de Fourier converge para @) ;— G (BIEZUNER),
2007)).

A demonstragao do Teoremall.10.1{ndo sera feita e pode ser encontrada em (KREI-
DER; |1966)

A observagao [1.10.1] serd usada na Defini¢ao [1.10.2]

Observacao 1.10.1. A importancia de fungoes pares e impares para este trabalho provém

das igualdades
L a

/f(x)dx = 2/f(x)da; (1.61)

—L
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quando f é par e integravel, e

/ flw)dz =0 (1.62)

-L
quando f é impar e integravel (KREIDER) 1966)).

Defini¢ao 1.10.2. Se f é uma fungao par em [—L, L], entdo para todos os valores de m,

f(z) cos(mx) é par e f(x)sen(mzx) é impar. Logo, mediante as equagoes ([1.61]) e (1.62))

tem-se
L L

/f(:c) cos(mx)dx = Z/f(:c) cos(mx)dx (1.63)
/ f(z)sen(mz)dx = 0. (1.64)

Portanto, tem-se que o desenvolvimento em série de Fourier de uma funcao par

no intervalo [—L, L] envolve somente termos em cossenos e pode ser calculado a partir da

equagao ((1.57)) que

f(z) = % + i Ay cOS(MIT), (1.65)
onde
5 k
Uy = Lo/f(x) cos(mx)dx (1.66)

(KREIDER), [1966).

De forma andloga, mostra-se que a série de Fourier de uma fun¢do impar no inter-

valo [—L, L] envolve somente termos em seno, e calcula-se como

f(z) = i bysen(max), (1.67)
onde
5 k
by, = Lo/f(m)sen(mx)dx (1.68)

(KREIDER|, [1966).
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1.11 Séries Duplas de Fourier

Seja f : [0,a] x [0,b] — R uma fungdo de duas varidveis. A fim de representar
f através de uma série infinita de senos e cossenos, da mesma forma que para fungoes
de uma variavel, com o objetivo de resolver equagoes diferenciais parciais bidimensionais
(BIEZUNER, 2007)), primeiro fixa-se y, de modo a produzir uma funcao f,(z) = f(z,y)
de uma varidvel. Supde-se que, para cada y fixado, a funcéo f, : [0,a] — R satisfaz as
hipéteses do Teorema de Fourier Estendendo-se f, a uma fun¢ao periédica de

periodo 2a, pode-se escrever

flz,y) = fy(x) = Z {an cos (n;r ) + b, (y)sen (Tﬂ , (1.69)
onde, para cada y € [0, b], os coeficientes de Fourier sao dados por
/f x,Y) Cos <n7ra:) dz, (1.70)
a
paran >0 e
/f x,y)sen (mm‘) dz, (1.71)

para n > 1 (BIEZUNER] 2007).

Em seguida, supoe-se que cada um dos coeficientes a,,b, : [0,0] — R, que na
verdade sao fungoes de y, satisfagam as hipoteses do Teorema de Fourier [1.10.1] de modo

que se estender cada um deles a uma funcao periddica de periodo 2b, pode-se escrever

an(y) = 50 3 | @um cos (mm) + bpmsen (mmﬂ ;n =0, (1.72)
2 m=1 b b
bn(y) = @ Z |:Cnm COS <m) + dnmsen (mﬂ-l‘):| ,n Z 1, (173)
2 m=1 b b
em que
1 ; mm
um(y) = 3 /%(y) cos (by) dy,m > 0, (1.74)

bum(y) = f/an(y)sen <m;ry) dy,m > 1, (1.75)
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Com(Y) = 2/bn(y) cos (m;ry) dy,m >0, (1.76)
dom(y) = 2 /b ba (y)sen (mgy) dy,m > 1 (1.77)

1 o0
flz,y) = €00 + = Z (ano COS <> + cposen <W>) +
2 a a
1 i (mwx) b n(mwx>>+
i Qom, COS 2 0mSe 2

<n7r:v> (mwy) (mm) (mmz)
Gy €OS | —— | cos | ——= ) by cOs [ —— | sen +
1 l b a b

n,m= a
CrmSen (mr.r) cos <W> + d,,nsen <W> cos (W> , (1.78)
a b a b
onde
1 7 ; nmwr mmy
_ 1 nm mmy 1.
pm ab/a/b f(x,y) cos ( " ) cos ( 2 ) dydz, (1.79)
para n, m > 0,
1 7 ; nmwx mmy
bpm = ab/a/b f(x,y) cos (@) sen (b> dydzx, (1.80)
paran >0, m > 1,
1 7 ; nne m
Cam = — / / f(z,y)sen <Z> Ccos (;ry) dydz, (1.81)
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paran>1,m>0e

a b
1 nmT mny
dnm = ab_/_/b f(x,y)sen <a> sen (b) dydz, (1.82)

para n, m > 1 (BIEZUNER; [2007).

As condigoes que f precisa satisfazer para que a série definida na equacgao (|1.78|)
seja convergente e convirja para f sao feitas através do Teorema[1.11.1] cuja demonstracao
pode ser obtida em (BIEZUNER! [2007)).

Teorema 1.11.1. Seja f : R?> — R uma funcio de classe C*, periédica de periodo 2a na
variavel z e peridédica de periodo 2b na variavel y e tal que existe a derivada parcial mista
fzy em cada ponto. Entdo a série de Fourier de f definida na equacao (|1.78]) converge

uniformemente para f.

No préximo capitulo sdo apresentados os conceitos de Engenharia Civil indispen-
saveis para entender os fenomenos fisicos modelados matematicamente pela Equacao Di-

ferencial de Lagrange.
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2 Conceitos de Engenharia Civil

Nesse capitulo descrevem-se os principais conceitos empregados na Engenharia
Civil necessarios para estudar, particularmente, a Teoria de Flexao de Placas foco desse
trabalho.

2.1 Nocoes de Resisténcia dos Materiais

Os carregamentos sao representacoes da atuacao de cargas aplicadas em uma es-
trutura, sendo gerados a partir da acao destas sobre a mesma, podendo ser exatas ou
aproximadas. Quanto ao tipo, as cargas sao classificadas em forcas e em momentos,
e quanto a forma de aplicacao ao longo da extensao da estrutura, sao classificadas em
concentradas e distribuidas (SOUSA, [2013]).

Observacgao: Todas as defini¢oes a seguir foram retiradas de (SOUSA| [2013).

Definigao 2.1.1. Forga é a grandeza vetorial que apresenta médulo (intensidade), dire-

cao, sentido e ponto de aplicagao, provocando um deslocamento linear (translacao).

Definigao 2.1.2. Momento é uma grandeza vetorial que apresenta médulo (intensidade),

direcao, sentido e ponto de aplicacao, provocando um deslocamento angular (rotagio).

Definicao 2.1.3. Uma carga é dita concentrada quando é aplicada a uma forca ou um
momento em uma regiao muito pequena (quando comparada as dimensoes totais) de uma
estrutura (Figura [4)).

Definicao 2.1.4. Uma carga é dita distribuida quando é aplicada uma forca ou um
momento em uma regiao de dimensoes considerdveis (quando comparada as dimensoes
totais) de uma estrutura (Figura [4).
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Figura 4 — Carga Concentrada/Carga Distribuida
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Fonte: https://engenheiraco.blogspot.com

Definigao 2.1.5. Apoio simples é aquele que impede a translacio em uma das dire¢oes
da estrutura e que permite a translacao na dire¢cao perpendicular a impedida e a rotacgao

em torno do eixo perpendicular ao plano da estrutura considerada (Figura [5(a)).

Definicao 2.1.6. Rétula ou articulacao é aquela que impede a translacao segundo as
duas diregoes, e permite o deslocamento por rotacao em torno do eixo perpendicular ao
plano da estrutura (Figura [f|(b)).

Definicao 2.1.7. Engaste é o tipo de apoio que impede tanto deslocamentos por rotagao

nos eixos da viga, quanto por translacao no eixo perpendicular no plano da viga (Figura

Blc))-
Figura 5 — Convencao de apoios
A N |
(a) Apoio simples (b) Rétula ou Articulaciio (c) Engaste

Fonte: Universidade Federal do Semidrido (UFERSA)

Definicao 2.1.8. Uma estrutura é uma composi¢ao de uma ou mais pecas, ligadas entre si

e ao meio exterior formando um sistema em equilibrio, podendo ser estatico ou dindmico.

Uma estrutura é capaz de receber solicitacoes externas, denominadas ativas, absorvé-
las internamente e transmiti-las até seus apoios ou vinculos, onde elas encontram um

sistema de forcas externas equilibrantes, designadas forcas reativas.
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Na Engenharia Civil, sao exemplos que compdem uma estrutura: vigas, lajes,
paredes, pilares, sapatas e blocos. Este trabalho tem como foco o estudo das lajes, também

chamadas de placas.

Definigao 2.1.9. As lajes, ou placas, sdo os elementos estruturais que tém a funcao bésica

de receber as cargas de utilizagdo das edificacoes, aplicadas nos pisos, e transmiti-las as

vigas (ARAUJO! 2003).

As lajes sao elementos bidimensionais planos, cuja espessura h é bem inferior
as outras duas dimensoes (I;,l,), e que sao solicitadas, predominantemente, por cargas
perpendiculares ao seu plano médio. Podem ser classificadas conforme suas dimensoes ou

propriedades fisicas/geométricas (como a rigidez por exemplo) (ARAUJO, 2003).

Definicao 2.1.10. A Primeira Lei de Newton diz que os corpos tendem em permanecer

em seu estado natural de repouso ou em movimento retilineo e uniforme.

Defini¢ao 2.1.11. A Terceira Lei de Newton diz que para toda acdo (forga) sobre um
objeto, em resposta a interagdo com outro objeto, existird uma reagao (for¢a) de mesmo

valor e dire¢ao, mas com sentido oposto.

A Primeira Lei de Newton, Lei da Inércia, permite determinar que se a forca
resultante atuante em um corpo é nula, é possivel achar um conjunto de sistemas de
referéncia, designado sistema inercial, em que este corpo nado abrange aceleracao. E a
Terceira Lei de Newton, Acao e Reacdo, quando um corpo exerce uma forga sobre o
outro, esta acao reproduzira em razao da interagdo mitua entre as particulas, uma reacao
que o segundo corpo exercera sobre o primeiro, sendo que estas duas forcas sempre serao

iguais em intensidade e opostas em sentido.

As condigoes de equilibrio das estruturas certificam a estas o equilibrio estatico

em qualquer secao isolada da estrutura ou da estrutura como um todo e sao baseadas na

Primeira Lei e Terceira Lei de Newton conforme as definigoes (2.1.10) e (2.1.11)).

Para que estruturas civis estejam em comportamento de repouso permanente, o
somatoério de forgas deve ser nulo, de tal forma que o equilibrio nao seja comprometido

pelo sistema estrutural.

A Lei da Inércia é aplicada a um problema para definir o equilibrio em qualquer
particula presente, ou em todo o sistema de equilibrio. J& a Terceira Lei é responsavel

por garantir este equilibrio sob as condigoes de acao e reacao.

Estes conceitos sao utilizaveis a todas as estruturas que receberem cargas e estejam

em equilibrio, valendo para todas as forgas verticais, horizontais e inclinadas.

Portanto, para que uma estrutura esteja sempre em imobilidade, a soma das cargas

verticais, horizontais e momentos fletores, devem ser nulas uma a uma, ou seja,
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YXFx =0,
YFy =0,
YMz = 0.

Quando um sistema esta em equilibrio, as condig¢oes para os esforgos internos ao
longo da extensdo da estrutura também estao assegurados, ou seja, forcas e momentos

fletores sdo nulos.

Os esforgos internos correspondem a transmissao do carregamento entre as partes
do corpo ap0s sua aplicagao, sendo aqueles que surgem em todas se¢oes continuas de um
corpo submetido a agdes de esfor¢os externos, a gerar uma interagao entre as partes do

corpo, mantendo cada segmento deste em equilibrio (ARAUJ O}, 2003)).

A distribuicao destas forcas ocorre através de tensoes.

Definicao 2.1.12. Tensao é a relagao existente entre a intensidade da forca interna
atuante sobre um determinado plano especifico localizado ao longo da extensao de uma
estrutura (HIBBELER], 2004).

Definicao 2.1.13. Tensao Normal é a intensidade da forca ou for¢a por unidade de area,
que atua no sentido perpendicular a AA. E representado pela letra grega o (HIBBELER,
2004).

Definicao 2.1.14. Tensao Tangencial é a intensidade da for¢a ou forca por unidade de
area, que atua na tangente a AA. Pode ser chamada também de Tensao de Cisalhamento.
E representado pela letra grega 7 (HIBBELER), [2004).

Um exemplo de ilustragao para a Definigao [2.1.13] e Definicao ¢ a Figura[7]

que mostra as tensoes normais e tangenciais agindo sobre um elemento tridimensional.

Definicao 2.1.15. Esforgo cortante é uma forca interna atuante numa se¢ao, sendo igual
a soma vetorial das componentes atuantes das forcas externas situadas em um dos lados

da secao.

O esforco cortante Figura @(a) faz com que duas secOes infinitamente proximas,
tendam a promover um deslizamento relativo, gerado pela atuacao de esforco interno de
uma em relacdo a outra a manter equilibrio. Esse deslizamento é chamado de cisalha-
mento, e 0 mesmo € conceituado como soma algébrica das forgas a esquerda ou a direita

de uma secao perpendicular ao eixo do elemento.

Definicao 2.1.16. Momento Torsor, de Torcao ou Torque é um efeito empregado quando

as cargas externas tendem a torcer uma parte de um corpo em relagao a outra (HIBBE-
LER) 2004)).
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Definicao 2.1.17. Momento Fletor é uma soma vetorial das componentes, sobre o plano

da secao, dos momentos de todas as forcas situadas de um dos lados da secao em relagao

ao seu centro de gravidade (HIBBELER] 2004)).

O momento fletor (Figura [6[b)) tem a tendéncia de ocasionar uma rotagao da
secdo em torno de um eixo localizado no préprio plano da mesma. E determinado a
partir da soma algébrica dos momentos de todas as forcas a esquerda ou a direita de uma
segdo transversal (isto é, a mesma referente ao esforgo cortante, perpendicular ao eixo

do elemento) sendo calculados em torno de um eixo que passa pelo centroide da secao

transversal (HIBBELER/, 2004)).

Figura 6 — Esfor¢o Cortante e Momento Fletor

B¢ DU P S

(a) Esforgo cortante (b) Momento fletor

Fonte: Universidade Federal do Semiarido (UFERSA)

Definigao 2.1.18. Coeficiente de Poisson, v, mede a deformagao transversal (lateral) em
relacdo a direcao longitudinal de aplicacao de uma carga P a um material que seja tanto
homogéneo como isotrépico (HIBBELER) 2004).

Definicao 2.1.19. Mdédulo de Young é um parametro mecanico que proporciona uma
medida da rigidez de um material sélido. E um pardmetro fundamental para a engenharia
e aplicacao de materiais pois esta associado com a descri¢cao de varias outras propriedades
mecanicas (HIBBELER] 2004).

2.2 Algumas Relacoes da Teoria da Elasticidade

Para compreender e deduzir a equacao de equilibrio das placas, é necesséario apre-
sentar algumas relacoes da teoria da elasticidade. Essas relagoes sao expostas para um
corpo tridimensional submetido as agoes externas e, posteriormente, sao particularizadas
para placas finas. Para descricdo do comportamento tridimensional de tensdes em corpo,
considera-se o elemento infinitesimal em forma de um paralelepipedo (dzxdydz), cujas fa-
ces sao paralelas aos planos de coordenadas, como representado na Figura (ARAUJ O,
2003)).

As componentes das tensdes normais nas diregoes x, y e z sdo denominadas por
0z, 0y € 0., respectivamente. As tensoes tangenciais, 7, podem-se identificar através de

dois indices. O primeiro indice refere-se a direcao da normal a superficie onde atua a
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Figura 7 — Tensoes em um Elemento Tridimensional
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Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/2318894

tensao, enquanto o segundo indice indica a direcao da tensao. Todas as componentes das
tensoes consideram-se positivas quando atuarem na direcao positiva do sistema de eixos
de coordenadas (ARAUJO, 2003).

O estado das tensoes em um ponto do corpo é definido pelas noves componentes
do tensor de tensoes normais e tangenciais, pode ser representada por uma matrix a partir

dos eixos coordenados das tensoes, portanto.

Or Ty Taz
0= |Tye 0Oy Ty:|- (2.1)

Tze Tzy Oz

Uma vez que o tensor de tensoes é simétrico, resulta

Tey = Tyxy Tez = Tzay Tyz = Tzy, (22)

denominada lei da reciprocidade das tensoes de cisalhamento. Os deslocamentos por
suas componentes u, v e w, segundo as direcoes x, y e z, respectivamente. Para relacionar
deslocamentos e deformagoes, considera-se a Figural§| onde se apresenta apenas a projegao

do elemento tridimensional no plano xy.

Em decorréncia das tensoes tangenciais, as faces do elemento sofrem rotacoes. A
face AB sobre uma rotacgao 7, passando para a posicao A'B’. A face AC sofre uma
rotacao 7, passando para a posicao A'C’. Além disso, as dimensoes iniciais do elemento,

dx e dy ficam alteradas por causa das tensdes normais.
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Figura 8 — Deformagoes do elemento no plano xy
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Fonte: Figura Adaptada - Curso de Concreto Armado - José Milton de Aratijo

O comprimento dz’ da projecao A’B’ sobre o eixo x é igual a

dr' = (1 + u,)dz, (2.3)
onde
ou
= —. 2.4
e ox (2:4)

Por defini¢ao, a deformacao normal na direcdo x é igual a

B dr' —dx  Ou

T - A 2.5
‘ dx ox (2:5)
ja que ha uma taxa de variagdo, pode-se relacionar com derivada.
A deformacao por corte 7,, ¢ igual a distor¢ao do elemento, dada por
Yoy = V1 + Y2 = Vo + Uy (2.6)

A equacao ([2.6) pode ser escrita na forma

ov  OJu



Capitulo 2. Conceitos de Engenharia Civil

43

Considerando as trés componentes de deslocamentos, obtém-se as seguintes rela-

¢oes deformacgoes-deslocamentos:

ov

Yoy = Oz

_ o
Yz = O

_Ow

”sz—afy‘i‘

a o8
g:, (2.9)
gf, (2.10)
= (2.11)
N (2.12)
gz = . (2.13)

A lei de Hooke, conforme (ARAUJO, 2003)), é valida para os materiais eldsticos

lineares, estabelece a relagao entre as componentes das deformacoes e as componentes das

tensoes na forma

€y = ;[am —v(oy +0,)], (2.14)
€y = ;[ay —v(oy + 02)], (2.15)
. = los — vlow )], (2.16)
Yoy = (2.17)
Yoo = 2, (2.18)

Vyz = % (2.19)
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onde

E
G=——7—. 2.20
2(1+wv) (2.20)
Nas expressoes (2.14)) - (2.19)), F representa o médulo de elasticidade longitudinal,

v é o coeficiente de Poisson e G é o modulo de elasticidade transversal do material.

No capitulo seguinte, sera apresentada a Equacao Diferencial de Lagrange, obtida
a partir da Teoria de Flexao de Placas e de Kirchoff, que descreve o comportamento de

uma estrutura conforme seus deslocamentos.
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3 Equacao Diferencial de Lagrange

Neste capitulo serd obtida a deduc¢ao da Equacgao Diferencial de Lagrange, conhe-

cida como Equacgao da Placa. E nos capitulos seguintes a sua solugao.

A Teoria Cléssica, proposta por Gustav R. Kirchhoff (1824 - 1887) no ano de 1850,
corresponde a primeira teoria completa sobre flexoes de placas. Em seu trabalho baseado
nas hipéteses de Bernoulli para vigas, ele derivou as mesmas equacoes diferenciais para
flexdes de placas que Navier, no entanto, usando uma aproximagao diferente no tocante
a energia. Sua contribuicao para a Teoria das Placas foi a introdugdo para forcas suple-
mentares de contorno. Estas forcas de cisalhamento equivalente substituiam os momentos
de torque, ou seja, quando a carga faz torcer os bordos das placas em relagao a outra.
Consequentemente, todas as condigoes de contorno poderiam agora ser declaradas em

funcao dos deslocamentos e suas derivadas em relacao a = ou y (SZILARD), 2004)).

Matematicamente, essas hipdteses significam que pode-se determinar tensoes e
deformagbes em placas em um plano cartesiano bidimensional, isto ¢, em coordenadas
r e y ja que uma placa é submetida a forcas e momentos fletores no plano cartesiano
tridimensional (coordenadas z, y e z no plano) onde as tensdes normais ao eixo z sdo

consideradas nulas.

Serao admitidas as seguintes hipoteses, baseadas na Teoria de Kirchhoff (ARAUJ 0,
2003)), para a dedugdo da Equagao de Lagrange:

e O material da placa é elastico linear, homogéneo e isotrépico.

A espessura da placa é pequena em relagao as outras dimensoes.

As deflexdes sdo pequenas em relacao a espessura da placa.

As rotagoes da superficie média deformada sao pequenas em relacao a unidade.

Linhas retas, inicialmente normais a superficie média, permanecem reta e normais

a superficie média apés as deformagoes.

e As deflexoes da placa sdo normais ao plano indeformado inicial.

As tensoes normais a superficie média sao despreziveis (o, = 0).

Indica-se uma placa submetida a uma carga normal ao plano médio, representada
genericamente por p(z,y) = p. O plano x — y contém a superficie média da placa. Para

obter as relagoes entre as deformacoes e os deslocamentos, considera-se a deformacao
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da placa em uma se¢ao paralela ao eixo x. Conforme indicado na Figura [9] hd um
deslocamento transversal w igual ao deslocamento do plano médio. Em seguida, a linha

x — y sofre uma rotagao #, onde situa-se o ponto A.

Figura 9 — Deformagao de uma se¢ao transversal

Secdo Transversal Y K
./
o
.f
P
- ™
l/'
L~ o
.-
- cha
sai® w
A > ow
o  —
o0x
Local Indeformado em x S+
i —— -
7

Fonte: (Figura Adaptada) http://www.wikiwand.com/pt/Flexao(fisica)

De acordo com a Figura 0] os deslocamentos do ponto A sdo dados por

w=w(z,y), (3.1)
u=—z20,, (3.2)
onde
ow
0, = —. .
T Ox (3.3)

Analogamente, o deslocamento do ponto A na direcao y é dado por

v=—20,=—z—. (3.4)

Empregando-se as relacoes deformagoes-deslocamentos dadas pelas equagdes ([2.8]),

(2.9, (2.10]), (2.11) e (2.12)), chega-se:

9*w

T2 (3.5)

€ = —2

0w
Ey = _ZTyQ’ (36)
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5 0w
oy = —2% :
Ty 0xdy

(3.7)

Considerando-se a hipotese de que as tensoes normais a superficie média sao des-

preziveis, a Lei de Hooke é escrita na forma:

E

E
oy = 756y +ve), (3.9)
E
s 1
Tay 2(1—!—1})73" (3.10)

Substituindo as equagdes que compdem (3.5 - em (13.8)), (3.9) e (3.10)), tem-se

Ez [0*w 0*w
%_—1—@2<ax2+vay2>’ (3.11)
Ez [0*w 0*w
Uy——l_v2<ay2+vax2>, (3.12)
E 2
2 Ow (3.13)

Tay = (1+v)0xdy

Observa-se que as trés componentes das tensoes variam linearmente ao longo da

espessura da placa, sendo nulas no plano médio.

Na Figura [10| representa-se um elemento da placa e as componentes das tensoes

na fibra situada a uma distancia z do plano médio.

As tensoes o, e o, produzem momentos fletores na placa. E as tensoes 7., e
Ty Produzem momentos torsores na placa. Integrando as tensoes normais ao longo da

espessura, obtém-se os momentos fletores denotados por

NIy

M, :/ o,2dz, (3.14)
%

[N

My = [ oyadz (3.15)

NIy
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Figura 10 — Tensoes em uma fibra genérica

Fonte: https://pt.slideshare.net/marcelobfo/curso-de-analise-estrutural

Substituindo-se as expressoes de o, e 0, das equagdes (3.11)) e (3.12) em (3.14) e
(3.15)), e resolvendo as integrais tem-se:

9*w 0*w
0*w J*w
onde
Eh3
b=sa-m (3.18)

representa a rigidez a flexao da placa.

Os momentos torsores sdo dados por,

n 3
M,, = /1 Tyy2dz = /2h Tyz2dz = My, (3.19)
-3 -3

ja que Ty = Ty,

Calculando as integrais, obtém-se

9*w

0xdy’

M,y = My, = —(1 —v)D (3.20)

Os momentos fletores e 0 momento torsor sao momentos por unidade de compri-

mento.
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A Equacao Diferencial de Lagrange é obtida considerando-se o equilibrio de um
elemento infinitesimal (dxdy) tomado em uma posi¢ao genérica no plano da placa. Os
esforgos solicitantes nas faces do elemento sao os momentos fletores M, e M,, os mo-

mentos torsores M,, = M,, e os esforcos cortantes V, e V, (decorrentes das tensoes de
cisalhamento 7, e 7,.) (ARAUJO, 2003).

Na Figura[l1] indicam-se o plano médio do elemento de placa e os esforcos solicitan-
tes, os quais sao representados por seus vetores. Além disso, My .5 My 5 Myy oiMyp iV o
e V,, representam as derivadas dos esforcos solicitantes em relagao a variavel que sucede
a virgula, por exemplo, M, , ¢ a derivada do momento fletor M, em relagao a varidvel y.
O produto do esforgo solicitante unitario pelo lado do elemento corresponde ao esforco

resultante.

Figura 11 — Equilibrio do elemento de placa

i M dx
Vxdy m gy """,1% e
-k z

h

Fonte: Figura Adaptada (https://www.slideshare.net/LTLJ /teoria-lajes-macias00)

Conforme a Figura [11] sera feito o equilibrio de momentos da placa:

e Equilibrio de momentos em torno do eixo y:

Fazendo-se a soma de todos os momentos em torno do eixo y ser igual a zero e

desprezando os infinitésimos de ordem superior resulta em:

(M, + M, ydzx)dy — M,dy + (M, + M, ,dy)dz — M,,dx — (V, + V, .dz)dydx = 0.
(3.21)

Calculando os termos da equacao (3.21)), chega-se a

Myp+ My, — Vy = 0. (3.22)
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Isolando V, na equacao (3.22)) tem-se

V= My + My, (3.23)

e Equilibrio de momentos em torno do eixo x:

Repetindo-se o mesmo procedimento realizado no equilibrio de momentos do eixo y

tem-se,

Vy=Myy+ My, (3.24)
e Equilibrio de forcas na direcao z:

Estabelecendo a soma de forgas na direcao z igual a zero, tem-se

%,z + ‘/zy,y - _p, (325)

em que p = p(z,y) é a carga aplicada na placa.

As expressoes que correspondem ao equilibrio de momentos e forga podem ser

escritas na notacao de derivadas parciais, como segue:

oM, OM,,

V, = 2 + ayy , (3.26)
oM, OM,

ov, 9V,

Diferenciando as equagoes (3.23)) e (3.24)) em relagdo a x e a y, respectivamente, e
substituindo-se na equagao ((3.28)), tem-se
0*M, O*M,,  0*°M,
+ J—

2 = —p. 2
0x? + 0x 0y oy? b (3.29)

Inserindo as equagdes (3.16)), (3.17) e (3.20) dos momentos fletores, obtém-se a

equacgao Diferencial da Placa (de Lagrange):

o*w Ntw 'w  p(z,y)
oot P25t o = D (3.30)

A equagao (3.30) é a Equacao Diferencial de Lagrange em coordenadas cartesianas

retangulares. Ela define o campo de deslocamento da placa w em fungao das coordenadas
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x e y da carga p(z,y) e da rigidez D da placa. Portanto, os deslocamentos da laje
calculados pela Teoria da Elasticidade dependem das dimensoes da placa, das condig¢oes
de contorno, do carregamento, e conforme a equagao (3.18)), também dependem do médulo

de elasticidade E do material, da espessura da placa h e do coeficiente de Poisson.

3.1 Condicoes de Contorno

Uma vez que a equacao diferencial a ser resolvida é de quarta ordem, sao neces-
sarias duas condigoes de contorno, em deslocamentos e/ou esforgos internos, para cada
parte do contorno da placa. As condigoes de contorno podem ser geométricas, mecanicas
ou mistas (ARAUJO, 2003).

As condi¢bes de contorno geométricas sao introduzidas prescrevendo-se valores
para os deslocamentos e as rotagoes no contorno. Por exemplo, em um bordo engastado,
a flecha (w) e a rotagdo sao nulas. As condigoes de contorno mecénicas correspondem

a valores prescritos dos esforgos solicitantes e as condi¢oes mistas incluem os dois tipos
(ARAUJO, 2003).

e Bordo engastado

No bordo perfeitamente engastado os deslocamentos e as inclinagoes tém valor nulo,
isto é, as condicoes de contorno geométricas tem valor 0. Essas condigoes sao escritas
na forma

w=0;—=0. (3.31)
Na Figura [12] é representada a placa com os bordos engastados.

Figura 12 — Placa engastada em todos os lados

3 % —deflexdes angulares

Fonte: Figura Adaptada (https://saturno.unifei.edu.br)
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e Bordos simplesmente apoiados

Nesses bordos tem-se uma condi¢ao de contorno mista: a flecha (w) e o momento

fletor M, sao nulos. As condicoes de contorno sao escritas como

w =0, (3.32)
*w 0w

Na Figura [13| é representada a placa com os bordos simplesmente apoiados

Figura 13 — Placa simplesmente apoaida em todos os lados

Fonte: Figura Adaptada (https://saturno.unifei.edu.br)

e Bordo livre

Se o bordo livre nao estiver carregado, os esforgos solicitantes no bordo devem ser

nulos, ou seja, deve-se verificar as condi¢gdes mecanicas

M, =0;V, =0; M,, =0. (3.34)
Na Figura [14] é representada a placa com o bordo livre e engastada

Figura 14 — Placa engastada e livre

Fonte: Figura Adaptada (https://saturno.unifei.edu.br)
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3.2 Solucao da Equacao Diferencial de Lagrange

A solucao exata da Equacao Diferencial de Lagrange pode ser obtida somente para
poucos casos particulares. Nos casos mais gerais de carregamento e condigoes de contorno,
as solugoes sao encontradas adotando-se expansoes em Série de Fourier. Duas solugoes
sao apresentadas neste trabalho: a solucao de Navier e a solucao de Lévy (ARA[/JJO7
2003).

3.2.1 Solucdo ou Método de Navier

Em 1820, Navier apresentou um documento a Academia Francesa de Ciéncias
sobre a solucao de flexdo de chapas retangulares simplesmente apoiadas por séries tri-
gonométricas duplas. A solucdo de Navier é, as vezes, chamada de solucao forcada das
equagoes diferenciais, uma vez que forcosamente transforma a equacao diferencial em uma
equagao algébrica, facilitando, consideravelmente, as operagbes matematicas necessarias
(SZILARDI 2004)).

As condigoes de contorno para uma placa simplesmente apoiada sao

w(0,y) = w(a,y) = w(z,0) = w(z,b); M, = M, = 0. (3.35)

Considera-se uma placa retangular simplesmente apoiada ao longo do contorno
exterior e submetida & a¢do de uma carga distribuida, p(x,y), a qual se pode representar

através de Séries Trigonométricas Duplas de Fourier do seguinte modo:

p(z,y) = i ipmnsen (mwm) sen (”767?/) , (3.36)

a
onde p,,, representa a carga, a e b as dimensoes da placa.

Para calcular o coeficiente particular p,,, das Séries de Fourier, multiplicam-se
/

Yy
b

ambos os lados da equagao (3.36[) por sen

> dy e integra-se de 0 a b.

a

b i b [e.e] oo /
/p(x, y)sen (n;ry) dy = / Z mensen <m7m:) sen <n;ry> sen <n;ry> dy. (3.37)
0 0 m=1n=1

Empregando-se as relagdes de ortogonalidade estudadas no Capitulo 1 tem-se que:

(3.38)

/
sen (n;ry) sen (n;ry) dy = 0, quando n # n’
nmy
b

/
b
sen( )sen (nwy) dy = —, quando n = n’.

b 2

[
/
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Desta forma,

m=1

b / o0
/p(x, y)sen (n;ry) dy = ; > pmnsen <m;r:v> . (3.39)
0

!/

Multiplicando ambos os lados da equagao (|3.39)) por sen (m ™

> dx e integrando

de 0 a a, obtém-se:

a b ,
//p T, y)sen (m 7m> sen ( ) dydxr = / Z PmnSEN (mwx) sen (m 7rx> dx.
- a a
(3.40)
Utilizando-se relagoes de ortogonalidades,
a /
/sen <m7m;) sen <m 7r:c> dr = 0, quando m # m/
a a
0 ) (3.41)
mmx m'mx a ,
/sen( )sen( >dx:, quando m = m’,
a a 2
0
tem-se
;o m/'mwx n'my ab
//p(x,y)sen sen dxdy = —Pmn, (3.42)
a b 4
00
onde,

b a
4 ! '
Pmn = abo/o/p(% y)sen (m;m) sen (n;ry) dxdy. (3.43)

Do mesmo modo, que p(x,y) em (3.36]) é representada por Séries Trigonométricas

Duplas de Fourier, a flexdo da placa w(z,y) é dada por

(”Zy) . (3.44)

(o] (o)
y) = Z Z WoppSEN <m7r$> sen
m=1n=1 a

Substituindo-se a equacgao (3.44)) na Equagao Diferencial de Lagrange, (3.30)), tem-

3 5 [ (omen (%5 s (5)) |32 32 [ (s (757 sn (7))

m=1n=1
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" i i [88;4 <wmnsen (m;m> sen (nbﬂy)ﬂ - i i pgnsen <m;m:> sen (nzry> .

m=1n=1

Calculando as derivadas parciais de 4* ordem em relacao as variaveis x e y tem-se

5 55 e [ () 2 () () ()] - 2 o () e (152 0.

m=1n=1

Dessa forma, obtém-se que

et (@) @] 0

Nesse caso, w,,, ¢ obtida a partir da equacao

e portanto,

Wy = Prmn . (3.46)

wo (=) + ()]

Substituindo a equacao (3.46) na equacao (3.44) tem-se

1 el Pmn mmnx nm
w(z,y) = D > Wsen <a> sen <by> . (3.47)

A equagdo (3.47) é uma solugdo valida para calcular a flexdo de placas associadas

a apoios simples sujeita a um p,,, especifico, no qual é determinado pela fun¢éo p(z,y).

Para a aplicagdo da Solucao de Navier, que sera realizada no préximo capitulo, em
que o carregamento na placa serda uniformemente distribuido, faz-se uma simplificagdo no
resultado, gerando uma nova solugao a partir da equagao (3.47), em que basta calcular

Pmn- Essa nova solucao desenvolve-se aqui e sera aplicada no préximo capitulo.

Considera-se p(z,y) = po. Logo, a equacao (3.43)) pode ser reescrita como

b a
4
DPmn = —7 / /posen (mwx) sen <n7ry> dxdy. (3.48)
ab 4 a b

Resolvendo-se as integrais em dz e, em seguida, em dy, tem-se
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b
4
Pmn = —b/ [ (1 — cos mﬂ))} sen <72Ty> dy
0

o (")

— jgfb [1 — cos(mm)] l(l - COS(WT»]

4apg
= 1 — cos m7r
mﬂab

- o\c_

= W;Li‘(:n[l — cos(mm)][1 — cos(nm)].

Entao, p,, tem como resultado

4pg
m2mn

DPmn = (1 — cos(mm))(1 — cos(nm)). (3.49)

Empregando-se as relagdes cos(mm) = (—1)™ e cos(nm) = (—1)" na equagao (3.49)

obtém-se:

Pn = 1= (<11 = (-1 (3.50)

Note que para valores pares de m e n o resultado anula-se. Logo, tomam-se m e

n niameros impares, isto é, n,m = 1, 3,5, .... Dessa forma, a expressao para p,,, € escrita
como
16p0
Pmn = 5 y (351)
m2mn

para m,n impar.

Substituindo a equacao (3.51) em (3.47)) obtém-se

wiz,y) = 100 i i sen( 2 sen (b)7 (3.52)

para m,n impar.

As expressoes para os momentos de fletores podem ser obtidas substituindo-se a
equagao (3.44) nas equagoes (3.16)), (3.17) e (3.20)). Desde modo, tem-se

co o0 [,,2 27

M, =7*D mZ::lnz::l _7:2 + 1122_ WypnSEN (m;rx) sen <n7bry> , (3.53)
co oo [,.2 27

M, ==*D mzzmzz:l 7;2 - ’U:';- WynpSen (m;rx) sen (nbﬁy) : (3.54)
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M,y =-m"D(1—v) Y > [mn} WyppSeN (mmz) sen (mry) : (3.55)
m=1n=1 ab a b

O resultado obtido para a equagao (3.53) sera demonstrado a seguir. Para as
demais equagoes (3.54) e (3.55)), as demonstragoes sao andlogas. Logo, substituindo a
equacao (3.44) em (3.16]) tem-se

(5))-
vﬁyz (wmnsen (m;rx) sen (T))] (3.56)

Diferenciando-se a equacao (3.56) em relagao as variaveis x e y duas vezes obtém-se

0o 00 2
M,=-D Z Z l@aﬂ (wmnsen <m7r:c) sen

m=1n=1 a

© X[ wuym?r? Wy N272 mnx nmy
M,=-D> > [— 2 +v 72 ] sen < " ) sen <b> (3.57)

m=1n=1
Reorganizando oS termos, escreve-se

2 2

m n mmnx nmy
(0 = [ 5 +Ub2] WmnSEen sen b

Como os momentos fletores sdo expressos pelas segundas derivadas da série ,
seus valores maximos se mantém iguais a py e D, que sao proporcionais ao quadrado
das dimensdes lineares. A carga total na placa, igual a ppab, também é proporcional ao
quadrado das dimensoes lineares, logo, conclui-se que, para duas placas de espessura igual
e do mesmo valor da relagao %, os momentos de flexdo maximos e as tensoes maximas

sao iguais se as cargas totais nas duas placas forem iguais.

3.2.2 Solucdo ou Método de Lévy

A necessidade de um processo alternativo em relacdo a resolucao de Navier é
explicada pelo fato das séries que representam os valores das flexdes nao convergirem de
modo rapido para um resultado de plenitude satisfatéria. A solucdo de Lévy resulta em
convergéncias mais rapidas, chegando com precisao aceitavel, as vezes com apenas 0 uso
do 1° termo da série (JOHN] 1982).

Considera-se uma placa retangular com os bordos x = 0 e x = a simplesmente
apoiados e os demais podem ter condi¢des de contorno distintas, como por exemplo,
Yy = j:%. Além disso, admite-se que a carga tem uma distribuicdo uniforme em todas as

se¢oes paralelas ao eixo z, isto é, a carga nao depende de y (ARAUJ O}, 2003)).
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Figura 15 — Placa com bordos apoiados e condicoes distintas

Simply supported

Simply supnoTied

*Free edpe l ™

- 7 |

}J

Fonte: (Figura Adaptada) Teoria a Aplicagoes de Placas - Rudolph Szilard

No método de Lévy, a solugdo w(z,y) para a equagao diferencial de Lagrange
(3.30), pelo método descrito na se¢ao ¢ dada por

w(:v,y) = wh<x7y) + wp<x7 y)v (358)

onde wy, ¢ a solucao associada a equacao homogénea e w, ¢ uma solu¢ao particular da

equagao.

A equacao homogénea associada tem a seguinte forma:

84wh 84wh 84wh
ot T dx20y? i oyt 0 (3:59)
onde
wy, = Y wn(y)sen (m;r:c) : (3.60)
m=1

Observagao 3.2.1. A fim de simplificar a notacao, toma-se w,(y) = Wy,.

Substituindo-se a equagao (3.60) em (3.59) tem-se

ot [ & mrx mrx
e | 2 wmsen ("] 25 5 5% e (M)
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Calculando-se as respectivas derivadas parciais em relacao a variagdo x, obtém-se

< [d*w,, mm\ 2 d*w,, mm\ mnx
Zl l it 2 () 0 + () wm] sen( ) = 0. (3.62)

a a a

Para que esta equagao (3.62)) seja valida em todos os valores de x é preciso que

d*w mm\2 d*w mm\4
m o (M7 mo (M), = 0. .
dy* ( a ) dy? +( a ) v 0 (3.63)

A equagao (3.63)), pelo método da equagdo homogénea, descrito na segao tem

sua equagao caracteristica dada por

2 4
7A—2<m“>72+("”> — 0, (3.64)
a a

ou seja,

mm mm
rr=+4+— r’"=4+—.
a a

Dessa forma, a solugdo homogénea pode ser escrita como

mny

Wy = Al e7a

—mny m

+ B e e +C ye e + D ye e (3.65)

Pode-se, ainda, escrever a solugao w,, de outra maneira, utilizando-se as fungoes

trigonométricas hiperbdlicas. Sabendo-se que senh(x) = % e cosh(x) = 6—;6,
tomando-se
Am Bm
Al Om (3.66)
2
B, — A,
B = , (3.67)
2
mm (Cp, + D
o/:( m m), 3.68
" 5 (3.68)
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D ="
m 2

3.69
- (3.69)
e substituindo-se as equagoes (3.66)), (3.67)), (3.68) e (3.69) na equacao (3.65)) tem-se

mm (Dm + Om>

— <Am+Bm> m+ <Bm_Am> ;m"'y_‘_

Wy, = 5 e 5 e
mm (Cm+Dm> mry mm <Dm—|—Cm> —mmy
Sy e L —_ — | ye .
a 2

Manipulando-se algebricamente obtém-se:

e aplicando-se as defini¢oes das fungoes hiperbodlicas tem-se

w,, = A,,senh (mwy) + B,,, cosh <m7ry> +C,, MY senh (mwy) +
a

a a a

Dmmwy cosh (mwy) . (3.72)
a a

Portanto, a solug¢ao da equacao homogénea associada wj, é dada por:

wy, = Z A,,senh mry + B,, cosh mry +
—~ a a
Crnysenh (W> + D,y cosh (W)] sen (mmc) . (3.73)
a a a

A condicao que diz que a deflexdo da placa tem que ser simétrica em relagdo ao
eixo x (ter os mesmos valores para —y e y) é satisfeita pela equagdo wy, se os coeficientes
A,, e D,, forem nulos, isto é, A,, = D,, = 0. Portanto, a solu¢dao da equagao homogénea

associada é dada por

wy, = Z [Bm cosh <m7ry> + m@senh (mwy)} sen
m=1

(m”) L (374)

a a a

A solucao particular, w,, é obtida resolvendo-se a equacao diferencial parcial

o*w ow O'w,  p(z,y)
ot Yoog T ot = D (375)
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para

00
= Z WmSeEN <
m=1

m;”) (3.76)

e wy, funcoes de y (apenas).

Uma vez que a carga nao varia na dire¢do y, sua expansao em Série de Fourier é

dada por

= W;i;l Pm(y)sen (m;rx) , (3.77)

onde p,,(y) sdo os coeficientes da Série de Fourier definidos por,

P(y) = z / p(z,y)sen (m;m> dz. (3.78)

Substituindo as equagoes - na equacao diferencial (| - ) tem-se

34
Ot l

ol MTx ot s MTx
;wmsen( a )] +28x28y2 [Z wmsen( a )] *
4 [e%¢} )
9, l mm:)] _ 11) 3" pmsen (m;rx) . (3.79)
m=1

Wy, sen
oyt Z (
Desenvolvendo-se as derivadas de quarta ordem em relagao a variavel x na equacgao (3.79))

obtém-se

> [ d*w,, mm\ 2 d*w,, mm\4 mnx 1 & mnx
Z[d@ﬁ —2 (%) G+ () “’m]se“( o) =5 X pwsen (")
(3.80)

Ou ainda:

d*w,, mm\ 2 d*w,, mm\4 Din
_o(mT TN, = P 3.81
dy* < a > dy? +( a ) v D (3:81)

O desenvolvimento da solugao particular wy,(z, y), bem como da solugao geral, para
a aplicacdo da Solucao de Lévy em problemas onde o carregamento na placa retangular
com apoios simples é parcialmente distribuido serdo apresentados no préximo capitulo.
Nesse momento, apresenta-se a Solucao de Lévy, simplesmente, como a soma de uma
solucdo particular wy(z,y) e uma solugdo homogénea wy(z,y). Portanto, a flexao, pela

Solucao de Lévy, é dada por

w(x,y) = w, + Z [B cosh (m;ry) + Cmm;rysenh (m;ry)

sen <m7r:c) . (3.82)

m=1 a
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No capitulo seguinte sao apresentados dois problemas de aplicacao empregando os
métodos de Navier e de Lévy na obtencao da solugao da Equagao Diferencial de Lagrange

conforme as condigoes de contorno pré-estabelecidas.
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4 Aplicacoes dos Métodos de Navier e Lévy

Neste capitulo sao apresentadas as solugoes para dois problemas de aplicacao, em-
pregando os métodos de Navier e de Lévy, a fim de obter uma expressao que satisfacga a
Equacao Diferencial de Lagrange conforme as condi¢oes de contorno envolvidas. Os pro-
blemas foram retirados de (SZILARD, 2004)). Os resultados, bem como sua representagao
grafica, foram obtidos a partir da implementagdo computacional de algoritmos utilizando

o software Octave, versao 5.1.0.

4.1 Solucao de Navier

Problema 4.1.1. Determine as flexoes de uma placa retangular simplesmente apoiada,
a X 2a, submetida a uma carga uniformemente distribuida conforme a Figura[16] Calcule

a deflexao maxima e os momentos fletores M, e M,,.

Figura 16 — Placa retangular simplesmente apoiada

p()

= constante

—

Simplesmente Apoiado

Y Z,W

Fonte: (Figura Adaptada) Teoria a Aplicagoes de Placas - Rudolph Szilard

A flexao da placa com dimensoes, a e b, com carga uniformemente distribuida, é

dada por

m,n impar. (4.1)

Substituindo-se b = 2a em (4.1)) tem-se
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w(may):m Z Z

_ 16p o0 %0 gen (%) sen (”—?)
B 7r6D0 mzz:l — 4m? + n22 2
mn| ————

~ 16po i i sen (mgx) sen (”27;?%) < A )2

—67) 2 2
™D = = mn 4m? +n
mmnx nmy 2
16py &, &, sen (T )sen (—2a> < a? )
T 6 2 n2 '
L =1in=1 mn me+

Logo, a equacao que determina a flexao da placa pode ser escrita como:

s (755 ) (752)
_ 16p0a4 S a 2a

UJ(l’, 7T6D lejl n2 2 (4'2)
me mn <m2 + )
4
Substituindo x = g e y = a, calcula-se a flexdo maxima w,,,, por:
mm nmw
16 4 oo oo S€en <> Ssen ()
Wmaz = Zgo,g Z Z 2 2 m,n impar. (43)
T

n2\?>
m=1n=1
mn <m2 + 4>

Expandindo-se a série dupla em (4.3)) para m e n impar, obtém-se, para 4 algaris-

mos significativos,

0, OlOlpoa
D

Wmaz ~

(4.4)

A flexdo maxima da placa especifica para o carregamento py por meio do de-
senvolvimento da Série Dupla de Fourier é determinada por . Este valor é obtido
utilizando-se 5 termos da série e estd de acordo com a literatura (SZILARD), 2004). O
autor considera aceitavel para o coeficiente associado o valor de 0,0101. Ao comparar os
dois resultados tem-se que os valores coincidem em 4 algarismos significativos. Na Figura

uma parte do algoritmo utilizado para obter os resultados.
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Figura 17 — Solucao de Navier para a flexdo maxima da placa

L Q= CS I VI Y O PR % I S

o e e e e e e
B T T S Ry Sy

18
148

k:
srl=0;

for m=_:
—|for n=_:

coefl
coefl
terml
terms
srl =
WL =
vii)
Fend
end

i=i+l;

Fpite)
i=0;
= 1/ (m*n) ;
= L/ (m™2) + (m™2/2))) "2
= gin(m*pi/2);
= gin(n*pi/2);
srl + coefl*coefZ*terml*terms
k*=rl
= W

plot(l:lengthiy), v, l:length(vy) , v, '

xlakbel |
vlabel |
legend |

)
)
)

Fonte: Proéprio autor.

Analisando-se a Figura[I§|e a Tabela[l], percebe-se que sdo necessarios, pelo menos,

41 termos para a convergéncia da flexdo méaxima pela solucdo de Navier para o valor

0.010129 . Neste caso obtém-se uma concordancia de 6 algarismos significativos.

Tabela 1 — Flexao Maxima - Solug¢ao de Navier

Flexao Maxima

Numero de Termos da Séries Wnaa

1 0,010651
5 0,010178
10 0,010179
15 0,010125
20 0,010125
25 0,010125
30 0,010128
40 0,010128
41 0,010129
45 0,010129
20 0,010129
95 0,010129
60 0,010129

Fonte: Préprio autor
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Figura 18 — Comportamento da solucdo de Navier para w,,qz

0.0107 T T T T
0.01086

0.0105 [

0.0104 [

Coeficiente de Flexao

0.0103

0.0102 |

0.0101 . i
a 20 40 &0 a0 100
Ndmero de Termas

(42,903, 0.010679)

Fonte: Proéprio autor.

Para calcular os momentos fletores M, e M,, substitui-se

16poa* 1

D |y (m2 + %2)2 7

m:

parte da equagao (4.3)), nas equagoes - Logo, tem-se para M,:

oo 00 2 2 4
o m n* | 16ppa 1 mm nm
M, =nD E E Lﬂ + UM] - sen <2> sen <2>

6 2
m=1n=1 D mn (m2 + %)
ou ainda,

TL2

2
16 2 o0 o0 m°+ v—
M poa Z Z 42)2 sen (T) sen <7”L27T> . (45)
m=1 nz

n—1 mn(m2+ i

Tomando-se m e n nimeros impares, v = 0, 3, geralmente constante usual, tem-se

M, ~ 0, 1017pya®. (4.6)

O momento fletor M, para carregamento py por meio do desenvolvimento da Série
Dupla de Fourier é determinado por (4.6). Este valor é obtido utilizando-se 65 termos
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da série e considerando-se 4 algarismos significativos. Na literatura (SZILARD) [2004) o
coeficiente associado (e aceitavel) corresponde a 0,1017. Portanto, os resultados obtidos
neste trabalho estao em concordancia com os dados disponiveis na literatura. Na Figura

uma parte do algoritmo implementado para a obtencao do momento fletor M,,.

Figura 19 — Sub-rotina para o calculo de M, - Solucao de Navier

Wom -] @ o e
tH1
Fhoth
o 0
Ao
o H
I

i=i+l;
coefl = 1/ (m*n) ;
coef?2 = 1/(((m™2) + (m™2/2)))"2;
coef3d = (mmZ+vE (nTZ04))
10 terml = sin(m*pi/2);
11 term2 = sin(n*pi/2):
12 ml = ml + coefl*coefZ*coef3*terml*term2
13 mx = k*ml
14 Vii) = mx
15 Fend
16 | end
17 =
18 plotil:lengthiy),v,l:length(v) .,V ' ' )
18 xlabel| )

20 ylabel | )
21 legendf )

Fonte: Proprio autor.

Ao comparar os resultados deste trabalho com os disponiveis na literatura observa-
se que os valores coincidem em 4 algarismos significativos, o que pode lembrar a ideia de
convergéncia da solucao de Navier no céalculo de M,. Entretanto, é possivel observar
na Figura [20] que a solugdo calculada ndo converge. Na Figura 2I] mesmo utilizando-se
mais de 80 termos, observa-se uma oscilagdo no valor do coeficiente. Aparentemente, a

oscilagao diminui com o aumento dos termos.
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Figura 20 — Momento fletor M, - Solucdo de Navier, até 80 termos

T T T T
— Momento Hetor em X

0.104 1
5
i
= 0,103 1
[=
a3
E
1=
=
S 0102 F‘ ~ J
..E - '..I' gy
) 1 IM—-'-I—I--‘-I—I—I--.-Q .
'”E | ILh.---—-—--—-—-—-—-—-—‘ A
3 |
Q2

\ '
0101 | \ 1
[V
01 1
1 1 1 1
20 40 &0 B0
Ndmero de Termas

Fonte: Préprio autor.

Figura 21 — Momento fletor M, - Solucdo de Navier, acima de 80 termos

0.7105 .
— Momenio Hetor am X
0.104 .
5
&2
i
a
& 0.103 -
g o
=]
=
[=]
=]
[
=
5 0.102 1
g 'M i (SRR SRR SRR
&) I ki
0.101 | e
1 1 1 1

&0 a0 100 120
Ndmero de Termas

Fonte: Proéprio autor
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Tabela 2 — Flexao Maxima - Solucao de Navier

Momento Fletor em x

Numero de Termos da Séries M,
1 0,113010
5 0,105780
10 0, 105670
15 0, 105690
20 0,010098
25 0,010090
30 0,010091
40 0,101940
50 0,101610
55 0,101560
60 0,101570
65 0,101790
70 0,101740
81 0,101620
90 0,101650
100 0,101700
130 0,101690

Fonte: Proprio Autor

Fazendo-se o processo analogo para M, obtém-se

16ppa? & & 4 mi nmw
M, = — >N oz | Sen (> sen (2) : (4.7)
m=1n=1 | mn (m + Z)

tal que,

M, = 0,0462poa’. 4.8
Yy

O momento fletor M, para carregamento p, por meio do desenvolvimento da Série
Dupla de Fourier é determinado por . Este valor é obtido utilizando-se 50 termos da
série e 4 algarismos significativos. A literatura (SZILARD) 2004)) considera o coeficiente
associado (e aceitavel) igual a 0,0463. Portanto, os resultados obtidos neste trabalho
estdo em concordancia com os dados disponiveis na literatura. Na Figura 22| uma parte

do algoritmo implementado para a obtencao do momento fletor M,,.
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Figura 22 — Sub-rotina para o célculo M,

Wooh =] Nl L R
LI
Fh
o o
I
5 oH
||

i=i+1;
coefl = 1/ (m*n) ;
coef2 = 1/(((m™2) + (m™2/4)))"2;
coef3 = ((n™Z/4)+vim™2)
10 terml = sin(m*pis2):
11 termZ = sin(n*pis2):
12 m2 = m2 + coefl*coefl*coef3d*terml*term2
13 my = k*m2
14 yvii) = my
15 Fend
16 | end
17 =
18 plot(l:lengthiy),v,l:length(v), v, . . )

[
o

xlakbel | )
20 vylabel| )
21 legendf )

Fonte: Proéprio autor.

Percebe-se na Figura que solucao obtida para o momento fletor M, nao con-
verge ao utilizarmos menos de 50 termos. Na Figura [24] observam-se melhores resultados,
atingindo 4 algarismos significativos e obtendo-se o valor de 0, 0463 para o momento fletor

M, e 50 termos da série. Esses valores estao descritos na Tabela .

Figura 23 — Comportamento da solucao M, - Solucao de Navier - até 50 termos

| Momenio Hetor am

0.047 |

0.0465 [ R
.'I \\'rf’.\/hv.hrd ey,

| !

Coeficiente do Momento Fletor

0.046 [ -
1

1 1 1 1
20 ao 40 50
Ndmero de Termas

Fonte: Proéprio autor.
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Figura 24 — Comportamento da solucao M, - Solucao de Navier - nimero de termos maior
que 50

— Momenio FHetor am Y

0.047 |

0.0465 -

et

/‘a_'__.-._._L_‘_—._._..._._ -ty

Coeficiente do Momento Fletor

0.046

50 &0 70 B0
Ndmero de Termas

Fonte: Proprio autor.

Tabela 3 — Flexao Maxima - Solucao de Navier

Momento Fletor em y

Numero de Termos da Séries M,
1 0,057818
5 0,047847
10 0,047515
15 0, 047566
20 0, 046208
25 0, 046093
30 0,046113
35 0, 046460
40 0,046412
50 0, 046326
60 0,046309
70 0,046358
80 0, 046360
90 0,046332
100 0,046348
110 0, 046349
120 0,046345

Fonte: Préprio autor.

Os resultados obtidos, para o Problema[d.1.1], também podem ser comparados com
os dados disponiveis em (TIMOSHENKO| |1959). A Tabela {4] apresenta os resultados.
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Tabela 4 — Comparacao dos Coeficientes de Flexao e Momentos Fletores

Coeficientes de Flexao e Momentos

Dados w=aq- % M, = pya® M, = Ypoa®

o} B o
Timoshenko  0,010130 0,1017 0, 0464
Leitdao Dias  0,010129 0,1017 0, 0463

Fonte: Préprio autor.

Observando-se a Tabela [4] conclui-se que os coeficientes de flexao e dos momen-
tos fletores (M, e M,) de (TIMOSHENKO, 1959) e os obtidos neste trabalho estao de
acordo. Os valores resultantes foram w,,,, = 0,010129 para 41 termos, M, = 0,1017
para 65 termos e M, = 0,0463 para 50 termos na série. Observa-se que para a Solucao
de Navier é necessario, de um modo geral, trabalhar com varios termos da série e, mesmo
assim, a convergéncia da solu¢do nao é obtida para alguns casos. O fato das séries que
representam os valores dos coeficiente de flexao e dos momentos fletores nao convergirem
de modo rapido para um resultado satisfatério implica na necessidade de um processo al-
ternativo em relagao a resolugao de Navier (JOHN]||1982). Dessa forma, na se¢ao seguinte

é apresentada a Solugdo de Lévy.

4.2 Problema pela Solucao de Lévy

Problema 4.2.1. Determine a flexdo de uma placa retangular parcialmente carregada,

mostrada na Figura [25] utilizando a Solugao de Lévy.
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Figura 25 — Placa retangular parcialmente carregada

, =P, = Const.

ey

/2 —>fe—a/2—]

. a Eall

F

A
Y
Fonte: (Figura Adaptada) Teoria a Aplicagoes de Placas - Rudolph Szilard

Para determinar a flexao da placa retangular, conforme a Figura utiliza-se a
Solugao de Lévy que é dada por uma solucao particular (w,) mais uma solucado homogénea

(wy,) conforme a descrigdo da equagao (3.58)).

Inicia-se o problema determinando-se a solucao particular, w,, que é obtida re-
solvendo a equacao (3.75) em que w, é expandida em Série de Fourier Simples como

segue

a

w, = Y wpsen (mmc) ) (4.9)
m=1

onde w,, € apenas funcao de y.

Porém, antes, necessita-se determinar p(x,y), fungdo que aparece em (3.75)). Esta
funcao representa o comportamento da carga que agirda sobre a placa. Como foi dito
no Capitulo 3, uma vez que a carga nao varia na diregdo de y, a carga, fun¢ao p(z,y),

também é expandida em Série de Fourier. Entao, escreve-se

a

s mmx
p(z,y) = D pmsen ( >
m=1

onde

2 : MTx
= — —_— ) 4.1
pe=2 [rtaen (222) (410
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Nesse caso especifico para o problema, pode-se considerar a carga p(z,y) como
uniforme durante o percurso da placa retangular na Figura . Isto é, p(x,y) = po.

Portanto, a equagao (4.10]) é reescrita como

a

5 2
P = — /posen (mwx) dzx. (4.11)
a) a

Resolvendo-se a integral

3
2po mnx
Pm = — [ sen dx
a J a

mmx

pelo método da substituicao, tomando u = , chega-se a
2 ; a 2 ; 2 3
Pm = L (u) du = ﬂ/sen (u) du = il { — cos(u)] :
a J mm mm mm 0
0 0
mmx

Retornando-se ao valor de u, u = , e aplicando o Teorema Fundamental do

Calculo, tem-se

2po mrx\12  2po mm 2po mm
Pm = — {— cos ( )] = — [— cos () + COS(O)} = — [1 — cos () ]
mm a 0 mm 2 mm 2

Portanto,
o (1= (%)
=—|1-— — . 4.12
b= 2011 cos (™ (112)
Analisando-se os valores para m =1,2,3,4,5,... em p,, tem-se
2
ﬁ, para m=1,3,5,...
i
P =3 P para m=2,6,10,. ..
mm

0, para m=4,812,...

Sendo assim, a expressao que representa p(x,y) é uma fun¢ao definida por:

> 2
Zﬁsen <m7r:13) , para m=1,3,5,...
— mn a
> 4
p(z,y) = Z PO sen <m7m) , para m =2,6,10,... (4.13)
—~ mn a
0, para m =4,8,12,...
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Substituindo-se a equagao (4.9) em (3.75)), e calculando as respectivas derivadas,

conforme abordado no Capitulo 3, tem-se

4 2 J2 4 o

dy? a dy? a a
onde p(x,y) é dado por (4.13)).

Logo, a solucao w,, é dada por

4 o0

a p(z,y) (mmx
wm:#lD; " sen( " > (4.15)

e p(x,y) depende dos valores de m como mostrado em (4.13)).

A solugao particular é

2 4 oo 1
o Z*SGH (mm>7 para m=1,3,9,...
™D 5~ md a
Ur = dppat &1 mmx (4.16)
D ;WSGD( " ) para m = 2,6, 10,...

Dessa forma, a equagao que representa a flexdo da placa pelo Método de Lévy é

w(x,y) = w, + Z [B cosh <m7ry> + C’mmﬂysenh (mwy)
a

a a

sen (mmv) , o (4.17)

m=1 a

para w, definido por (4.16)).

As constantes B,, e C,, sao determinadas de acordo com as condi¢oes de contorno
2

b 0
em y = ii’ w(z,y) =0e a—ls = 0 aplicadas na equacao (4.17)).

A fim de simplificar a notacao para o calculo das constantes B,, e C,,, define-se

fm como
2
fo? para m=1,3,5,...
fm = n}lpwap (4.18)
0
D)’ para m = 2,6,10, ...
82
logo, aplicando-se as condigoes de contorno w(zx,y) = 0 e i 0 na equacao (4.17)),
Y
tem-se:

w(z,y) =0 — fi, + By, cosh mny + C’mmﬂysenh MY — o
a a a
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0? 0?
I _g ~— |fm + B cosh (mﬂy> + C’mmﬂysenh (mwy)} =0.
dy a a a

Desenvolvendo-se a derivada de 2* ordem e aplicando-se as condi¢oes de contorno

em y = :|:§ tem-se

fm + By, cosh <W;Zb) + C’mn;;bsenh 77;7;1) =0
(B, +2C )ﬁ cosh mb +C @se h mmb) _ 0 )
" g2 2a o3 oh 2a )

Calculam-se as constantes B,, e C,, pelo software wxMaxima, conforme a Figura

Figura 26 — Calculo das Constantes

f + B-cosh{{m-%pi-b)/(2-a))+C-((m-%pi-b)/(2-a))-senh((m-%pi-b)/(2-a))=0
mhm
m C b m senh
(TI’ bm ] { 2a ]
B cosh +
2a

2a
(B+2-C)-{(m™(2)-%pi*(2))(a™(2)))-cosh({m-%epi-b)(2-a))+C-((m"(3)-%pi™(3)-b)}(2-a*(3)))-senh({m-%pi-b)(2-a))=0

+f=0

2 5 mhm 3 3 mhm
(2 C+B) m*©cosh " C b m~ senh
2a 2a
0

2 * 3
a 2a

algsys([%01,%03], [B,C])

mhm mhm
4 afcosh +1 b f m senh
2a 2a F

2
b mhm
clra*':.osh(Tr m] 2cosh
2a

[[B=-

Fonte: Proéprio autor.

Observacao 4.2.1. As constantes B,, e C,, na Figura[26|sao representadas pelas variaveis
BeC.

Verifica-se na Figura [26] que o cédlculo de B,, ainda pode ser simplificado. Logo,

tem-se

5o _ 4af,, cosh (”;ZZ) N fmmmbsenh (”;g’) ' (4.20)
4a cosh (mQ—Zb) 4a cosh (%Zb)

Dividindo-se a equagao (4.20) por 2a e fazendo-se as demais manipulagoes algé-

bricas tem-se
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2 fm fm m7rbsenh (”;a ) 2 fm fm m7rbsenh (mzb)
Bm = — 0 - 0 b b
2 cosh (m” ) 2 cosh (Wfb) 2 cosh (m” ) 2 cosh (m” ) cosh (mz )
em que
2fm SmE tanh (Wrb) fm mmb mmb
B = - ; _ [2+( >tanh< )]
2 cosh (m’rb) 2 cosh (m”b) 2 cosh (m”b) 2a 2a
Desde modo, as constantes B,, e ()}, sdo definidas por
fm b b fm
B,=———"—"—+-124 (22)tanh (Z222)|, C,, = .
2 cosh (";—Zb) [ ( ) ( ﬂ 2 cosh ( Zb) (4:21)
0. mmb . )
Atribuindo-se «,,, = 5, D& equagao 4.21]) obtém-se
a
B, = _Jm 2 + ap tanh (avy,)], Cp = _Im (4.22)
2 cosh (ayy,) ’ 2 cosh (ayy,)
e substituindo-se as constantes de (4.22)) em - tem-se
wy, = —fim(Q + ay, tanh(ayy,)) cosh(ny,) + fimnmsenh(nm)
2 cosh(ayy,) 2 cosh(ayy,)
cosh (1) nmsenh(1,,)
= —Jm |5 17 2 mt h m)) T 4 17 N |
o 4 lQ cosh(am)( + am tanh(am)) 2 cosh(ay,)
onde 1, = mry.
a

A fungado f,, ¢ uma funcdo definida por partes representada por (4.18) de acordo
com os valores de m. Pretende-se estabelecer uma expressao geral para a solu¢ao ho-
mogénea wy, em que a condicdo para m na série, esteja de acordo com todas as fungoes

envolvidas. Entao, define-se uma funcao k,,, como segue

2, para m=1,3,5,...,
km = {4, para m =2,6,10,..., (4.23)
0, para m=4,8,12,....

Nesse caso, wy, € escrita como
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Wh — —

poa’ i ko [ cosh n,,

Nm mrx
D% 2= w5 | 2cosh am(2 + ap, tanh(ay,)) senh(nm)] sen( - ) :

2 cosh(ayy,)

Portanto,

cosh (m)

Dol p mmb mmb
- l;)7r5 Z [2cosh (m”b) <2+ 2a tanh( 2a )) B
(%) <m7ry)] <m7r:c)
———————senh X sen
2 cosh (m“b) a a

a
Sea=0b,x= 3 e y = 0, a flexdo no centro da placa torna-se

N———

)

cosh (mx9
ok (o o (")) -

2 cosh (
ﬂsenh (mWO) sen <m7ra>
2 cosh (mm) 2 2a )

Logo,

- e (o e () ()

Portanto, a flexdo da Placa é dada por

w(x,y) =w, — ]Z;; Z {2coshl<”§”) (2 + % tanh (T))] sen (Trgr) . (4.25)

sendo

2poa’ 1
:502 Z—Sen (m;rx) , para m=1,3,5,...
= 4.26
o Apoa Z LS.en (mwx) , para m=2,6,10,... ( )
w D

Uma sub-rotina para calcular a solu¢ao da equagao (4.25)) foi implementada com-
putacionalmente no software Octave. A implementacao foi dividida em duas etapas: na
primeira etapa ¢ mostrado o desenvolvimento para obtencao da solugao particular w,. E

na segunda, é apresentada a solucao homogénea wy,.
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4.2.1 Obtencao da Solucdo Particular w),

Nas Figuras|27]e[28|sao apresentadas a implementag¢ao computacional do algoritmo

para a solucao particular w,, dada por

2poat & 1 mnx
w, = 7T50D > —sen (a) ,para m=1,3,5,.... (4.27)

m

e a representacao grafica desta solugao.

Figura 27 — Sub-rotina para calculo de w, equacao 1}

1 p= 2/(pi*5):
2 i = 0; srd4=
3
4 C]for n=
Sifi= i+
6 fc2 = 1/n"5;
T | 2 = sin((n*pi)/j2):;
8 | x4 = 5r4 + c2%t2
S |wp = p¥*srd
10| v(i) = wp
11 endfor
12 -
13 plot(l:lengthiy),¥v,Ll:length(vy), v, ' ' 1
14 xlakbel | )
15 +vlabel| |
16 legend| ]
Fonte: Préprio autor.
Figura 28 — Grafico da solucao w, equacao 1}

0.00854 T T T T

0.006535 H

000653 H
g
L
L 0008525
&
n
&
= 0.00852
8
Q2

0.008515 .

",
0.00851 —l.'
0.008505 L L L L
a 20 40 &0 BO 100
Ndmero de Termos

Fonte: Proéprio autor.
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Tabela 5 — Flexao Méaxima - Solugao de Lévy

w, equagao (]4.27 [)

Numero de Termos da Séries
1
2

4
)
10
15

Wp
0,0065355
0, 0065086
0,0065107
0,0065103
0,0065104
0,0065104
0,0065104

Fonte: Préprio autor.

Observa-se, na Figura 28 que a solugdo precisa de poucos termos para convergir.
De fato, analisando-se a Tabela [5] construida conforme o grafico, nota-se que a série
converge para 0,0065104, ja a partir do quinto termo. Portanto, o coeficiente numérico

resultante para a solugao particular w, ¢ 0,0065104.

Agora, para a funcao particular w,, representada por
4 oo 1

; —=S€en <

mp
tem-se a implementagao computacional do algoritmo na Figura e sua representacao

mmnx

. 4p0a
W = D

> ,para m =2,6,10,..., (4.28)

grafica na Figura [30]

Figura 29 — Sub-rotina para o célculo de w, equagao 1}

1 p=4/(pi*5):
2 i = 0; sr4=
3
4 C]for n=-2:
5 i=i+l;
g jc2 = 1l;n"5;
T t2 = gin((n*pi)/2):
8 | 5r4 = 5r4 + cCc2*t2
S | wp = p*sr4
10 | v(i) = wp
11 | endfor
12 L
13 plot(l:length(y),y,l:length({vy), ¥, . . )
14 xlakel | )
15 viabel ( )
16 legend ( )

Fonte: Proprio autor.
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Figura 30 — Grafico da solucao w, equacao 1)

1.4e-18

1.2e18 |

Coeficiente de Flexio

Be-20 |

8820 |

4820 1 L 1 L
0 10 20 30 40 50 &0
Namero de Termas

Fonte: Proprio autor.

Observa-se pela Figura [30|que a solugao w,, equacao (4.28)), converge para 1.0078 x

107 a partir do quinto termo. Assume-se, neste momento, que a solucao Wy, equacao
(4.28) converge para zero.

Dessa forma, a solugao particular da placa é dada por

4
w, =0, 00651041%. (4.29)

4.2.2 Obtencao da Solucdo Homogénea wy,

O célculo para obtencao da solugdo homogénea wy, foi realizado seguindo as mesmas
etapas descritas na subsecao [4.2.1} o algoritmo foi implementado computacionalmente no
software Octave e dividido em duas etapas, uma vez que a solu¢do homogénea depende

dos valores de k,,, equagao (4.23)), dependendo do valor de m. Tomando-se a equagao

@),

— %)76:5 Z [2coshl(";”) (2 + % tanh (?))] sen <77”;7r> : (4.30)

primeiramente, considera-se o caso em que k,, = 2 para m = 1,3,5,.... A Figura

apresenta a sub-rotina implementada computacionalmente no software Octave.
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Figura 31 — Sub-rotina para calcular wy, para k,, = 2, m impar

1 k= —(2/(pi~3))

2 gl=0; i=0:

3Eﬂﬁcr m=

4 i=i+l:

5 cl = L/(2%cosh({ (m*pi)/2)):

& c2 = (Z+{(m*pdi) /2) *tanh( (m*pi) /2) ) :
T c3 = /m™(5);

8 tl = gin((m*pi)/2):

g 51l = 531 + cl*c2*tl;

10 | wm = k*s1

11 V(i) = wm

12

13 | end

14 L

15 plot(l:length(y),v,l:length(y), v, . . )
lé xlakel | )

17 viliakbel | )

18 legend | )

Fonte: Proprio autor.

A Figura|32|apresenta a representagao grafica da solucao wy, para k,, = 2, m impar.

Figura 32 — Grafico da solugao wy, para k,, = 2, m impar

-0.004 T T T T

0.0041 F |\ .

0.0042 | g

0.0043 F | .

Coeficiente de Flexao

-0.0044 - | b

-0.0045 a 1 L L
L] 10 20 a0 40 50
Mamerg de Termaos

Fonte: Proprio autor.

Observa-se pelo gréfico (Figura que a solugao converge rapidamente. Na ver-
dade, analisando-se a Tabela [0] conclui-se que a convergéncia, em 7 algarismos significati-
vos, é obtida com 5 termos da série. O resultado obtido para wy, considerando k,,, = 2, m

impar, é igual a —0,0041105.
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Tabela 6 — Flexao Méaxima - Solugao de Lévy

Solucgao wy, para k,, = 2, m impar

Ntumero de Termos da Séries wy,
1 —0,0044809
2 —0,0040868
3 —0,0041118
4 —0,0041104
) —0,0041105
10 —0,0041105
15 —0,0041105

Fonte: Préprio autor.

Agora, considerando-se k,, = 4 para m = 2,6, 10, ..., as Figuras [33| e |34] mostram

os resultados obtidos. Avaliando-se o grafico (Figura chega-se a conclusao que a solu-

¢ao converge utilizando-se, também, de poucos termos. Na verdade, obtém-se o resultado

utilizando-se 3 termos da série. O resultado obtido para wy,, considerando-se k,, = 4 para

m = 2,6,10,..., é igual & —3,6 x 107!, Assume-se, neste momento, que a solucao wy,,

considerando-se k,, = 4 para m = 2,6, 10, ...

converge para zero.

Figura 33 — Sub-rotina para calcular wy, para k,, =4, m = 2,6, 10, ...

1 k= -(4/(pi~5))

2 s1=0; i=0;

2 [|for m=2:

4 i=i+l;

5 cl = 1/ (Z*coshi(m*pi)/2)):

[ c2 = (2+((m*pi)/2)*tanh((m*pi)/ 2));
T c3 = Jm™(5)

i tl = sin((m*pi)/2):

g g2l = 821 + cléc2&*tcl:

10 | wm = k¥*=1

11 yii) = wm

12

13 | end

14

15 plot(l:length(vy),v,l:length(y),V, ' r12)
16 =xlabel| )

17 ylabel| )

18 legend| ]

Fonte: Proprio autor.
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Figura 34 — Solugao wy, para k,, =4, m = 2,6,10, ...

-3e-19 T
-3.28-19
(=]
5 34819
w
5
o
E LN
L,q_)elae-_g_“l..l..l..lI.II.II..I..I..I..I..Il.ll.lI.II.‘I._
=]
&)
-3.8e19
4e-19 ! ) . ]
L] 10 20 30 40 50
Namero de Termos
Fonte: Proéprio autor.
Portanto, a solu¢ao homogénea wy, é dada por:
poa’
wp = —0,0041105——. (4.31)

D

Somando-se as solugoes w,, equagao (4.29) e wy, equagao (4.31]), obtém-se a flexao
da placa pelo Método de Lévy:

4 4
w = [0,0065104 — 0, 0041105]1% ~ 0, 00239?%. (4.32)

Os resultados obtidos para o Problema [4.2.1] sdo comparados com os dados dispo-
niveis em (TIMOSHENKO, |1959), que serviram de base para este trabalho. A Tabela

apresenta a comparacao entre os resultados, considerando-se 3 algarismos significativos.

Tabela 7 — Comparacao dos Coeficientes de Flexao

Coeficientes de Flexao w

Dados w= - P
Q
Timoshenko 0,00203
Leitao Dias 0,00239

Fonte: Préprio autor.

Pode-se avaliar na Tabela [7| que a solu¢do para a flexdo w proposta por (TI-
MOSHENKO] 1959) e a descrita neste trabalho apresentam a concordéancia de 3 algaris-
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mos significativos.

Os problemas apresentados neste trabalho foram resolvidos pela Solugao de Navier
e pela Solucao de Lévy. Tais solugoes analiticas sao ditas exatas, pois, em ambos os casos,
foi possivel, por meio das Séries de Fourier, transformar um conjunto infinito de equagoes
algébricas nao-lineares em solugoes de precisao que resolvem os problemas aplicados pela
Equacao Diferencial da Placa. Constatou-se fazendo a comparacgao entre os dois problemas
que cada um s6 ¢é resolvido por um tipo de solucao apenas, ou seja, o Problema 4.1.1 s6
soluciona-se pela Solucao de Navier e o Problema 4.2.1 s6 soluciona-se pela Solucao de
Lévy. Isso depende-se das condigoes de contorno associadas a cada problema. E também
que o Método de Lévy mostrou-se mais eficaz do que do o Método de Navier pelo fato

que a convergéncia em Lévy é muito mais rapida do que em Navier.
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5 Conclusao

O conhecimento do comportamento estrutural de placas é essencial para um di-
mensionamento que garanta a integridade estrutural dos elementos e, consequentemente,

da estrutura como um todo.

Neste trabalho estudou-se a Equagao Diferencial de Lagrange, que descreve o com-
portamento de uma placa por meio da fun¢do deslocamento w(z,y) nas dire¢oes z e y
quando nesta é colocada uma carga genérica pg. A solugao desta equacao foi obtida, de
acordo com condi¢oes de contorno pré-estabelecidas, através de dois métodos: a Solucao
de Navier, empregando Séries Duplas de Fourier e a Solucao de Lévy, utilizando Série de

Fourier em uma variavel.

Os algoritmos para o calculo das solugoes e obtencao de sua representacao grafica
foram implementados computacionalmente para os dois métodos propostos no presente
trabalho, tendo em vista uma maior eficicia em relagao a convergéncia desses resultados.

A implementagao foi feita em linguagem Octave, versao 5.1.0.

Verificou-se que para a Solugao de Navier é necessario, de um modo geral, trabalhar
com varios termos da série e, mesmo assim, a convergéncia da solu¢ao nao é obtida para
alguns casos. O fato das séries que representam os valores dos coeficientes de flexao e
dos momentos fletores ndo convergirem de modo rapido para um resultado satisfatorio
implicou na necessidade de um processo alternativo em relacao a resolucao de Navier: a

Solugdo de Lévy, que resulta em convergéncias mais rapidas e satisfatorias.

Os resultados obtidos, a partir da aplicacdo da metodologia proposta nesse tra-
balho, comportaram-se de maneira satisfatoria e demonstram que as solugoes analiticas
constituem uma importante ferramenta de analise, além dos modelos computacionais, que
podem auxiliar engenheiros e matematicos aplicados no estudo do céalculo estrutural das

placas.

Conclui-se, dessa forma, que as solugoes analiticas propostas pelos Métodos de
Navier e Lévy sao suficientes para determinar as equagoes de deslocamentos e dos mo-
mentos fletores para certos casos, conforme condi¢des de contorno adequadas. Além disso,
a elaboracao deste trabalho foi fundamental para uma melhor compreensao de como a
Matematica é aplicada na area da Engenharia Civil e da importancia de um conhecimento
matematico profundo para o estudo de modelos que representam fenémenos presentes na

natureza através de equagoes diferenciais.

Como propostas de continuidade, propoe-se estudar a convergéncia para as Séries

de Fourier para cada um dos métodos de solucao. Além disso, investigar a eficacia de
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outros métodos para solucionar a Equacgao Diferencial da Placa, tais como os métodos

numéricos computacionais, como por exemplo, os Método das Diferencas Finitas e Método

de Elementos Finitos.
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