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Resumo

Apesar da Teoria de Grafos ser uma importante area da programagdo matemética com
diversas aplicacoes, o desenvolvimento de aplicativos especializados ainda ocorre lenta-
mente, sem conseguir acompanhar a demanda da comunidade académica pelos mesmos.
Visando colaborar com o desenvolvimento de softwares produzidos por cientistas, faz-se
necessario realizar um estudo aprofundado dos fundamentos matematicos que governam
os algoritmos desenvolvidos. O presente trabalho tem como objetivo geral apresentar a
fundamentagao matematica da teoria e da técnica de solu¢ao do algoritmo out-of-Kilter,
desenvolvido pelo matematico Delbert Fulkerson, para o Problema de Fluxos em Rede.
Para tanto, sdo apresentados conceitos da topologia dos grafos e da Algebra Linear ne-
cessarios para o desenvolvimento do algoritmo. Além disso, o presente estudo busca con-
tribuir com a realizacao de uma prova conceitual do algoritmo na resolucao de problemas

importantes como os de fluxos em redes.

Palavras-chaves: Fluxos em Rede, Out-Of-Kilter, Prova Conceitual, Grafos.



1 Introducao

Segundo Hernandes (2007), a teoria de grafos é uma importante area da progra-
macao matematica, com um papel de destaque em areas de engenharia e na pesquisa
operacional, fornecendo ferramentas para tratar problemas de redes. No entanto, de
acordo com Coelho (2007), existem dois modos de produgdo envolvidos no desenvolvi-
mento de softwares cientificos: o desenvolvimento comercial, realizado por empresas de
software com programadores profissionais; e o desenvolvimento feito por cientistas, nao

necessariamente programadores, geralmente realizado de forma colaborativa.

Vaz (2017) afirma que algumas disciplinas, como a de Teoria de Grafos, necessitam
da utilizacao de ferramentas computacionais no decorrer de seu andamento e que apesar
disso, carecem de massa critica para estimular o desenvolvimento de pacotes comerciais
para seus problemas especificos. Logo, faz-se necessario um estudo aprofundado sobre a
fundamentagdo matematica envolvida nos algoritmos de solucao de problemas em rede

conhecidos para que os mesmos possam vir a ser implementados.

Um exemplar deste tipo de algoritmo trata-se de um método alternativo conhecido
como algoritmo out-of-Kilter, desenvolvido por Delbert Fulkerson em 1961. Ao contrario
do algoritmo primal simplex em um grafo, o algoritmo out-of-Kilter nao é a especializacao
de um método mais geral. O algoritmo foi desenvolvido especificamente para problemas de
rede e é tinico na literatura de programagao mateméatica (KENNINGTON e HELGASON,
1980).

Assim, o presente trabalho busca realizar um estudo sobre a fundamentacdo ma-
tematica da teoria e da técnica de solucao para problemas de fluxo em rede através do
algoritmo out-of-Kilter. Para tanto, este estudo busca apresentar as propriedades ma-
teméaticas da topologia dos grafos e os conceitos de Algebra Linear necessérios para o
entendimento do desenvolvimento do algoritmo, bem como realizar uma introdugao aos

problemas de fluxos em rede e seus métodos de solugao.

Por fim, a contribui¢do do trabalho é mostrar e incentivar o leitor, a partir do es-
tudo da fundamentagao tedrica do algoritmo, sobre a importancia e a necessidade de criar
as proprias implementagoes computacionais. Pois, devido ao peso computacional das ope-
ragoes matriciais que, geralmente, sao abordadas nas técnicas de solucao implementadas

por pacotes comerciais, resolver um problema de rede, podera tornar-se inviavel.



2 Fundamentacao Matematica

Este capitulo apresenta os fundamentos mateméaticos que envolvem os problemas
de fluxo em rede, tais fundamentos se alicercam sobre a Teoria de Grafos e a Algebra
Linear. E valido ressaltar que as notacoes e convengoes utilizadas sao as mesmas adotadas

por (KENNINGTON e HELGASON, 1980), mesmo quando sao abordadas definigoes de

outros autores.

Assim, considera-se um vetor linha (matriz 1 x n) quando pré-multiplica uma
matriz e um vetor coluna (matriz n x 1) quando pés-multiplica uma matriz. Considere a

seguinte formulacao para o problema de rede de custo minimo:

Min cx (1.1)
s.a. Ar=r (1.2)
[<z<wu (1.3)

onde, A é a matriz de incidéncia no-arco, z o vetor de fluxos associado aos arcos, r o vetor
de ofertas e demandas associados aos nés da rede , ¢ o vetor de custos, [ e u representando

as capacidades minimas e maximas de fluxo nos arcos da rede.

Considera-se uma rede, que pode ser representada por um grafo G, contendo I nés
e J arcos e uma matriz de incidéncia né-arco A4 associada a rede. Para cada arco j, tem-se
F(j) = ie T(j) = k, destaca-se que F(j) e T(j) referem-se as palavras em inglés “from” e
“to”, ou seja, o arco j parte do né i e se direciona para o né k. O arco j é formalmente
descrito como um par de nés (F(j), T(j)) tal que F(j) # T(j).

T
F (i

Figura 1 — Representacao de um arco j.

Segundo Machado et al. (2014), um grafo dirigido trata-se de uma estrutura
constituida por conjuntos de nés e arcos, representados respectivamente por N e R. Assim,
pode-se observar na Figura 2 o grafo G = (N, R) formado pelos conjuntos N = {1, 2, 3,

4} e R = {617 €2, €3, €4, 65}'



Figura 2 — Representacao de uma rede através de um grafo G.

Ainda de acordo com as autoras, o grafo G = (N, R) pode ser representado através
de uma matriz onde as colunas representam os arcos (e, €, €3, €4, €5) enquanto as linhas
representam os nés (1, 2, 3, 4), a qual chama-se matriz de incidéncia né-arco. Os elementos
de tal matriz assumem trés valores distintos: 1 quando o arco sai do né 4; -1 quando o arco
chega ao né 7; 0 nos demais casos. Logo, a matriz de incidéncia né-arco que representa o

grafo da Figura 2 é dada por:

1
2
310 -1 -1 0 1
4

De acordo com Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017), um percurso é definido
como uma familia de ligagoes sucessivamente adjacentes, ou seja, cada ligacdo tem uma
extremidade adjacente a extremidade da ligacao anterior enquanto sua outra extremidade
é adjacente a posterior. Ainda de acordo com os autores, um percurso diz-se fechado
quando a ultima ligagado da sucessao for adjacente a primeira, além disso, diz-se simples

quando nao repetir ligacoes.

Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017) definem, entdao, um ciclo como sendo um
percurso simples e fechado além de definir um caminho como um percurso que segue a
mesma orientacdo a partir do vértice inicial. A Figura 3 (a) representa um ciclo C' = {1,
e, 2, eq, 4, €5, 3, €2, 1} enquanto a Figura 3 (b) um caminho P = {1, e, 2, e3, 3, e5, 4}

para o grafo G apresentado anteriormente.



a)

Figura 3 — (a) representagao do ciclo C; (b) representac¢ao do caminho P.

O comprimento de um caminho ou ciclo é o nimero de arcos no caminho ou ciclo.
Para cada caminho ou ciclo, com comprimento n, a orienta¢ao da sequéncia O(P) de n

elementos é definida como segue:

+1, se ej; = (n;,n;1)

O(P) = (1.4)

—1, se e;; = (niH,ni)

Logo, é possivel observar que para o caminho P = {1, e1, 2, e3, 3 e5 4} ilustrado

na Figura 3 (b) a orientacdo da sequéncia é {+1, +1, +1}.

Kennington e Helgason (1980) afiram que uma arvore trata-se de um grafo conexo
e aciclico, ou seja, todo par de nés do conjunto N pode ser conectado através de um
caminho, além disso, para cada par de noés do conjunto N existe apenas um caminho
que os conecta. Ainda segundo os mesmos, uma arvore com raiz refere-se a uma arvore

contendo um arco conectado apenas a um no.

Além disso, uma arvore 7 é um subgrafo gerador de G, também chamada de
arvore geradora para G. Na Figura 4 é possivel observar a ilustracao de ambos conceitos

de arvores.

© ® @ €

Figura 4 — (a) representacao de uma arvore; (b) representacao de uma arvore com raiz.



A seguir sao enunciadas algumas preposi¢oes demonstradas por Kennington e Hel-

gason (1980) que servirdo como suporte para os resultados encontrados posteriormente.

Proposi¢do 1: se uma sequéncia finita P = {ny, €1, N2, €2, ... M, Cjn, Nny1} € um

caminho ou ciclo em um grafo préprio G' com matriz de incidéncia A, entao:
im1 Oi(P)A(j;) = em — e (1.5)
onde e é o vetor candnico com entrada +1 correspondente aos vértices n e n+1.

Um conjunto X ¢ linearmente independente quando nenhum vetor v € X é com-
binagao linear de outros elementos de X (LIMA, E. L., 2014).

Proposigao 2: se C = {n, €j1, no, €ja, .. N, €jn, NMmy1} € ciclo de um grafo préoprio G

com matriz de incidéncia A, entao:
iz Oi(C)A(ji) =0 (1.6)

Como consequéncia direta da proposi¢do 2, temos que um ciclo C = {n, e;1, no,

€2, Ny €jns Mt} de um grafo préprio G, com matriz de incidéncia A, tem seu conjunto

seeny

de arcos {A(j;): i =1, ..., n} linearmente dependente.

Proposicao 3: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G. Seja
7 = [N, R] um subgrafo de G, isto é, uma arvore contendo pelo menos dois nés. Entao

{A(j): e; € R} é linearmente independente.

O posto, segundo colunas, de uma matriz A é definido como o niimero méaximo de
colunas linearmente independentes em A (LIMA, E. L., 2014).

Proposicao 4: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G conexo

e com n nés. Entao o posto da matriz A é n — 1.

Proposigao 5: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G =[N, R]
onde G possui n nés. Seja R um subconjunto de R tal que {A(): ¢ € ]Ai’} é linearmente

independente com R tendo n — 1 arcos. Entao, 7 = [N, /]i’] ¢ uma arvore.



2.1 Caracterizagao de uma matriz Basica para o Problema de Fluxo em Rede

Pela Proposicao 4, a matriz de restricao para o problema nao possui o posto
completo. Entdo, a fim de completar o posto para a matriz de restricdo, o problema

(1.1)-(1.3) passa ter a seguinte formulagao:

Min cz (1.7)
s.a. Av+ael =r (1.8)
[<z<u (1.9)
0<a<0 (1.10)

onde, [ é um inteiro positivo menor ou igual ao nimero de noés n com a estritamente igual

a zero. A solucdo 6tima para (1.1) também serd solugao 6tima para (1.7).

Assim como anteriormente, a seguir sao enunciadas algumas proposi¢oes que ser-
virdo de suporte para futuros resultados. Suas demonstragoes podem ser encontradas em
Kennington e Helgason (1980) bem como em Machado et al. (2010).

Proposicao 6: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio conexo
G = (N, R) possuindo n nés. Seja 7 = (N, ]A%) uma arvore geradora para G. Entao,
B = {A(j):¢; € RYU{€'} gera B, i.e, existe um conjunto de colunas n a partir de [A| ¢
| que gera E™.

Proposicao 7: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio conexo
G = (N, R) com né raiz I. Se B é uma base para [A] ¢ |, entdo d€B e 7 = (N, ﬁ) ¢
uma 4rvore geradora para G, onde R = {e;: A(j) € B}.

Considere a seguinte arvore 7, representada na Figura 5. Apesar do conjunto de
vetores representados serem linearmente independente, os mesmos nao geram um espago
vetorial E"™.



Figura 5 — Representacdao de uma arvore 7 de G.

Visando que o conjunto de vetores representados na Figura 5 gere o espago vetorial
E"™, basta adicionar um arco raiz na arvore 7, pois desta forma o conjunto de vetores se
torna uma base, gerando o espago vetorial E". A Figura 6 ilustra uma arvore bésica 7p

para G a partir da inclusdo do arco raiz.

Figura 6 — Ilustracao de uma arvore 7 com arco raiz e né raiz l.

A partir das proposigoes acima, pode-se caracterizar uma base para a equacao
(1.8).

Proposicao 8: Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio, conexo e
enraizado com né raiz I. Uma base para [A| €' | é um conjunto de arcos correspondentes

a arvore geradora 75 para G.

Proposicao 9: seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio, conexo e
enraizado com né raiz I. Seja B uma base a partir de [A] €' |. Logo, é sempre possivel

rearranjar a matriz B para que se apresente na forma de uma matriz triangular.

O algoritmo 1, descrito a seguir opera diretamente na arvore 7pg associada a matriz

bésica B.



Algoritmo 1
1. Inicializagdo:

Faca B ser uma base qualquer para o problema de fluxo em redes. Associe a essa base B
a uma arvore geradora T com no raiz l. Seja n o ntmero de nés da arvore 7g. Faca

i+1.

2- Encontre uma folha da drvore que nao seja um né raiz 1.

Seja r # [, uma folha qualquer de tp. Faga e, ser o arco da arvore tp incidente em 7.

3- Insira i-ésima linha e coluna.

Faca a i-ésima linha de B corresponder ao né r e faga a i-ésima coluna de B corresponder

a0 arco e

4- Reduza a drvore.

Se i = n — 1, vd para o passo b; sendo tp < [ N — {r}, R — {es}], i<— i +1, e vd para o

passo 2.

5- Insira o no e arco raiz.

Faca a n-ésima linha de B corresponder ao no [, e faga a n-ésima coluna de B ser o arco

raiz e

Considere a matriz basica B, nao triangular associada a tp da Figura 6. Através
da aplicacao do algoritmo 1 descrito anteriormente, é possivel transformar a matriz B na

matriz bésica triangular B’.

€1 €4 €5 €

1 0 0 1 0

2 1 -1 0
B =

3 0 0 0 1

4 | -1 0 —1

A seguir, serd mostrado como realizar tal operacao com um simples passo a passo.



Passo 1: encontre uma folha da arvore que nao seja um né raiz, ou seja, um no
ligado apenas a um arco. Escolhendo o né 3, basta deletar o vértice 3 e o arco adjacente

es. Assim:

Figura 7 — Passo 1, triangularizacao da matriz basica B.

Passo 2: repita o processo para os demais nés e arcos:

] e &
e 3 i oL
g L D
€ € € i
'E'| 3 ..... L
B = i

Figura 8 — Passo 2, triangularizacdo da matriz basica B.

Como nao existem mais folhas, apenas o no raiz, basta adicionar o n6é 2 e o arco

e; & matriz B’:

B’

N N
[a=)

|

[—

|

—_
_ o O O



2.2 Algoritmo Especializado para o Problema de Fluxo em Redes

O intuito de um algoritmo de resolucao para o problema de fluxo de custo minimo
¢ melhorar a cada iteragao o valor da fungao objetivo, minimizando-a ou maximizando-a,
enquanto respeita as restricoes impostas ao problema. Partindo de uma solucao bésica

viavel conhecida, o algoritmo alterna entre solucoes basicas buscando encontrar uma so-
lugdo bésica 6tima vidavel (LOESCH, H., 1999; LONGARAY, A., 2013).

Particionando as matrizes A, ¢, x, [ e u em variaveis basicas e nao basicas tem-se:
A = [B| N|, c = [B] N], x =[ 28] 2], | = [IB] IV] e u = [uP| v"] entdo:

Min BaP + NN (1.11)

s.a. BaxP + NaV = (1.12)
1B <P < b (1.13)
IV <2V <oV (1.14)

Isolando z® na equacio (1.12), tem-se:

B =B~ BN (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.11), (1.12) e (1.13) obtém-se:

Min & B7'B + (N — P BIN) oV (1.16)

s.a. B < B7'b — BNV <P (1.17)
IV <2V <oV (1.18)

Em problemas de rede de custo minimo é garantido pelas proposicoes anteriores

que o calculo matricial

(N — & BIN) (1.19)

pode ser efetuado diretamente no grafo que representa a rede, eliminando o peso com-
putacional do calculo da matriz B~' que se faz necessirio quando o algoritmo nao é
especializado. Para determinar (1.19) é necessario primeiramente determinar ¢® B~

fazendo:



m=cP B! (1.20)

o que significa determinar os s relativo aos nés da arvore 7.

No entanto, a equagao (1.20) é calculada resolvendo o sistema linear, pois a matriz

B pode ser transformada sempre em uma matriz triangular:

B =cP (1.21)

Assim, todos os m}s sdo unicamente determinados pela Proposi¢gao 9. A matriz
béasica B pode sempre ser colocada na forma triangular. O sistema linear (1.21) é resolvido

fazendo uso da arvore 75 , com né raiz 1 e resume-se a determinar:

m = 0
(1.21-a)
TrG) - TrG) =¢ Ve €lp.
Substituindo (1.20) em (1.19), tem-se:
N—m N (1.22)
Equivalente a:
¢ —TEG) T TTG) (1.23)

O calculo (1.23) é entao realizado para determinar se a funcao objetivo pode ser
melhorada com a entrada de uma variavel ndo basica . Assim, sdo definidos dois con-

juntos:
Uy ={e;: 25 =1 e — 7y + Try) + ¢ < 0}, varidveis limitadas inferiormente.
Vo = { et z; = uj e —mp(j) +7ry) +¢; > 0}, varidveis limitadas superiormente.
Se existir algum 2V € 1)1 U 1), entdo a funcio objetivo pode ser melhorada.

Somente quando 1 U 1, = () a solugdo 6tima é encontrada.

Considerando 1, U 1, # (), uma varidvel nao bésica z, € 1)U, é selecionada a

entrar na base.



O i-ésimo elemento do produto matricial B~!N é dado por

BN (1.24)
Como a coluna de Ng;) = A entao

B Ay (1.25)
Para realizar o célculo de (1.25) é necessario primeiramente determinar:

y = B Ay, (1.26)

O que significa determinar O;(P), a orientagdo dos arcos na arvore 7 No en-
tanto, como a matriz B pode ser colocada na forma triangular, a equacao (1.26) pode ser

determinada resolvendo o sistema linear.
By = Agy = '™ —eTh) (1.27)

Assim a expressao (1.27) pode ser efetuada operando diretamente na érvore 75 eliminando

o peso computacional do calculo de B~'. O produto matricial:
c’y (1.28)
equivalente a:
iz1¢;.0i (P) (1.29)

Pela Proposicdo 1, a equagao (1.4) indica que o teste de razdo pode ser obtido
operando no grafo. Se os arcos da arvore Tg sao ordenados como e, €, ..., €xr, COITes-
pondendo as colunas I de B. Entdo, as componentes de y podem ser determinadas pela

orientacao da sequéncia

(1.30)

0, caso contrario

{OZ(P), Se €gn = €j; epP



onde

E o cédlculo de Ay e As no teste de razao é especializado como

Al — OiI(le)H:é{iL'ji — l]’i, OO} (131)
Ay _Orir%}Dr)l:(s{uji — xj;, 00} (1.32)
A min{Aq, Ag, up — i} (1.33)

O teste de razao determina o valor A que sera adicionado ou subtraido, ao fluxo

do arco que entra, que encontra-se em sua capacidade minima ou maxima. O valor A

entdo é repassado para todos os arcos basicos que formam ciclo com o arco que entra.

Assim, o algoritmo para o problema de rede de custo minimo pode ser desenhado:

Algoritmo 2

O algoritmo Qut-of-Kilter, desenvolvido por Delbert Fulkerson, foi desenvolvido

para encontrar solugdes Otimas para problemas de fluxo em rede. Mais detalhes sobre

condi¢oes de otimalidade para problemas de fluxo em rede podem ser encontrados em

Kennington e Helgason (1980).

Considerando:

Augy = mr(f)-mr(d)-c (1.34)

Temos que as condi¢oes de otimalidade para o problema de fluxos em rede podem

ser escritas como:

Az =10 (1.35)

Ay < 0quando z; =1
Ve; € E ¢ A,j= Oquando ! <z; <y (1.36)
A, > 0 quando z; = u;



Assim, é possivel classificar os arcos de acordo com o quadro abaixo:

Ay <0 Ay =0 Ay >0
T, = Uj out-of-Kilter in-Kilter in-Kilter
<z <y out-of-Kilter in-Kilter out-of-Kilter
z; =1 in-Kilter in-Kilter out-of-Kilter

Este método parte de uma solucao basica viavel conhecida, contendo tanto arcos
“in-Kilter’ quanto arcos ‘out-of-Kilter’. A cada iteracdo o algoritmo melhora o resultado
da funcao objetivo até encontrar uma solugao basica étima viavel, ou seja, quando todos

arcos estiverem ‘in-Kilter’.

Algoritmo 2.1 — Out-of-Kilter

PO. Seja z uma solucao tal que Az = b, | < z < u. Seja m qualquer vetor de variaveis

duais.

P1. Encontre um arco out-of-Kilter. Seja es um arco out-of-Kilter. Se todos arcos

estiverem in-Kilter pare, a solugdo ¢ 6tima.

P2. Fase primal.

Execute o Algoritmo 2.2 com o arco e;. Se o Algoritmo 2.2 termina com a conclusao de

que nao existe ciclo, entao va para P3; em caso contrario volte ao P1.

P3. Fase dual.

Execute o Algoritmo 2.3 com a arvore obtida no P2. Se o arco e, esta out-of-Kilter, entao

volte ao P2; em caso contrario volte ao P1.

Algoritmo 2.2 — Fase Primal
PO. Inicializagao.

Se A5 < 0 entdo N « {T(s)} e Aps¢— Xs; caso contréario N « {Fo} e Ap) + u, -

Xs.

Faca R+ Q.



P1. Determinacao dos candidatos para a drvore T.

Sejam:

br={e .6 # e, Do) 20,%5 <uy, F(j) € Ne T(j) € N}
va={ej. ¢ # e Ay < 0,2 > 1 F(j) € Ne T(j) ¢ N}

Se U U ¥y = (), entao termine a fase primal com a conclusao de que nao existe ciclo.

P2. Adicio de novo arco na drvore T.
Selecione o arco ¢ € ¥ U ¥y .
Se e, € Y1, entdo Apgy < min {Aqapy, up - o1}

Se ¢, € wg, entao AT(k)<_ min {AF(k)7 :ck}

Faca N « N U {F(k), T(k)} e R + R U {ex}.
Se {F(s), T(s)} C N, entdo va para P3.
Se {F(s), T(s)} € N, entdo volte ao P1.

P3. Atualizacao do fluxo no ciclo.

Se A5 < 0, entao induzir o fluxo no ciclo por Ap,), caso contrario induzir por Ar).

Algoritmo 2.3 — Fase Dual

P1. Determinar os arcos incidentes na drvore T.
Sejam:

Ys=1{e. TG) € N, () ¢ N e A < 0.

o ={e;. T()) ¢ N, F(j) € Ne Ay > 0}

P2. Determinar a maior mudanca possivel.

Faca 0« min [|A.;|], ej € 13 U 4.

P3. Facam; « m — 6, Vi e N.



3 Uma Prova Conceitual da Teoria Matema-
tica do Algoritmo Out-of-Kilter Especiali-

zado para Redes.

Conforme mencionado anteriormente, o problema de fluxos em rede apresenta
diversas aplicacoes em diferentes dreas do conhecimento. Um exemplo préatico consiste
em minimizar o custo total no transporte de produtos de um ponto (nd) a outro através de
estradas (arcos). Neste caso, pode-se considerar ¢; como o custo por unidade de produto

transportado por cada arco j e m; o preco de transportar o produto pelo arco j até o né i.

A Figura 7 representa a rede onde 9 unidades de um produto devem ser deslocadas
do n6 de origem 2 até os noés de destino 1 e 3, onde serao alocadas respectivamente 1 e 8
unidades deste produto. A Tabela 1 informa os custos por unidade de produto associados

a cada arco presente na rede.

Figura 9 — Rede de transporte de um produto.

Tabela 1 — Custos de Transporte nos arcos.

Arco Custo (c;)
€1 0

€ 100

€3 1

Cq 2

€5 100




O problema enunciado pode ser formulado matematicamente da seguinte maneira:

Min Z = 0xq + 10029 + 23 + 224 +100x5 + Ozg
—X1 —$2+ZE3 = —1
s.a r1+ T4 +2x5 =9

Tog— X3 — Ty — Xy = —8

02 <8 0<2,<5; 0<23<9; 0< 2y <10; 0 <25 <10.

Uma solugao basica inicial para o problema é x1 = 0,20 = 1,23 = 0,24 = 9,25 =
0 cujo valor Z inicial é 118 u.m. (unidades de medida). Além disso, nos nés tem-se
m = (0, 0, 0). Aplicando o Algoritmo 2:

1? iteracao:
No primeiro passo trata-se de verificar quais arcos estao out-of-Kilter. Na Tabela

2 é possivel observar quais arcos satisfazem tal condicao.

Tabela 2 — Anélise da condicdo dos arcos na 1% iteracgao.

Az x (solucao atual) Condicdo

A,y =0 1 =0 in-Kilter

Ay = —100 T =1 out-of-Kilter

Az =—1 x3 =10 in-Kilter

Ay = —2 x4 =9 out-of-Kilter

Ay = —100 x5 =0 in-Kilter
Seja eg = eg. Assim:

1. Fase Primal:

PO. Inicializacao:
Como A,z < 0, entdo N+ {1}eA; + 1

f{<— 0.

P1. Determinacdo dos candidatos para a drvore T:

Nesta etapa apenas e, e3 sao candidatos pois e4, e5 nao se relacionam com o no

1. Assim:



e:c1=0; xq=0;Fyy=2¢ Ne Ty =1€ N. Logo e; € 1.

es: c3 = —1;x3 = 0. Logo e3 ¢ 11 e e3 & 1.

Em futuras etapas quando um arco e ¢ 101 e e, ¢ 1o, serd dito apenas que o arco

e, falha como candidato.

P2. Adigcio de novo arco na drvore T.
Como e € 11, entdo Ay < min {Aq, uy - x1}; Ay < min {1, 8},

AQ(—]_.

N« NU{Fy , Twh N« {1} U {1, 2},

N ={1,2}.
R+ RU{a}; R+ DU {e},
R={e}.

{Fis), Tis)} = {3, 1} € N, volte ao P1.

P1. Determinacdo dos candidatos para a drvore T:

er: Ay = 0; x; =0; Fjy =2 € N. Falha;

es: Ayizy = —1;  x3 = 0. Falha;

er: Ay = —2; x4 =9; Fyy =2¢ N e Tay =3¢ N. Logo e4 € 1s;
es: A = —100; x5 = 0. Falha.

P2. Adicao de mnovo arco na drvore 7.
Como e4 € 1y entdao Ag < min {1, 9},

Ay =1,

N« {1,2} u {2, 3},
N = {1, 2, 3}.

R+ {e} U {e},



R={e e }.
{Fi5), T} = {3, 1} C N, entdo va para P3.

P3. Atualizacao do fluzo no ciclo.

Como ¢, < 0, induzir fluxo por Az = 1.

Esta etapa consiste em atualizar o fluxo no ciclo C; = {3, e, 2, e, 1, e, 3}.
Destaca-se que o ciclo tem origem no né 2, assim orientacao da sequéncia é {-1, +1, -1},

conforme ilustra a Figura 8.

Figura 10 — Ilustracao do ciclo C;.

Para a atualizagdo do fluxo (solugdo) é preciso determinar os componentes de y

conforme a Equagao (1.30). Assim, tém-se y = [1 -1 0 -1 0]. Portanto:

X =X+ A *y,
x=1[01090]+ (1)*[1-10-10],
x=[10080]



2% iteracao:

Tabela 3 — Analise da condigao dos arcos na 2% iteragao.

AW x (solugao atual) Condigdo

A,qy=0 r1=1 in-Kilter

A = —100 29 =20 in-Kilter

Ay =—1 x3 =20 in-Kilter

Ay = —2 Ty =38 out-of-Kilter

A,z = —100 x5 =10 in-Kilter
Seja es = e4. Assim:

Fase Primal:

PO. Inicializacao:

Como A,y < 0, entdo N < {3} e Ay 8.

}Az<— 0.

P1. Determinacgdao dos candidatos para a drvore T:

er: Ay = 0; x1=1,Fp)y=2¢ N e Tay=1¢ N. Falha;

e2: Az) = —100; x5 = 0. Falha;

es: Ayizy = —1;  x3 = 0. Falha;

es: Ayi) = —100; x5 = 0. Falha.

N3io hé ciclos.

Fase Dual:

P1. Determinar os arcos incidentes na drvore T.

er: Azqy = 0. Falha;

€2

€3:

€4:

€5:

= —100; T2y = 1 ¢ N. Falha;

=-1; T =3€NekFs =1¢ N. Logo es € v3;
=-2 Ty =3€NeFy =2¢N Logo e € 3;
=—100; T;5y =3 € Ne Fz =2 ¢ N. Logo e5 € 9s.

s = {es, ey, €5}



P2. Determinar a maior mudanc¢a possivel.
f<— min {|A2(3)|, ’AZ(4)|, |AZ(5)‘}; 0+ min {1, 2, 100},
0=1.

P3. Atualizacio dos Precos em N.
N = {3}7

T <— T; -H,ViEN.

w3 4wy -0 ;m3=0-1,

T3 = —1.

m=(0, 0, —1).

Finalizada a fase dual é possivel refazer a fase primal visando obter novos resul-
tados a respeito da condi¢ao dos arcos, pois devido aos novos valores de m, os custos c;

serao alterados.

3% iteracgao:

Tabela 4 — Anélise da condigao dos arcos na 3% iteracgao.

AL x (solugao atual) Condigdo
A,q)y=0 r =1 in-Kilter
Ay = —101 r9 =0 n-Kilter
Az =0 x3 =20 in-Kilter
Ay =—1 Ty =38 out-of-Kilter
Ay = —99 x5 =10 in-Kilter

Seja es = e4. Assim:

Fase Primal:

PO. Inicializacao:

Como A4 < 0, entao N+ {3} e Az < 8.

JA%e 0.




P1. Determinacdo dos candidatos para a drvore t:

er: Ay = 0; xi=1,F)=2¢ N e Tay=1¢ N. Falha;

e2: A 2) = —101; x5 = 0. Falha;

e3: Ay =0; x3=0; Fi3y=1¢ Ne Tz =3 € N. Logo e3 € ¢y
es: Ayiy = —99; x5 = 0. Falha.

P2. Adicio de novo arco na drvore t.
Como e3 € 17 entdo Ay < min {8, 9},

Ay = 8.

N« {3} U {1, 3},

N = {1, 3}.
R+ O U {e},
fg: {63}-

{F(4), T(4)} = {2, 3} g N volte ao P1.

P1. Determinacgdo dos candidatos para a drvore t:

er: Ay = 0; xi=1; Fpy=2¢ N e Toy=1¢ N. Logo e, € 1
e2: A9) = —101; x5 = 0. Falha;

es: Ayi) = 0; x3 =0; Fzy=1¢€ Ne T3y =3 € N. Falha;

es: Ay = —99; x5 = 0. Falha.

P2. Adigcao de novo arco na drvore t.
Como e; € 1y entdo Ay < min {8, 7},

A2:7.

N« {1,3} u {2, 1},
N = {1, 2, 3}.

Re {es} U {en},



ﬁ: {637 61}.
{Fuy, Ty} = {2, 3} C N, entdo va para P3.

P3. Atualizacao do fluzo no ciclo.

Como A.(4) < 0, induzir fluxo por Ay = 7.

Esta etapa consiste em atualizar o fluxo no ciclo Cy = {2, ey, 1, €3, 3, e4, 2}, cuja

orientacao é {+1, +1, -1}, conforme ilustra a Figura 9. Assim, temosy = [1 01 -1 0].

Figura 11 — Tlustracao do ciclo .

Logo, a nova solugao é:

x=[10080]+(7)*[101-10],
x=1[80710].

42 iteracao:

Tabela 5 — Anélise da condicdo dos arcos na 4% iteracao.

A () x (solucao atual) Condicdo
A,qy=0 =38 in-Kilter
Ay = —101 T =0 in-Kilter
Az =0 x3="7T in-Kilter
Ay =—1 =1 out-of-Kilter
ALy = —99 x5 =0 in-Kilter

Seja es = e4. Assim:



Fase Primal:
PO. Inicializacao:
Como A,y < 0, entdo N < {3} e Az + 1.

}Az<— 0.

P1. Determinagdao dos candidatos para a drvoret:

er: Ay = 0; x1=8 Fr)y=2¢ N e Tay=1¢ N. Falha;

e2: Ap) = —101; x5 = 0. Falha;

e3: Ay =0; x3="T; Fzy=1¢ Ne Tz =3¢ N. Logo e3 € ¢y
es: Ayiy = —99; x5 = 0. Falha.

P2. Adigcio de novo arco na drvore T.
Como ez € 9 entdo Ay < min {1, 2},

Ay = 1.

N« {3} U {1, 3},

N = {1, 3}.
R 0 U {es},
]A% = {63}-

{F(4), T(4)} = {2, 3} g N volte ao P1.

P1. Determinacdo dos candidatos para a drvorer:

er: Ay = 0; x1 =8 Fu)=2¢ N e Tay=1¢ N. Falha;
ex: Ay) = —101; xp = 0. Falha;

e3: Az = 0; x3 =17, Fgy=1¢€ Ne Ty =3 € N. Falha;
es: Ay = —99; x5 = 0. Falha.

N3ao hé ciclos.



Fase Dual:

P1. Determinar os arcos incidentes na drvore T.

er: Ay = 0. Falha;

e: Aoy = —101; T(py =1¢€ NF(Q) = 3 € N. Falha;

es: Ayiy = 0. Falha;

es: Dy =—1; Ty =3¢ N e Fuy=2¢ N. Logo e4 € vs;
e Aysy=—99; Ti5) =3€ NeFz =2¢ N Logo es € 3.
V3 = {e4, €5}

P2. Determinar a maior mudanca possivel.
0<— min {|A.w)|, |Ass)|}; 0« min {1, 99},
0=1.

P3. Atualizacio dos Precos em N.
N = {1, 3}.

T 20—1:—1

Ty=—1—1=-2.
7= (=1, 0, —2).

5% iteracgao:

Tabela 6 — Anélise da condicdo dos arcos na 5% iteracgao.

A(j) x (solucao atual) Condicdo
Ay =1 r1 =8 in-Kilter
Ay = —101 T =0 in-Kilter
A,z =0 r3="7T in-Kilter
A4 =0 re=1 in-Kilter
ALy = —98 x5 =0 in-Kilter




Todos arcos encontram-se in-kilter, portanto o problema esta em sua solucao 6tima

x=[80710], comZ=9. A Figura 10 ilustra a solugao.

Figura 12 — Ilustracao da solucao 6tima viavel basica encontrada.



4 Conclusao

O presente trabalho realizou uma prova conceitual, do algoritmo Out-of-Kilter,
desenvolvida especificamente para problemas de fluxos em rede. Tal prova deu-se através
da utilizacdo de resultados e propriedades matematicas da Teoria de Grafos, Algebra

Linear, Topologia e Combinatéria.

Visando exibir a estreita relacdo com os conteiidos mateméaticos supracitados, bem
como fazer a ponte entre a teoria e aplicagao, estudou-se os conjuntos convexos, revisitou-
se conceitos de ponto extremo, de fronteira e de interior. Possibilitando, assim, a com-
preensdo do porqué existe uma solucdo exata para o problema de fluxo em redes. E
importante também salientar que, a fundamentacao teérica do algoritmo para grafos esta
alicercada sobre Espacgos Vetoriais, trazendo importantes conceitos como base, dimensao,

conjunto gerador, vetores linearmente independentes e dependentes.

Além disso, a relevancia do trabalho desenvolvido consiste no estudo da funda-
mentacao matematica dos algoritmos de fluxos em redes auxiliar pesquisadores no desen-
volvimento de softwares especificos para grafos. Algoritmos desenvolvidos para problemas
de fluxo em redes podem operar diretamente no grafo, sem a necessidade de operagoes
matriciais. No caso geral, aplicativos sao suportados por algoritmos desenvolvidos utili-
zando tais operacoes, onde a cada iteracao faz-se necessario o calculo da matriz inversa
B!, seja para determinar as varidveis duais (valores de 7) ou para realizar o teste da

razao (orientagdo dos arcos na arvore 7g.).

Finalmente, pode-se dizer que o trabalho desenvolvido resultou em avangos sobre
o entendimento da fundamentacdo matematica de um algoritmo de fluxo em redes bem
como na ampliagdo do elenco de problemas reais que conseguem ser resolvidos com sua

utilizacao.
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