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Resumo

Propomos um modelo compartimental do tipo SIRC fracionario para a propagacao de
doencas infecciosas entre duas populacoes que interagem. O modelo parte do pressuposto
que as duas populagoes estao divididas em compartimentos, Suscetiveis (S), Infectados ou
Infecciosos (I), Recuperados ou Removidos (R) e individuos com Imunidade Cruzada (C),
cuja dindmica entre os compartimentos de uma mesma populacao é governada por uma
derivada de ordem fraciondaria, enquanto a interacao entre as populacoes distintas é carac-
terizada pela proporc¢ao da interacao entre individuos suscetiveis e infectados de ambas
as populacoes. Entre as inovagoes na modelagem estao a inclusao do compartimento C,
no qual se encontram individuos com uma protecao adquirida por uma contaminagao no
passado por virus de estrutura semelhante ao estudado e a analise da memoéria imunolé-
gica adquirida, modelada pelas derivadas de ordem fracionaria. Do ponto de vista tedrico,
provamos boa colocacao para o modelo proposto, isto é, a existéncia de uma tnica solu-
¢ao continua em toda a semirreta positiva, que depende continuamente dos parametros do
modelo, das condigoes iniciais e das ordens das derivadas fraciondria. A andlise tedrica é
complementada pela apresentacao de simulagoes numéricas que visam entender os efeitos
das derivadas de ordem fracionaria (memoria) na dindmica das distintas subpopulagoes,

distribuidas em cada compartimento.

Palavras-chaves: Modelagem Epidemiolégica, Modelos Comportamentais, SIRC multi-

populagoes, Calculo Fracionario.



Abstract

We propose a fractional SIRC compartmental model for the spread of infectious disea-
ses between two interacting populations. The model assumes that the two populations
are divided into compartments, Susceptible (S), Infected or Infectious (I), Recovered or
Removed (R) and Cross-immune (C), whose dynamics between the compartments of the
same population is governed by a fractional derivative, while the interaction between dis-
tinct populations is characterized by the proportion of interaction between susceptible
and infected individuals of both populations. Among the innovations in modeling are
the inclusion of compartmentC, in which there are individuals with a protection acquired
by a contamination in the past by viruses of similar structure to the studied and the
analysis of acquired immunological memory, modeled by fractional derivatives. The the-
oretical analysis is complemented by the presentation of numerical simulations that aim
to understand the effects of fractional order derivatives (memory) on the dynamics of the

different subpopulations, distributed in each compartment.

Key-words: Epidemiological Modeling, Behavioral Models, Multi-population SIRC, Frac-

tional Calculus
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Introducao

As doencgas infecciosas causadas por virus ou bactérias e a historia dos seres vivos
sobre a Terra estao interligadas, como pode ser comprovado por registros em fosseis.
Entretanto, registros sisteméticos de doencas que atingiram a humanidaddl] s6 foram
possiveis a partir do momento em que a mesma teve interesse a partir de observacgoes. Os

pontos chaves de uma area chamada epidemiologia sao observar e registrar.

O fato é que epidemias e pandemias sempre existiram e continuarao existindo.
Se nao sdo propriamente controladas, trazem consequéncias muito graves tanto para a
saude humana quanto problemas na cadeia alimentar, (HETHCOTE, 2000)), e consequen-
temente implicam em problemas econdémicos. Isso pode ser mensurado pelo que estamos
presenciando nestes ultimos anos como a pandemia do Coronavirus, (SHEREEN et al.
2020).

Quando se fala em algo que resulte em um grande niimero de mortes é natural
pensarmos em grandes guerras, porém, mesmo juntando todas elas ainda ¢é possivel afir-
marmos que o nimero de mortes € menor que a mortalidade em pandemias recentes,
(ANDERSON| [2013; ANDERSON; MAY/ [1983). Os héabitos de vida modernos, con-
centragao de individuos em locais muito préximos e onde distintas populagoes (mesmo
distantes) interagem com facilidade devido a facilidade de deslocamento, criaram o am-
biente perfeito para a propagacgao rapida de agentes infecciosos. Desta forma, houve a
necessidade de uma vigilancia constante para a observacao do surgimento de novas do-
encas, bem como o entendimento de como uma possivel ameaca pode ser disseminada.

Neste ponto, a modelagem matematica tem contribui¢oes muito importantes.

Neste trabalho, propomos e analisamos algumas caracteristicas da propagacao de
uma doenca em duas populagoes distintas e que interagem a partir de modelos compar-
timentais do tipo SIRC, como em, (GOMES; CEZARO, 2018; GOMES| [2018; GOMES;
CEZARO, 2019; CASAGRANDI et al., 2006)). Este modelo compartimental é incremen-
tado com uma dindmica fraciondria (derivadas de ordem fracionéria do tipo Caputo), com

as quais assumimos capturar alguns efeitos de meméria.ﬂ

O trabalho esta dividido em:

1 Pelo que se tem conhecimento, a primeira vez que se teve sucesso no combate a uma peste foi em (458-

377 a.C.) por Hipdcrates (YANG, 2001)), e isso s6 ocorreu pois o mesmo percebeu que as quem ficava
proximo ao fogo nao eram acometido pela doencga. Portando Hipdcrates ordenou que acendessem
fogueiras por todos os lados e assim acabou com a contaminacgao.

Aqui, memoéria significa a capacidade de nosso sistema imunolédgico de reconhecer e reagir a patégenos
devido a uma exposicao anterior a variantes do mesmo.
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No Capitulo (1, fazemos uma breve introdugao a epidemiologia matematica e in-

troduziremos as variaveis principais de modelos compartimentais do tipo SIRC.

No Capitulo [2| apresentaremos uma breve introdugao ao célculo de ordem fraci-
onaria. Nos deteremos com mais detalhes na solu¢ao de problemas de valor inicial com
derivadas de ordem néao inteira. A motivacao para tal estd em deixar este trabalho de

forma o mais auto-contido possivel.

No Capitulo 3] apresentamos o modelo compartimental SIRC fraciondrio com duas
populagoes que interagem. Provamos a boa colocacao do modelo, ou seja, existéncia de
uma tunica solugao, que depende continuamente dos parametros, das condigoes iniciais e

das ordens das derivadas, na Segao [3.2]

No Capitulo[d] apresentamos e discutimos uma série de simulagoes numéricas, com
distintos cendrios para a escolha das ordens das derivadas, da magnitude das populagoes
e de como estas interagem. Fica evidente pelos cenarios apresentados que, em alguns
casos existe uma clara vantagem da memoria imunoldgica, em especial, no caso em que
as populagoes que interagem sao idénticas, como discutido na Secao .1} Por outro lado,
a analise se torna muito mais complexa a medida que as populacoes sao de tamanhos

distintos, como discutido na Secao [4.2|

No Capitulo [5] apresentamos as conclusoes deste trabalho e uma série de diregoes

futuras a serem seguidas.
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1 Toépicos Sobre a Modelagem Epidemiolo-

gica

A epidemiologia é a area que estuda as epidemias, isto é, as doengas que se pro-
pagam em uma populagao. Além disso, sao analisadas as condi¢oes que determinam a
frequéncia e a distribuicao de tais doengas, ndo caso a caso, mas sim as caracteristicas

gerais que interferem em toda a populacao.

Um método muito utilizado na epidemiologia ¢ a divisao da populagao em grupos
(ou compartimentos) e a formulagao de sistemas de equagoes diferenciais que modelem a
dindmica da populacao. Os termos dessas equagoes diferenciais sao produtos dos com-
partimentos com parametros que serao apresentados no decorrer deste Capitulo. Além
da apresentacao dos compartimentos e dos parametros, sera feito uma explicagao sobre
a estimativa de tais parametros que tém a funcao de relacionar os compartimentos e a

deducao do modelo completo.

1.1 Compartimentos

Nesta secao serao expostos alguns modelos compartimentais populares na modela-
gem epidemiologica. Comegaremos definindo os compartimentos que serao mais utilizados

neste trabalho, conforme o fluxograma abaixo:

Figura 1 — Diagrama Compartimental STRC.

« O grupo dos Suscetiveis, S(t), que sdo os individuos saudéveis que caso sejam

expostos a doenca podem vir a ser infectados.

e O grupo dos Infectados, I(t), que sao individuos que estao infectados em dado
momento t e que, caso entrem em contato com algum suscetivel, pode torna-lo

infectado.
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e O grupo dos Recuperados, R(t). Neste compartimento, como o préprio nome
indica, estao os individuos que se recuperaram da doenca e que adquiriram total

imunidade, mesmo que temporaria, a uma nova infecgao.

Observagao 1.1.1. No compartimento R(¢) também estao os individuos que por algum
outro motivo, por exemplo através de vacinagao, obtiveram imunidade total. Porém como
neste trabalho nao consideraremos a dinamica de vacina¢ao, optamos por restringir tal

compartimento apenas aos individuos que tiveram a doenca e se recuperaram.

Outros compartimentos sao:

e O grupo dos Expostos, E(t), onde os individuos estdo infectados mas ainda nao
podem contaminar ninguém, também chamado de compartimento latente devido ao

periodo de laténcia da doenca.

e O grupo da Imunidade Cruzada, C(t), onde os individuos ji foram infectados e
apOs um tempo recuperados, com imunidade, passam a ser suscetiveis nao a doenga

original, mas a uma mutacao dela.

A imunidade cruzada explica uma imunizacao adquirida em uma primeira infecgao
e que protegerd mais tarde contra outros agentes infecciosos, sejam eles virus ou bactérias.
De maneira geral, um anticorpo ¢é especifico contra um agente, mas eventualmente pode

atuar contra outros micro-organismos de espécies préximas.

Observacao 1.1.2. O termo "imunidade total'estd sendo utilizado para destacar a dis-

tincao entre imunidade total e imunidade parcial, devido a existéncia do compartimento
C(t).
1.2 Parametros

Como trabalharemos com varias constantes, é essencial que os significados destas

estejam bem claros. As constantes sao:

1 representando a taxa de mortalidade;
o [ representando a taxa de infecgao;

» v representando a taxa na qual uma populac¢ao imunoldgica cruzada pode se tornar
suscetivel novamente e é dada por:
J— 1 .
7= periodo de imunidade cruzada’

o o representando a probabilidade média de reinfeccao do individuo que esteja no

compartimento C'
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» « representando a taxa de recuperacgao. Esta taxa ¢ calculada de acordo com o
periodo infeccioso, isto é, o tempo que os individuos permanecem doentes:

1
tempo que os individuos ficam no compartimento I(t);

o =

o ¢ pode ser vista como o tempo médio de aparecimento de novos aglomerados
dominantes. Esse parametro depende do periodo de imunidade total, ou seja, o
tempo que a leva para a imunidade cruzada:

1
0= ;
tempo que os individuos ficam no compartimento R(t)

e Ry representa a taxa de reprodutividade basal.

Observacao 1.2.1. Convenientemente consideraremos a taxa de mortalidade igual a taxa

de natalidade em prol da constancia na populacao.

Estes parametros sdo obtidos através de andlises clinicas, que fogem do escopo do
trabalho. Nas simulagdes numéricas no Capitulo {4 serdao utilizados valores ficticios para

0s parametros.

1.3 Modelo Compartimental SIRC

Modelos matematicos para propagacao de doencas infecciosas sao constantemente
propostos e aprimorados, (YANG] 2001; |CAI et al.| 2015; HETHCOTE, [2000), de forma
que estes fornecam um modelo que represente a realidade, na forma mais fidedigna pos-
sivel, mantendo a simplicidade suficiente para que o tratamento teérico/numérico seja
viavel. Com esta caracteristica, modelos matematicos possibilitam simulac¢oes de cenarios
sobre os processos de disseminacao e a dinamica das doengas, os quais sao capazes de

fornecer subsidios para as tomadas de decisoes das autoridades competentes.

O modelos compartimentais sao descritos por meio de uma dinamica entre distin-
tas subpopulagoes de uma populagao total N, que estdao divididas em compartimentos.
A partir da lei de acao das massas, determinamos que a disseminac¢ao de uma epidemia
em uma populagdo deve ser proporcional ao produto da densidade de individuos susce-
tiveis S pela densidade de individuos infecciosos I. Conjuntamente, temos uma série de
parametros biolégicos que caracterizam as passagens da percentagem da populacao de
um compartimento a outro, dependendo das caracteristicas especificas do fendomeno em

estudo.

Neste trabalho concentraremos nossa atencao num modelo compartimental, que
chamaremos de MP-FSIRC no Capitulo |3| que pode ser interpretado como uma variacao

do modelo compartimental SIRCE] introduzido na literatura por Casagrandi et.al no ano
1

O modelo SIRC é uma variante do modelo compartimental do tipo SIR, proposto originalmente por
Kermack e McKendrick em 1927, (KERMACK; MCKENDRICK, |{1927)
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de 2006 (CASAGRANDI et al., 2006). Neste modelo cada uma das duas populagoes (1 e2)
segue a dindmica descrita pelo fluxograma na Figura[I] e os compartimentos S, I, R,C e

com parametros descritos na Segao anterior.
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2 Introducao ao Calculo Fracionario

Apesar de nao ser um assunto tao conhecido, o calculo fracionario teve sua origem
junto ao calculo de ordem inteira que estamos habituados, em 1695 quando Leibniz utilizou
a notacao "

T (x) (2.1)

para falar da n-ésima derivada de uma funcdo f em relagdo a variavel x,a principio

. . . . . . 1
considerando n € N. Entretanto foi questionado o que (2.1)) significaria para n = 3.
Essa pergunta, especificamente, "o que seria a derivada de meio?", deu nome ao calculo
fracionario, pois n nao estava contido somente nos nimeros racionais. A ordem n podia
ser um numero real ou até complexo. Os 1ultimos casos nao serdao considerados neste

trabalho, pois utilizaremos apenas n racional.

J& no século XVII houveram algumas defini¢des do que seria a derivada fracioné-
ria, contudo, foi a pouco mais de 50 anos que comecgaram a aparecer aplicacdes para o
calculo nao inteiro. Em 1969 Caputo propds sua propria definicao da derivada de ordem
fracionéaria e a utilizou para resolver problemas de viscoelasticidade em seu livro (CA-
PUTO, [1969)). Apesar da introdugao dessa area a Matemadtica aplicada ser recente, os
exemplos de utilizagdo s@o intimeros, aplicados na fisica, biologia e quimica. Ainda, apli-
cagoes extremamente atuais, como na psicologia matematica, com a utilizacao de sistemas
de ordem fracionéaria para modelagem do comportamento humano, isso devido ao efeito
de memoria que as derivadas de ordem fracionarias agregam ao problema, memoria que
o ser humano tem e que afeta seu comportamento. Uma dessas aplicacoes pode ser en-
contrada em (AHMAD; EL-KHAZALI, |2007)) onde é realizada a analise da evolucao das
relagbes romanticas que nitidamente se encaixa em problemas onde a memoria interfere

na dindmica.

Neste Capitulo serao apresentadas as Defini¢oes e Teoremas que sao extremamente
necessarios para a formalizacao do calculo fracionario, assim como os proprios operadores

nao inteiros. Mas antes falaremos um pouco de um dos Teoremas classicos do calculo.

2.1 Conceitos Fundamentais

Comecaremos com algumas defini¢oes e relembrando resultados do célculo classico
que foram necessarios para a generalizacao dos operadores integral e derivada para o caso

nao inteiro.

Teorema 2.1.1. (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R uma
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fungao continua, e seja F' : [a,b] — R definida por

Entao, F é diferenciavel e

Demonstracao. A demonstragdo pode ser encontrada em qualquer livro de Calculo Dife-
rencial e Integral ou Andlise Real, por exemplo, (LIMA| [2009). [

Esse Teorema mostra uma relagao direta entre os operadores derivada e integral,

tal relacao deve ser mantida nos operadores fracionarios.

Diferentemente do que acontece em um curso de calculo, onde aprendemos derivada
e depois integral, no calculo nao inteiro é mais conveniente definir a integral e em seguida a
derivada, pois logo veremos que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é a derivada

inteira de uma integral fracionaria.

Definicao 2.1.1. Apresentamos algumas defini¢des que serao utilizadas no decorrer deste
trabalho:

(a) Denotamos por D a aplicacao que leva uma fun¢ao diferencidvel na sua derivada.

(b) Por J, denotamos o operador que mapeia uma fungao f, integravel a Riemann no

intervalo [a, b], em sua primitiva centrada em a, ou seja,
x
Jof(x) == / F(t)dt
a
para a < x < b.
(c) D™ e J2 denotam, respectivamente, a n-ésima iteracao de D e J, paran € N, i.e.,

D! = D, D" .= DD !
Ji; =J,, JI = Jan"l quando n > 2.

Considerando a Defini¢ao acima, para uma funcao f, continua por partes em [0, 00)

e integravel nesse intervalo, temos a seguinte composicao

Jf®) = JIf(b)
= /Obe(y)dy para 0 < b < 00

= [ [ fwyiwdy
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Pelo Teorema de Fubini, (SPIVAK] 1965), temos que

/ / x)drdy = / / x)dydx (2.2)
Notemos que f nao depende da variavel y, entao
2ie) = [ 1) [ dvae= [l a
_ /Obf(g;)(b — x)dx (2.3)
Analogamente, desenvolvemos J3

Jf(b) = JIf(b)
= /ObJQf(y)d para 0 < b < o0

_ /Ob/oyf( —xdmdy—// (y — x)dydax

= [16) [z = [ 1) [“’”)T_b i

2 _
Yy=x

_ /Dbf(x)(b;aj) dx (2.4)

Seguindo de forma iterativa, obtemos sucessivos resultados como (2.3)-(2.4) e
assim, encontramos uma generalizagao para J" f(t) da seguinte forma

7o = [0

dx.
Definigao 2.1.2. Seja f uma fungao integravel a Riemann em [a, b]. Entao, parat € [a, 0]

en € N, temos que
1

(n—1)!

No decorrer deste Capitulo este operador serd generalizado para valores de n nao

T f(x) = | @=0m (2.5)

inteiros. Para isso é necessario entender o que significa (n — 1)! para 0 < n € R. Isso
sera feito com a utilizagdo de uma funcao extremamente conhecida e importante, que

generaliza a ideia de fatorial para nimeros nao inteiros, a funcao Gamma de Euler.

2.1.1 Funcoes especiais

Com o intuito de fazer um trabalho autocontido serdao apresentadas as defini¢oes
de duas fungoes essenciais para as generalizagoes do calculo fracionario. Além disso,

apresentaremos alguns Teoremas importantes com aplicagoes de tais fungoes.

Definigao 2.1.3. A fungao I' : (0, 00) — R, definida por

= / t* e ldt,
0
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é chamada fun¢io Gamma de Euler (ou integral de Euler de segunda espécie).

Esta fungdo possui algumas propriedades que podem ser encontradas em (DI-

ETHELM| 2010a). A mais importante para esse trabalho é a seguinte.

Teorema 2.1.2. Se n € N, entdo (n — 1)! =I'(n). Além disso, em particular, I'(1) =1

Demonstracio. Esse teorema é facilmente demonstrado através de indugao matemaética.

Para isso comegaremos mostrando que vale para n=1, i.e., que I'(1) = 1,

1) = /Ootl—le—tdt:/ooe—tdt
0 0

b
= lim e tdt

b—o0 Jo
= Jim [,
-t = ()] = i - )
0
= liml—e?= liml—g
b—oo b—oo
=1

Em seguida, mostraremos que se vale para n = k, entdo é valida paran =k + 1,

i.e, queremos mostrar que
Fk)y=k-1)=T(k+1)=F!

Por definicao,

T(k+1) / D=1t gp — / tFetdt
lim / thetdt
a—07t ,b—oco

Facamos a troca de varidvel ©v = t* e dv = e~tdt, assim temos du = ktF~'dt e v — e,

L . b b
entao a integral que temos que resolver é [} udv = v.v — [ vdu

I'(k+1) =  lim {[t’“.(—e—t)}:—/b —e_t.ktk_ldt}

a—01,b—o00
0 o0
= lim |—dfe— [ —bF + k/ e tdt
a—07T,b—o0 0
= kI'(k)
Pela hipétese de indugao, I'(k) = (k — 1)!, entéao

T(k+1)=k.(k— 1) =kl

Portanto, para n € N, temos (n — 1)! = I'(n).
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As proximas propriedades serao utilizadas para resolucao de exemplos e completar

as demonstracoes.

Defini¢ao 2.1.4. Sejam «, f € R,. Entdo, B(«, 3) é chamada a fung¢io Beta de Euler

ou, ainda, a fung¢ao de Euler de sequnda espécie e é dada por
Bla, ) := / 19711 — )P (2.6)
0

Teorema 2.1.3. Sejam «, f € R,. A funcao de Euler de segunda espécie pode ser escrita

da seguinte forma: (@T(8)
- (a)T(B
‘B(a’6>__ F(@‘+ﬁn

em que [' é a funcdo de Euler de primeira espécie.

(2.7)

Uma fun¢ao que aparece com recorréncia no calculo de ordem fracionaria e que
generaliza a funcao exponencial é a funcdao de Mittag-LefHler. Passaremos a defini-la

abaixo.

Definigao 2.1.5 (Func¢ao de Mittag-Leffler ). Consideremos a defini¢ao da fun¢ao Gamma

de Euler definida acima. Entao, a fungao

[e.9]

Eo(z) =Y _ Z(T(j0+ 1)) (2.8)

J=0

é conhecida como a funcao de Mittag-Leffler de ordem 6.
Seja 01,0, > 0, a funcao Ey, g, definida por

Ep,0,(2) = Y_ 2/ (T(j01 + 02)) (2.9)

=0
é conhecida como a fungao de Mittag-Leffler de dois parametros.

E a chamada funcao de Mittag-Leffler com multi parametros é dada por
[e'S) k
E(911,912,~--,91k),(921,922,--.,9%)(z) = Z 2! H (F<j01n + 02”))_1 (21())
7=0 n=1

Uma propriedade importante da fungao de Mittag-Leffler Ey(z) é o seu compor-

tamento assintdtico, discutido no Lema a seguir.

Lema 2.1.1. (DIETHELM] [2010b, Teorema 4.4) Seja 6 € Ry. Entao, a fungao de
Mittag-Leffler (2.8)) satisfaz:

« i) A funcio Ey(re'®) — 0 para r — oo se |¢| > &;
o ii) A fungdo Ey(re?) permanece limitada para r — oo, se |¢| = %’r;

« iii) A fungdo |Ep(re*)| — oo para r — oo se |¢] < .

Com o que foi apresentado, podemos falar em integral fracionaria.
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2.2 Integral de Riemann-Liouville

Vamos definir, primeiramente, uma funcao integravel a Lebesgue.

Defini¢ao 2.2.1. Chamamos L,[a,b] de espago das fungoes integrdaveis a Lebesgue, onde

1 < n. Esse espaco é definido da seguinte maneira

L,la,b] .= {f . |a,b] = R; f é mensuravel em [a, b] e /b |f(z)|["dx < oo} .

Por fim, podemos reescrever (2.5 como

RI@) = g [ @ =

e, ainda, teremos J} bem definida pois I'(n) ¢ definida em R7.

Definigao 2.2.2. Seja a,b € R com a < b, f € Ly]a,b] en € R,. O operador integral

fracionario segundo Riemann-Liouville de ordem n é definido a esquerda por

ﬂvuazréwlﬁx—w”VVMt (2.11)

para a < x < b.

Observagao 2.2.1. Notamos que:

o Nitidamente, para n € N, a integral fracionaria de Riemann-Liouville equivale a

definicao classica.
« Quanto a existéncia de ([2.11))
(i) Para n > 1 a integral fracionéria existe uma vez que o integrando é o produto
de uma funcao que, por hipétese, é integravel, e uma fun¢ao continua.
(ii) Por outro lado, para 0 < n < 1, a existéncia de nao é tao clara, portanto

sera necessario estabelecer alguns conceitos.

Definigao 2.2.3. Sejam f e g fungdes definidas em [0, 00). O operador linear h, definido

por
ha) = (Fg)(a) = [ Ft).g( —t)d (2.12)

é chamado produto de convolucao.

Definigao 2.2.4. Definimos a fungdo de Gel’fand Shilov paran € N— {0} ev e R—Z_

da seguinte forma

2 para z >0 L_l, ara r > 0
bula) o= | G PRI 20 | Sy para e (2.13)
0, para x <0 0, para x < 0.
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Teorema 2.2.1. Seja f € Lifa,b] e n > 0. O operador J”f(z) existe em quase todo
ponto x € [a, b].

Demonstragio. Da definigao de ¢,(x) e da Definigao , obtemos que
(@ux @) = [ F(0)- oula—t)dt
T —¢ n—1
_ / Flo)- T g
0

Teorema 2.2.2. Sejam m,n € R,. Entao J"J" = J™t"  Além disso, J™J" = J*J™.

Demonstracio. Como vimos que J™ e J" podem ser definidos como convolugoes ¢,, e ¢,
respectivamente, é suficiente mostrar que ¢, * ¢, = Ppin-

Bom,

(‘bm * (bn)(x) = / ¢m : x — t)dt

_ xtml_(x—t)”—l
= o T Ty

= (m)lr( / tmHx — )" dt

I

_ :;)Fl /tm 1(1—)n Lt (2.14)

Fazemos a troca de variavel,

t
U=——==t=ux
T
dt
du=— = xdu=dt
T

temos novos limites de integragao

t—>0:>u—>9:()
X

A
t—r—u——=1
A
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Portanto, reescrevemos ([2.14) como
l.nfl T L t n—1
m n e e 1—— dt
(Om*0n)(®) =TT /0 ( x)
xn—l 1 L .
= (1 " ad
TSm0 /0 (uz)™ (1 —w)" zdu
l,nflmmflx 1 L 1
= — (1 —uw)" ad
T(m)T(n) /0 W (1w ed
mn—‘,—m—l 1 L 1
= — (1 —u)" d
T(m)T(n) /0 Wt (1w du
Como por hip6tese m,n € R, podemos concluir da Defini¢ao que
xn+m—1
m n = =—— B )
e de (27)
2"l T(m)T(n
(6m 6a)() = )
L(m)I'(n) T'(m +n)
xn—l—m—l
- ['(m+n)
O

Para encerrar a se¢do apresentemos um exemplo para o calculo da integral fracio-

naria de uma funcao.

Exemplo 2.2.1. Calculemos a integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem n da

fungao f(z) = (x — a)* onde A > —1 e n > 0. Por definicio

21w = g [0

_ F(ln)/:(t — oM — t)" e

_ F(ln)/;(t—a)/\ -(x_a)(x—t)r_ldt

[ [ (et

- - fe-a (-2 e

Facamos a seguinte troca de variavel

t—a

s = —=t—a=s(r—a)

r—a
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ds = xcﬁfa = (x —a)ds =dt
Portanto
RI@) = g [ lsle =Pl = )= e - a)ds
1 A ! n—1 n—1
= m(x—a) /0 (1 —8)"" Yz —a)"Hz —a)ds
1 +n ! n—1
= /0 1= s)"Lds

notamos que, 0 < n e —1 < A\ nos permite escrever A = a— 1 onde 0 < «, entao utilizando

da Definicao e do resultado ([2.7) temos que:

TI@) = (o= o) Blaun)
L el
() T(a+n)
_ I'(e) T — g
D+ n)( )
Portanto,
I (z) = F'(A+1) A 516
2@ = oy @ (2.16)

2.3  Derivada de Riemann-Liouville

Apos essa breve introducao aos conceitos basicos do calculo e da definicao do opera-
dor integral fracionério e apresentacao de algumas de suas propriedades podemos comegar
a falar da derivada fraciondria. Comecemos falando do Operador Derivada Fraciondria
de Riemann-Liouville. Apesar desse ter alguns problemas para ser aplicado e acabar nao
sendo a definicdo de L= f(z) mais utilizada na prética quando n ¢ N, ele deu origem &
definicdo que sera apresentada na préxima seccao. Essa definicdo surge diretamente do

Teorema Fundamental do Céalculo, ja apresentado.

Em outras palavras o que o Teorema diz é que DJ,f = f, ou seja,

D f = f (2.17)

Além disso, uma consequéncia direta desse importante teorema é que para m,n €
Nondem > ne f € C"[a,b], onde C"[a,b] := {f : [a,b] = R; f possui n-ésima derivada continua},
tem-se D™ = D™ " D"

D"f=D"J""f (2.18)
pois sabemos da Defini¢cao que f = D™ " J" " f e aplicando o operador D" em
ambos os lados de obtemos
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portanto,

Consideremos agora que 7 nao ¢é inteiro, ainda sim existe n € N tal que n < n,
consideremos entdo n = [n] que detona n o menor inteiro maior que 7. Com isso fazemos

a seguinte generalizacao
Definicao 2.3.1. Sejan € R, e n = [n]. O operador D! definido & esquerda por
Dlf :=D"J)"f
¢é chamado o operador diferencial fracionario de Riemann-Liouville de ordem
7.

O lema abaixo esclarece porque se escolhe tomar para cada 1 nao inteiro o n como

0 menor inteiro maior que 7.
Lema 2.3.1. Sejan € Ry e n € N tal que n < n. Entao,

D" = D" Jr

Demonstragio. Se n = [n] essa é a definigdo. Consideramos entdao n > [n] > n
DrJrTn = Dann—M]Jaann—fﬂ—n
— plnl pn=Inl J;L—W Jaﬁﬂ—n
— plnl Jaﬁﬂw
Pela Definicao
D — D
O]

Por fim, concluimos que "a derivada de ordem fraciondria € a derivada de ordem
inteira de uma determinada integral de ordem fraciondria" (CAMARGO et al., [2009)).
Considerando as definigoes de Integral Fracionaria (Defini¢ao de Derivada Fracio-
naria de Riemann-Liouville (Defini¢ao
d" 1
dxn [F(n —n)

D f(x) = / Y — (D d (2.19)

Observagao 2.3.1. Para n € N podemos afirmar que o operador diferencial fracionario

coincide com o operador diferencial classico.

Agora mostremos sob quais condigoes a derivada fracionaria de Riemann-Liouville

estd bem definida.
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Lema 2.3.2. Seja f € Clla,b] e 0 < n < 1, entdo D"f existe em quase toda parte em
la,b]. Além disso D!f € Ly[a,b] para 1 < ¢ < % e

DZf(ﬂﬁ)zr(ll_77 ( +/ f(s)(s—t) ”dt).

Demonstracao. Consideremos a definigdo [2.3.1]e a continuidade de f. Como n < 1 temos

n=1.

dr 1

1 d

- oy )Cix/xf(t)(m—t)_"dt
_ F(ll_n ( +/ )x—t)_”dt
_ 11_ndd< o //f )z — 1) "dsdt>
_ 1;( ] +//f )z — 1) "dsdt)
- (;‘_a AL e o)
Utilizando o teorema de Fubini (SPIVAK, 1965) chegamos no seguinte resultado

Dlf(z) = P(ll—n)< //f )@ — 1) ”dtds)
- i @ffai)n + ;‘i/f re ).

]

A seguir serd apresentado um teorema que nos mostra em que caso estabelecemos

uma lei dos expoentes para derivadas fracionarias de Riemann-Liouville.
Teorema 2.3.1. Sejam 71,72 > 0,0 € Li[a,b] e f = JPT2p. Entdo, temos

DI DPf = Dntef (2.20)

Demonstracao. Por hipdtese,
Dm Dnzf — DM ne Jerng
a a a a a ‘

Por definicao
DM D J;71+772S0 — plml Jafnﬂ*mDMﬂ Jaﬁiﬂ*m J;71+7l290.

Pelo Teorema podemos fazer as seguintes manipulagoes

DmDm™f = DMﬂJJmFmDMﬂ Ja[nﬂer(p — DMHJiﬂﬂ*mDMﬂJJnﬂjgl(p
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Como [n1], [n2] € N, pelo Teorema [2.1.1] (Teorema Fundamental do Calculo) conclui-se

que
Dnp™f = D[nﬂjc[m]fmjglgp _ DMHJO[HHQO.

Utilizando as propriedades do operador integral, temos
D D2 f =,

de forma andloga mostramos que D2 f = ¢ e isso conclui a demonstracao. O]

As hipoteses do teorema acima sao de extrema importancia, a seguir apresentare-

mos dois exemplos onde ([2.20)) nao é verificada.
Exemplo 2.3.1. Considere f(z) = 173 = ﬁ em =1 =3 =n. Note que

DY f(z) = DEf(z) = DI = DJ'" f(z) = DJ? f(x)

1 z 1 1
= D|=7~ (x—t)21t2dt]
gL

Fazendo a troca de variavel u = %

Dy f(x) = D f(z) = (uz) " 2zdu

T

8

|
S—

—

|

E

|
[ I

[ 1 11 1
= —D a:_fa:x_i/ u 2 (1—u) 2du]
i 0

e assim

DYDY f(x) = DD f(x)) = DE(0) = DJy 2(0)

1 z 1
zpi/ —)51.0dt = D(0) = 0
Por outro lado,
_3
D f(a) = D' f(a) = =1

. Portanto,
DPDPf = DEDLf # DI f.
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Exemplo 2.3.2. Considere agora f(z) = x’%, m = % en = % Assim obtemos
DI f(z) = @ e DI f(z) = 0. Com isso 0 = DJ* D f(x) # DPDY f(x) = D™ f(2) =
3

x 2
4

. Portanto
D;n Dng 7é DgzDglf — Dgﬁ-nzf

O préximo resultado é uma generalizagao de (2.17) para o caso nao inteiro.

Teorema 2.3.2. Seja n > 0. Para cada f € Lq[a, ], temos
DiJJf=f.
Demonstracao. Da Defini¢do e do Teorema temos
DyJf = D g™ f = DV f(t) = f(t)
onde n = [n]. O

Com isso é possivel afirmar que a derivada fracionaria é o operador inverso a

esquerda da integral fracionaria.

Outra das propriedades que devem ser satisfeitas pela derivada fracionaria, assim

como a derivada de ordem inteira, é a linearidade.

Teorema 2.3.3. Sejam f; e fo fungdes em C'a,b], n € R, e ¢1, ¢ € R entédo
Di(cifi + cafz) = (1D f1 + 2Dl f2).
Demonstragao. Segue imediata consequéncia da definicao de D. O]

Novamente apresentaremos um célculo explicito, desta vez da derivada fracionaria

de uma funcao constante.

Exemplo 2.3.3. Seja f(z) = 1, entdo a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville
de ordem £ ¢é:

1

Di(1) = D'[J3(1)]

Nota que J %(1) é um caso particular do Exemplo m quando A=0=aen = % entao

Di(1) = D' [%(x - O)H] .
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O exemplo acima ilustra um dos empecilhos para a aplicacao da derivada fraciona-
ria de Riemann-Liouville a problemas reais. O fato da derivada de uma constante nao ser
nula faz com que a ideia de derivada como uma taxa de variacao, que estamos habituados
no calculo classico, nao seja mais possivel. Para resolver esse "problema'surgiu a derivada

fracionaria de Caputo.

2.4 Derivada de Caputo

Apesar da definicao de derivada nao inteira segundo Riemann-Liouville ter vindo
primeiro e, de fato, ter sido bem desenvolvida teoricamente, alguns fatores dificultam
a sua aplicacdo a problemas reais. Por isso foi desenvolvido outro operador derivativo,
bem semelhante ao de Riemann-Liouville. Esse operador, por sua vez, é utilizado em
diversas dreas como em problemas de viscoelasticidade (MAINARDI, [2010]) ou processos
de difusao (OLDHAM; SPANIER) 1974)). Comecemos entao fazendo uma prévia defini¢ao

Definigio 2.4.1. Seja 0 < n, n = [n] e f € C'[a,b]. Entao, definimos o operador 152

por
Dif .= D"y, (2.21)
onde D"f € Ly[a,b].

Ou ainda,

D) = e [ty (dtnf(t)> it (2.22)

Observacao 2.4.1. Note que:

o Na derivada fracionaria de Caputo a ordem dos operadores é o inverso da derivada

de Riemann-Liouville.

o Como ja dito, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville pode ser vista como a
derivada inteira de uma integral fracionaria, enquanto na derivada fracionaria de

Caputo podemos ver que corre uma integral fracionaria de uma derivada inteira.

o A derivada segundo Caputo requer a integrabilidade da derivada de ordem n da
funcao, por isso se torna uma derivada mais restritiva do que a derivada de Riemann-

Liouville.
e Assim como na Definicao [2.3.1] para n € N tem-se n =n e
Dif(x) = J}D" f(x) = D" f(x)

isto é, o operador fracionario coincide com a derivada inteira. Isso nao é uma

coincidéncia, esse é um requisito para o operador ser intitulado Derivada Fracionaria.
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Existem na literatura outros operadores diferenciais nao inteiros, como por exem-
plo o operador de Grunwald-Letnikov que nao fazem parte do escopo deste trabalho mas
que satisfazem os critérios que foram estipulados que tais operadores deveriam satisfa-
zer. Em 1975, Ross formulou os primeiros tépicos que um operador derivativo deveria
satisfazer (ROSS| [2006]) e em 2015 uma reformulagao deses critérios foi apresentada (OR-

TIGUEIRA; MACHADO, 2015). As condigoes sao as seguintes

1) A derivada nao inteira de uma funcao analitica é analitica;

2) Quando a ordem da derivacdo for inteira a derivada fracionaria é a mesma que a

derivada classica (inteira).
3) A derivada de ordem zero de uma fungao retorna é a prépria funcgao.
4) E um operador linear.

5) A lei do expoente é valida (onde 7; e 1, s@o a ordem da derivada), isto é,

DD f(t) = D" f(t) para n >0 e > 0.

Apesar de haver varios operadores propostos, para cada tipo de problema havera
uma defini¢ao que se encaixa melhor. Para problemas com valor inicial o melhor operador
costuma ser a Derivada Fracionaria de Caputo portanto a partir daqui quando nao for
especificado o operador D™, n > 0 estaremos nos referindo a derivada fracionaria de

Caputo.

Definicao 2.4.2. Seja f uma funcdo com as (n — 1) derivadas definidas em [a — €, a + €]

e que exista a f™(a), entdo

“(a) f"(a)

~~

P.,(x) = f(a)+ T (x —a)' + o h(z —a)* + a0 h(z —a)® + ...+ o (x —a)"
-y fla) (x —a)* (2.23)
B k! ‘
k=0

onde f© = f e 0! = 1. Chamamos P, de polinémio de Taylor de ordem n da funcio f

em torno de a.

O préximo teorema garante sob quais condigoes a derivada fracionaria segundo

Caputo esta bem definida.

Teorema 2.4.1. Sejam n > 0, n = [n] e f € C"[b, c]. Entao
Dlf = DU = Pucalf:a]),

onde P,_1[f;a] é o polinémio de Taylor de grau (n — 1) para f em torno de a.
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Demonstragao. Observe que a expressao no lado direito da equacao existe se, D! f existe
e f possui n — 1 derivadas em a e assim o polindmio de Taylor existe. Do Lema [2.3.2
temos que D! f existe. Como por hipétese f € C™ podemos garantir, além da existéncia,

a continuidade das n — 1 derivadas de f em a.

Portanto a partir de agora usaremos a ultima expressao. O

Partimos entao para a definicio do operador derivativo de Caputo.
Definigao 2.4.3. Sejam n > 0, n = [n] e f seja tal que D(f — P,_1[f;a]) exista. Entéo,
Dl.f = Di(f — Paualf;al). (2.24)

O operador D], é chamado de operador diferencial fracionario de Caputo de

ordem 7).

Demonstragio. Para n € N a afirmagao é verdadeira e ja foi apresentada na Observagao

2.4.1] logo temos que analisar o caso n ¢ N. Como consideramos n o primeiro inteiro tal
que n > 7, temos pela Definicao que
Di(f = Poalfsal) = D"J(f = Poalf; a]) ()

= o [ G - Pyt

Comecemos resolvendo a integral por partes, considere

w=f(t) = Pualfial(t) —> du=Df(t) — D(Paslf;al(t))dt

dv=(r—t)""dt = ov= W (2.25)
assim 7 (f — Po_i[f;a])(x) = wo — [ vdu, isto 6,
[ Form U0 = Pl @ =1
= —Frmg T [0 = Pealrza®) = 7] (2.26)
ey, U O) = DA fal(0) =1y

E sabido que f(t) — P,_1[f;a](t) = 0 quando t = a e que, nitidamente, (z — )" = 0

para t = x, assim, temos que o termo fora da integral é zero. Entao,
T (f = Paalfsa]) = J7"D(f — Pooa[f;al)
Repetindo este processo sucessivamente, n vezes, obtemos

T (f = Pacalfsal) = 7D(f = Pocalfia]) = o = J7D(f — Paa[fa])
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ou seja,
T = Pacalfia]) = 3D (f = Pacalfial) = J Ty "D (f = Paca[fia]).
Note que D"P,_1[f;a] = 0 porque P,_1[f;a] é um polinémio de grau n — 1. Logo
Jo " (f = Paalfia]) = J3JZTD S
Portanto,
DY (f = Pacalfsa]) = D"JLJ; D" f = J37"D" = Dyf.
[

Existem outras formar de representar tais operadores, a saber operadores diferen-
ciais fracionarios de Riemann-Liouvile e de Caputo, entretanto, nosso objetivo continua

sendo apresentar questoes analiticas dos mesmos, em particular relagoes entre eles.

Lema 2.4.1. Sejam n > 0 e n = [n]. Supondo que f seja uma funcao de tal modo
que ambos D! f (derivada fracionaria de ordem 7 segundo Caputo) e D!f (derivada

fracionaria de ordem 7 segundo Riemann-Liouville) existam. Entao,

n—1 k
D}, =DIf — Z D f(_z 0 (z —a)k.
isto é,
" _ D°f(a) —n D'f(a) 19
DI, f(z) =Dif — Ty +1) (z —a)"™" + m(fﬂ a)

D*f(a)
['2—-n+1)

+ (x—a)* "+ ..+ (z —a)"~ (=D

Demonstracao. Comecemos considerando a defini¢do da derivada de Caputo,

D}l f(x) = D}(f— P.lf;a])
- D (a)

= D) - ¥ L D — oy
; L pkfa) [ T(k+1) B
= Di (x)_,; k!(>[1“(k<+1—n)( —a)f ]
. n—1 Dkfa .
- <x>—];)r<k_7§j1)(<x @)~)



Capitulo 2. Introdugdo ao Cdlculo Fraciondrio 31

Lema 2.4.2. Assumindo as mesmas hipoteses do lema anterior, temos:
Dif =Dl f

como condi¢do necessaria e suficiente para que f possua n derivadas nulas em um dado
ponto a e

DFf(a) = f(0) para k =0,1,....,n — 1.
Demonstracao. Essa demostracao é feita de forma andloga ao Lema [2.4.1] O
Teorema 2.4.2. Se f for continua e n > 0, entao

Df = f.

*a~ a

Demonstragio. Definimos ¢ = J7f, temos D*¢(a) = 0 para k = 0,1,...,[n] — 1. Além
disso D], JIf = DI ¢, pelo Lema D! ¢ = Dl¢, e novamente D¢ = DIJ!f, por
fim, pelo Teorema [2.3.2] D7J7f = f []

O dltimo resultado mostrou que o operador derivada de ordem fracionaria de

Caputo é o inverso a esquerda do operador de integracao de ordem fracionaria.

Lema 2.4.3. :; Seja f € C¥[a,b],a <bek € N. Sejam 7, > 0 tal que existe [ € N com
I<ken n+eell—1,1], entao

D: D! f = Dite

*Q :

A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fracionaria de Riemann-

Liouville, a derivada de ordem fracionaria segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 2.4.3. Sejam fi, fo : [a,b] — R fungoes tais que D7 f, e DI, fo existem em
quase toda parte e ki, ks € R, entdo

DY (ki fi + k2 fo) = kD] f1 + k2D, fo-
Demonstragao. Consequéncia imediata da definicao de DY, . O

Para concluir a se¢ao apresentaremos um exemplo do calculo de uma derivada de

ordem fracionéria segundo Caputo.

Exemplo 2.4.1. Seja f(x) = k, entdo a derivada fracionaria segundo Caputo de ordem

’

e

N[

D2(k) = JH(D'(k)) = J3(0) = 0.

Observacao 2.4.2. Note que esse exemplo ilustra uma caracteristica ja apresentada da
derivada fracionéaria de Caputo, a derivada de que constante ¢ nula, assim como no caso

inteiro.
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2.5 Equacoes Diferenciais Fracionarias do Tipo Caputo

Nesta secao sera introduzida a teoria basica a cerca das equagoes diferenciais fra-
cionarias, expondo alguns resultado como existéncia e unicidade da solugao, problemas de
valores iniciais e dependéncia continua dos dados iniciais. Gostaria de ressaltar que esta
sera apenas uma introducao, trazendo questoes bésicas e fundamentais sobre o assunto.
Em momento alguma espera-se esgotar o tema tendo em vista a grandeza dessa area que

continua crescendo, com aplicagoes em diversas areas do conhecimento.

Algumas defini¢oes serao feitas com o objetivo de facilitar a compreensao das

demonstragoes que serao feitas nesta secao.
Definicao 2.5.1. Considere o conjunto £ # {} e uma fungdo d : E x E — R* satisfa-
zendo as seguintes condi¢oes para a,b,c € E
(M1) d(a,b) >0 e d(a,b) =0 <= a = b;
(M2) d(a,b) = d(b,a);
(M3) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)
Entao d é dita métrica de E, d(a, b) indica a distincia entre a e be (E,d) é chamado
espaco métrico.

Definigao 2.5.2. Um espago métrico (E,d) é dito ser completo se toda sequéncia de

Cauchy em (E,d) converge para um ponto em (F,d).
Definicao 2.5.3. Um subconjunto U é convexo quando
vVt € [0,1], tem-se (1 —t)z +ty € U onde z,y € U.

Definigao 2.5.4. Seja A uma aplicagdo do conjunto U nele mesmo, isto é, A : U — U.

Dizemos que u é um ponto fixo de A quando A(u) = u.

Definigao 2.5.5. Seja (E, d) um espago métrico e F' C E. O conjunto I’ é relativamente

compacto em F se o conjunto F' ¢é fechado.

Agora sera enunciado um teorema que serd utilizado na demonstragao do teorema

de existéncia.

Teorema 2.5.1. (Teorema do ponto fixo de Schauder) Seja (E, d) um espago métrico
completo, U um subconjunto convexo e fechado de £ e A : U — U uma aplicagdo tal
que o conjunto Au : u € U é relativamente compacto em E. Entao A tem pelo menos um

ponto fixo.
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Existe uma caracterizacao para conjuntos relativamente compacto conhecida como
Teorema de Arzelda-Ascoli de extrema importancia para a demostracdo do teorema de

existéncia, ele serd enunciado a seguir mas antes facamos algumas defini¢oes.

Defini¢do 2.5.6. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada, ||.||.c denota a norma do
supremo (também conhecida como norma Chebyshev ou norma infinito), que é definida

da seguinte forma

[flloe == sup{|f(x)| : = € [a, b]}

Definigao 2.5.7. Um conjunto de fungoes continuas, F' C Cla, b] para algum a < b, é
dito equicontinuo quando para todo € > 0 existe algum 0 > 0 tal que para toda f € F

e todos x,z* € [a,b] com |x —z % | < § temos |f(z) — f(ax)| <e.

Definicao 2.5.8. Um conjunto F' C Cf[a, b] onde a < b é dito uniformemente limitado

quando existe uma constante K > 0 tal que || f|l«o < K para toda f € F.

Teorema 2.5.2. (Arzela-Ascoli). Seja F' C Cfa,b] para algum a < b, e assuma que
o conjunto esta equipado com a norma do supremo. Entao, F' é relativamente compacto

em Cfa,b] se F é equicontinua e uniformemente limitado.

Definicao 2.5.9. Um espaco de Banach é um espago vetorial normado completo.

Por fim, definimos um problema de valor inicial (PVI). No decorrer do capitulo

mostraremos resultados de existéncia e unicidade da solu¢cao do mesmo.

Definicao 2.5.10. O PVI com derivadas de ordem fracionéaria segundo Caputo é escrito

da seguinte maneira:
Diu(t) = f(t,u(t)), (2.27)
Du(0) = o, k=01,..,n—1

como condi¢Oes iniciais, onde operador diferencial de ordem fracionaria segundo Caputo
é D como foi apresentado na Definigio [2.4.1]

2.5.1 Existéncia de uma solucao

Nesta subsecao apresentaremos os resultados de existéncia de uma solucao para o
PVI fracionario (2.27)).
Teorema 2.5.3. (Teorema da Existéncia) Sejam 0 < n e n = [n], (ug, ...,u’g’l) € R",
k>0eh*> 0. Definimos G := {(t,u) 0t <R ju— Yo P < k} Além disso a
fungdo f: G — R ¢ continua, M := sup e |f(t, 2)| e

h* , se M =0,

h = 1 2.28
min {h*, (kF("H))n} , caso contrario ( )

M
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Entao, existe uma fungao u € C10, h] solucdao do PVI ([2.27)).

Demonstragao. Se M = 0 temos que para todos (t,u) € G, f(t,u) = 0 e evidentemente

n— 1“0 t()

a funcao u(t) = >} > definida em [0, 2] ¢ uma solucdo do PVI (2.27)), e assim o

teorema estaria provado.
Caso contrario, se M # 0, utilizaremos do fato de que o PVI (2.27)) é equivalente a equagao

integral nao linear de Volterra do segundo tipo

u(z) = Z) Z!ugﬂ + r(ln) / ‘(= o), u())do (2.29)

onde n = [n].

Defina o polindomio P,_;, polindomio de Taylor de ordem n — 1 da fun¢do u em

torno de 0,
n—1 tk (k)
k=0 "

que satisfaz as condigoes iniciais, e o conjunto U := {u € C[0,h] : ||[u — P|lc < K}. Evi-
dentemente U é um subconjunto fechado e convexo do espaco de todas as fun¢oes continuas
em [0, h] com a norma do supremo que é um espago de Banach. Assim, U também é um
espaco de Banach (DIETHELM, [2010b)). Além disso, U também é ndo vazio, uma vez
que o polinémio P é um elemento de U. Sobre este conjunto U, definimos o operador A

por

(Au)(t) == P(t) + 1“(177) / (= o) f(, u(e))da (2.31)

Com esse operador, a equagao de Volterra (2.29), pode ser reescrita como
u = Au,

e assim, como u é um ponto fixo, para provar a existéncia, é suficiente mostrar que o
operador A possui um ponto fixo. Portanto, o préximo passo é investigar as propriedades

do operador A.

Au € U para qualquer u € U.
De fato, seja 0 < t; <ty < u, entao:

|Au(ty) — Au(ty)| = 1“(177) Yt — 2, u())da — /0 (ts — )7 f(, ula))da
L ! = (ty — )" (2, u(x))de
= T (t1 — ) (to — )" f(z,u(x))d

+ /Z(tg—x" (e, u(x))de

t1
M

o (10 =2y = ==+ [ (02— 2y,
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Analisando separadamente

t1 to
I = / (=) = (ty— )" Nz e = / (ty — )" 'd
0

notamos que

I, = [‘“2 - x)nrtQ (ta —t1)"
g =|— N S
7 — 7

e que para [y precisamos olhar para o os trés casos ‘77 =1 ‘, ‘77 <1 ‘ e ’77 > 1 ‘, a parte.

(i) Para , o integrando de I é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem

valor zero.
(ii) Para , temos n — 1 < 0 e, portanto, (t; — z)" ' > (t — x)7"!. Assim,
t1 t1
I = / [(ty — )"t = (ty — )" Hdo = / (L —2)" ' = (ty — )" H)dx
0 0

1
= 6 (] =13+ (ta — t1)")

(ty —t1)"
n

(iii) Por ltimo, se entdo (t; —x)" 1 < (ty — x)"! e, portanto,

t1
11:/
0

IN

((tg — )" — (t; — )" H)dx

(t—2)" = (b —2)"|dx =

(=t +t3 — (ta — t1)")

S\H%

) <t3 )
Como u ( )
t2—t1n>
Au(ty) — Aul(ty)| = =— | L+ ——— | .
fute) = aute| = gy 1+
paran <1
I'(n) 7 U
eparan > 1

|Au(t1) o Au(t2)| S M <<t2 - tl)77 + (t2 _tl)n> )
fute) - aute)| < s (

Unindo estes resultados:

2M
2M_(f) gy ) se n<l,
Aut) - Aule) < |, Tor0 o0 se s (2:32)
(n+1)((t2 )" +1t3—1t7), se n>1.

Em ambos os casos, quando ty — t; a expressao do lado direito da equagao ([2.32)) converge
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para 0. Com isso é possivel provar que Au é uma fungao continua. Além disso, para u € U
et € [0, h] vale que

(O =T = s [0 =2 (o)

1
< M
— T(n+1)
1
< — M~
- In+1)
< 1 kEl'(n+1)
= T(n+1) M

= K.

Assim, acabamos de mostrar que Au € U para todo u € U.

Como mostrar a existéncia de uma solu¢do u é equivalente a mostrar a existéncia
do ponto fixo do operador A iremos aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, (SO-
TOMAYOR, [1979)), mas para isso precisamos mostrar que A(U) := {Au: u € U} é um
conjunto relativamente compacto. Isto sera feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli
(ALMEIDA; PIMENTA| [2018)). Agora vamos a demonstracao deste fato.

Para cada z € A(U), descobrimos que, para todos t € [0, A,

0 = 1ADO] € 1Pl + s [ (=) u(w)) e
< Pl + T M

S HPnleoo—i_K7

desta forma esta provado a limitagao do conjunto A(U).

Para provar a equicontinuidade do conjunto A(U) C C'[0, h| precisamos mostrar
que para todo € > 0 existe algum ¢ > 0 tal que para toda Au € A(U) e todos t1,ts € [0, h]
com |ty — t1| < 0 temos |Au(ta) — Au(ty)| < e. Novamente separamos em casos, e

, partindo de ([2.32]) encontramos, para o caso que

2M
Au)(ty) — (Au) ()] < =———(ty — t1)".
[(Au)(t1) — (Au)(t2)] < P(77+1)( 2 —t1)
1
Assim, para cada € > 0 tomemos § = (F(Z\Zl)e> 7> 0, [ts — t1] < 6 implica

2M
C(n+1)

|(Au)(t:) = (Au)(tz)] <

<F(727]\Z 1)€> ’l’r —c

Para o caso em que |1 > 1|, podemos usar o teorema do valor médio expandido (GUIDO-
U
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RIZZI, [2012), para obter que

7M n n__ M
[(Au)(t1) — (Au)(t2)] < T +1) ((t2 = £2)" + 13 — 1)
M +1
RRYCES)) ((tz —t1)" +n(te — 11)¢" )
M +1
= T+ ((t2 = t1)" +mts — t)h") |

para algum & € [t1, 5] C [0, h]. Portanto, se |ta —t1| < d, entdo

|(Au)(t1) — (Au)(t2)| < T M (6" + noh™ 1), (2.33)

(n+1)

Como o lado direto é independente de u, t; e t5, provando assim a equicontinuidade

do conjunto A(U) para esse caso. Como mostramos a equicontinuidade para n < 1 e para
n > 1 a equicontiuidade esta provada. Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld (ALMEIDA,;
PIMENTA 2018), em qualquer um dos casos, concluimos que A(U) é relativamente com-
pacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder (DIETHELM), 2010b)), obtemos

que o operador A tem um ponto fixo. Por construcao, um ponto fixo de A é uma solugao

de nosso problema do valor inicial ([2.27)). O

Definicao 2.5.11. Qualquer funcao u para a qual estd bem definida a derivada de ordem
fracionaria D}, ", isto é, que satisfaz as hip6teses do Teorema e também satisfaz o
PVI (2.27) é dita uma solugao do PVI.

Lema 2.5.1. Nas mesmas hipdteses do Teorema [2.5.3] u € C[0,h] é uma solucao do
problema de valor inicial equacao (2.27) se, e somente se, é uma solucao da equagao

integral de Volterra nao linear do segundo tipo

n—1 4k t
u(t) = kz:%jdug’@ + an) [t = sy s uls)as (2.34)

onde n = [n].

Demonstragio. Primeiramente definimos z(t) := f(¢,u(t)). Notamos que dadas as hipé-
teses sobre u e f temos que z € C[0,h]. Em seguida, usamos a defini¢do do operador
diferencial do Caputo para reescrever a equagao ([2.27)) da seguinte forma:
2(t) = f(tu(t)) = Digult) = D (u — Poi[u; 0]) (¢)
= D"J' 0w — P_q[u; 0))(1).

Uma vez que estamos trabalhando com fungoes continuas, podemos aplicar o operador

J§ em ambos os lados e encontrar

Ty 2(t) = Jo ™ (u = Paalu; 0]) () + q(t)
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com ¢ um polindémio de grau nao superior a (n —1). Como z é continua, a fun¢ao Ji'z no
lado esquerdo da equacao acima tem um zero de ordem, pelo menos, n na origem. Além
disso, a diferenga u — P, _1[u; 0] tem a mesma propriedade por construgio e, portanto, a
funcao J§ =% (u — Pn_1[u,0]) no lado direito da nossa equacdo tem a mesma ordem n na
origem. Assim, resta que o polindmio ¢ tem a mesma propriedade e pode-se entao deduzir

imediatamente (desde que seu grau nao seja superior n — 1) que:
Joz(t) = Jg7" (u— Poa[us; 0]) (2)
Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dy~ para esta equagao observa-se que
ult) = Paa[us0](t) = Dy~"J=(t)
= DIy Y1) (2.35)
= DJI2(t) = J(1).
Recordando as definigbes em que P,y é o polinémio de Taylor em [u; 0], obtemos que é

uma condi¢do necessaria para u solu¢do do problema ([2.27)) satisfazer a equagao integral
de Volterra. O

2.5.2  Unicidade de solucao

Nesta subsecao apresentaremos os resultados que garantem a unicidade para a

solugao do PVT ([2.27)).

Teorema 2.5.4. (Teorema de Ponto Fixo de Weissinger) Assuma que (U, d) seja um
espago métrico completo nao vazio e seja a; > 0 para todo j € Ny tal que 3272, «;

converge. Além disso, seja A : U — U a aplicagao que satisfaz a seguinte desigualdade
d(Alu, Alv) < ajd(u,v)

para todo j € N e todo u,v € U. Entao, A possui um unico ponto fixo u*. Além disso,

para qualquer uy € U, a sequencia (A’ up)32, converge para esse ponto fixo u*.

Esse teorema foi enunciado pois sera utilizado na demostragao de unicidade da

solucao.

Teorema 2.5.5. (Teorema de Unicidade) Seja 0 < n e n = [n], ul”, ..., ul" € R",
k> 0eh*> 0. Seja G definido como no Teorema (2.5.3). Assuma ainda que a fungao
f : G — R satisfaga condi¢ao de Lipschitz em relagdo a segunda variavel, ou seja, existe

uma constante L > 0 tal que, para todo (t,uy), (t,us) € G, temos

[F(tua(t)) = f (8 ua(8))] < Lfua(t) — ua(t)] - (2.36)

com a constante L > 0 independente de t,u; e us. Entao, existe uma unica funcao

u € C|0, h] solugao do problema de valor inicial (2.27)).
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Demonstracao. Lembre que o Teorema [2.5.3|afirma que existe ao menos uma solugao para
o PVI. Para provar a unicidade desta solugdo, comecamos com argumentos semelhantes
aos da prova de Teorema [2.5.3] Considere o mesmo polinémio P(definido em (2.30)) e o
mesmo operador A (definido em ([2.31])) e lembre-se que ele mapeia o conjunto U = {u €

C[0,h] : |Jlu — Pl < k} nao vazio, convexo e fechado, em si mesmo.

Assim como mostrar que o operador A possuia um ponto fixo foi suficiente para
mostrar a existéncia de pelo menos uma solucao, provar que esse ponto fixo é tnico
também sera suficiente para garantir que essa solucao ¢é unica. Para fazer isso, vamos

primeiro provar que, para cada j € Ny, todo x € [0, h] e todos u, @ € U, temos

([tn)] ~
AJ - Aj - .~ — . 2
H u uHLoo[Ot] —_ 1‘\(1 )||u uHLoo[07t1 ( 37)

Agora usaremos o método de indugao para obter o resultado. No caso j = 0, a

afirmagao é trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j—1) — j, obtemos

|~ Diilon = JAA ) = A0 100
= iy | [ = 0 [ 4 ute)) = (8 i) e

Considerando o fato de f ser Lipschitz continua em relagdo a segunda variavel e a

hipétese de indugao prosseguimos entao da seguinte forma:

. . I w . ‘
|ATu — Al oy < =— sup [ (w—a)"" ‘Aﬂu(l’) - Ajflﬂ(l‘)‘ dx
’ ['(n) o<w<t Jo

Lot -1 i—1 i1~
< F(n)/o (t —az)" 023255 A u(w) — A u(w)‘ de.
< L /t(t —2)" 12" sup |u(w) — a(w)| de.
- T +n(—1)) Jo 0<w<z

i

< : sup |u(w) — a(w / x)"™ LpnG=1) gy
= TN+l — D) o, )~ ]
_ L . LT 40 —1))

= TG T et = )

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, A,
obtendo
(Lh")j

Al

< — 1] o
Agora mostramos que o operador A cumpre as suposi¢oes de Teorema do ponto
fixo de Weissinger com «; = (Lh") /T (1 + nj). Para aplicar esse teorema, s6 precisamos
. L oo . 0 .
verificar se a série }-22 a; converge. Para isso, notamos que 372 a; com a; como acima

é simplesmente a representacao série de potencia da fungdo de Mittag-Leffler E,(LA"),
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e, portanto, a convergéncia necessaria da série segue imediatamente de Teorema 4.1.
Portanto, podemos aplicar o Teorema de Ponto Fixo de Weissinger e deduzir a unicidade
da solucao da nossa equagao diferencial.

Definindo o; = 1“((L1}.L:73;)

poténcias da funcao de Mittag-Leffler E, (Lh") (ver (DIETHELM, 2010b)) para maiores
detalhes). Portanto, converge uniformemente. Assim, o operador A satisfaz as hipo6teses
do Teorema de Ponto Fixo de Weissinger (HINDERER; RIEDER; STIRGLITZ, 2017)
com «; definido acima. Logo, existe uma tnica solu¢ao do PVT (2.27). O

- oo , ~ -
temos que a série > 7%, ; € a representacao em série de

Agora que concluimos a existéncia e unicidade de uma solugao para o PVI, apre-
sentaremos alguns resultados que serao utilizados a seguir nas discussoes de dependéncia

continua dos dados iniciais.

Teorema 2.5.6. Sejan >0, n = [n] e A € R. A solugdo do problema de valor inicial
Dlu(t) = u(t), u(0) =up, uvP0)=0 (k=1,2,...,n—1)

¢é dada por
u(t) = ug B, (At), t>0.

Demonstracio. Essa demonstracao pode ser encontrada em (DIETHELM)| 2010b)). O

2.5.3 Dependéncia continua das condicoes iniciais, dos parametros e da or-

dem da derivada

Para concluir a boa colocacao do problema apresentaremos a seguir o estudo da
dependéncia continua dos dados iniciais para o PVI com derivadas de ordem fracionaria.
A propriedade de dependéncia continua dos dados iniciais é de extrema importancia para
analisarmos o quanto uma pequena perturbagdo no dado inicial interfere no resultado,
isto é, na fun¢do que encontramos como solu¢ao para o problema. No caso classico, onde
trabalhamos um PVI com equagoes de ordem inteira essa andlise também ¢é feita mas
no caso fraciondrio a relevancia fica clara uma vez que sabemos que o problema depende
de constantes que no geral ndo conhecemos tao bem. Note que por exemplo a prépria
ordem o operador diferencial pode assumir valores com precisao limitada e o que vamos
mostrar € que, em todos os casos, pequenas perturbacoes em qualquer um dos dados

rendem pequenas perturbagoes na solugao, o que é um resultado muito bom.

Para tal, assumiremos durante toda esta secao que u é a tunica solucao do PVI
(2.27). Comecemos apresentando a seguinte desigualdade.
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Lema 2.5.2. Sejam 1,T,e1,e9 € Ry e 0 :[0,7] — R uma funcado continua que satisfaz a

seguinte desigualdade

2 [ = 2ol

a0 < e+ s [

para todo t € [0,T]. Entao
6(1)] < e1By(eat”),

para t € [0,7]. Onde, E, denota a funcao Mittag-LefHler de ordem 6 definida em ([2.8)).

Demonstragio. Sejam €3 > 0 e a fungdo ®(t) := (e1 + e3)E,(2t"), obtida aplicando o
Teorema [2.5.0] e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando a fungao

® a solucao do problema de valor inicial
DI(t) = 2(2),

onde ®(0) = ¢; +e3 e D*®(0) = 0 para k = 1,2, ..., [] — 1. Considerando o Lema

podemos deduzir que ® satisfaz a equacao

(I)(t) =& te3+

Fijv) / (= 21D (2)da.

Pela suposigao sobre a fungao ¢, descobrimos que |§(0)| < &1 < &1 + €5 = ®(0).

Pela continuidade das fungoes envolvidas podemos deduzir que [0(t)| < ®(¢) para
todo t € [0,0] com © > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo
o intervalo [0, 7], denotamos t, como o menor niimero positivo com a propriedade que
|0(to)| = ®(to). Entao, para 0 <t <ty temos |§(t)| < $(t) e portanto,

Bt < e+ s [t — 9" a(e) s

€2 [P, o1
< 51+F(9)/0 (to — 5)°~1d(s)ds
to
< 61“”559)/0 (to — )01 ®(s)|ds

= D(ty).

Note que a igualdade nao pode ser verdade, tendo em conta a escolha de ty. Assim,

a suposicao deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
10(t)] < @(t) = (e1 + €3>E9(€2t9),

para t € [0,7] e €3 > 0, o que chega no resultado desejado. O

Mostramos agora o resultado que garante a dependéncia continua em relacao as

condigoes iniciais.
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Teorema 2.5.7. Seja u a solu¢ao do PVI (2.27)) e z a solucao do seguinte PVI,
Dlz(t) = f(t (1)), (2.38)
D*2(0) = 2, k=0,1,..,n—1

Se € 1= MaxXp—01,. n-1 ‘uék) — z(()k)’ ¢é suficientemente pequeno, entao existe algum A > 0

tal que tanto as fungdes u e z estdo bem definidas no intervalo [0, h], e

0<t<h

— — (k) _ (k)
sup |u(t) —z(t)| = O ({k—or,rll%i(n—l} ‘uo 25 ‘) : (2.39)

Demonstragio. Definindo 6(t) := u(t) — z(t), deduzimos que ¢ é a solu¢do do problema

de valor inicial

DIo(t) = f(t,u(t)) — f(t,2(¢)),
{ D¥5(0) = uf” — 2, k=0,1,..,n— 1. (2.40)

pois o PVI acima satisfaz as hipoteses do Teorema [2.5.3]

Considerando o Lema [2.5.1] o problema de valor inicial é equivalente a equagéo

n—1 tk

510 = 3 5 (7 = A) + s [[0= 2 (U ou(e) = S 2@) e

Usando desigualdade de Holder e a condigdo de Lipschitz de f, encontramos que:

n—1 7k ¢
(0 <ey T L o,

onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema [2.5.2 obtemos:
0(t)] < O(e) Ey(Lh") = O(e)
como o desejado. O]

Agora, mostraremos o teorema que garante dependéncia continua em relagao aos

parametros do modelo estudado.

Teorema 2.5.8. Seja u a solugao do PVI (2.27)) e z a solu¢ao do seguinte PVI

Diyz(t) = f(t, 2(t)), (2.41)
DF2(0) = 2, k=0,1,..,n—1

onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

= t,ts) — fty, t9)] .
€ (tﬁ?)}éa‘f(l’ 2) f(l; 2)‘

Se ¢ ¢ suficientemente pequeno, entao existe h > 0 tal que tanto as fungoes u e z

estao bem definidas em [0, h] e

&m|Mﬂ—z@H:O<lmm V“hbW‘ﬂﬁﬁﬁD~ (2.42)

0<t<h (t1,t2)€C
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Demonstragio. Definindo primeiramente (t) := wu(t) — z(t), onde ¢ é a solu¢ao do pro-

blema de valor inicial

{ DIs(t) = f(t,u(t) — f(t, 2(t)),

(2.43)
D*§(0) = 0, k=0,1,...,n—1.

Isso é equivalente a equacao

5(t) = F(ln) /Ot(t = (Flue)) — Flo,2(2)) do.

Usando a hipotese de Lipschitz continuidade de f e f , podemos deduzir que

sl < [ S (1w uta)) — S 2] 1 2@) — o, =) do

I'(n)
1t - Lo e
< w/o(t—x) |(5(x)|da:+€r(n)/0(t y1-1d
L ¢ - n
< F(n)/o(t—x) (@)l o+ g

Podemos agora aplicar o Lema para encontrarmos novamente
[6(2)] < O(e) Ey(LA") = O(e).
m

Por ltimo, discutimos um resultado que garanta a dependéncia continua em re-
lacdo a ordem dos operadores fracionarios, tal resultado é necessario para trabalhar com

operadores deste tipo.

Teorema 2.5.9. Seja u a solu¢ao do PVI (2.27)) e z a solucao do seguinte PVI,

Dlz(t) = f(t (1)), (2.44)
DF2(0) = P, k=01,.,1—1

onde 7 >n,n:=[f],e:=n—ne

. 0, se n=mn,
max {‘u'g‘ n<k<n-— 1} caso contrario.

Se € e " sado suficientemente pequenos, entao existe h > 0 tal que, tanto z como
u sdo fungoes definidas em [0, h] e

()Sgltlgh|U(t) — z(t)] = O(7 — n) + O max {O,max{‘ugk)‘ n<k<n-— 1}} :

(2.45)
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Demonstracio. Seja

5(t) = u(t) — ()
n— ltk 1

- T + o) /Ot(t — )" f (2, u())dz
1

0 /Ot(t ) (g, 2(2))da

= X Gl [ e ute) ()

. (“ ) L e ”M_l) Flar, o))

'(n) ()
Usando a hipotese de Lipschitz continuidade de f, podemos deduzir que
o0 < £ 1+ o e oo o
= Z M) o '
. tl(t —ax)t (t—ax)T!
t1,te) — f(t1,¢ — d
+(tf2§j}é(}’f( 1 2) f( 1 2)‘A P(T]) F(ﬁ) T
Obviamente a soma é O(g*). Logo,
t _ \n—1 _ )1 t],mn—1 i—1
/(t )"t .Yi) dx:/v I P
o | I'(n) () o [T(n)  T(7)
h Uﬁ—l /Uﬁ_l
/ — ——|dx
o [T'(n)  T(@)
= O(e).

Podemos calcular a integral explicitamente, toda via, primeiro temos que achar o
zero da integracao que esta localizado em (%)ﬁ (uma quantidade que converge para
exp(¥(n)) e 7 — n onde P = ) Se h é menor do que esse valor, entao o integrando nao
tem nenhuma mudanca de sinal. Caso contrario devemos dividir o intervalo de integracao

neste ponto. Em qualquer caso, podemos dizer que a expressao resultante é delimitada
por O(n —n) = O(e). Entao

16(t)] < O(e) +O(e") + F(Ln) /Ot(t — )" 6(z)|dz,

se utilizarmos o Lema produzindo o resultado desejado. O
Corolario 2.5.1. Assumindo as hipoteses do Teorema [2.5.9 e 7 = n, entao

sup |u(t) — z(t)| = O(7] — )

0<t<h
Corolario 2.5.2. Assumindo as hipdteses do Teorema e sejam . > e u(()k) = 0 para
k=n,n+1,..,n—1 entao

sup |u(t) — z(t)| = O(n — n).

0<t<h

Todos estes resultados a respeito de dependéncia continua foram encontrados em
(DIETHELM] 2010b))[Se¢ao 6.3]
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2.6 Uma Associacao Entre Derivadas de Ordem Fracionaria e Me-
moria

Nesta se¢ao faremos algumas observacoes a respeito das derivadas de ordem fraci-

onaria que servem como motivagao para utiliza-las para descrever efeitos de memoria.

Observagao 2.6.1. Olhando para a equagao (2.34) para algum n € (0,1] e para dois
valores diferentes de ¢, digamos t; e o com t; < t5. Subtraindo a segunda destas equagoes

pela primeira, obtemos que:

ults) — u(ty) = r(ln) /O (= 2 f , u())da
1 t1 n—1
- W/() (tl —ZL‘) f(x,u(x))dx
1 t1 n—1 n—1
- F(n)/o [t — 2)" " — (8 — 2)"Y] £, u())dx
1 t2 n—1
T (247

Consideremos primeiramente o caso (nao fracionério), isto é n = 1. Analisando
o lado direito da equacgao vemos que a primeira integral é nula uma vez que o
termo entre colchetes é nulo, portanto, fica nitido que se conhecemos a solugao u(t;) do
PVI, entdao encontramos a solugdo no ponto ty > t; conhecendo apenas u(t;) e a fungao
f. Qualquer informagao sobre u(t) para t € [0,t1) é desnecessaria. Esta observagao é
uma das formas de ver a localidade da derivada inteira. Com isso podemos afirmar que
observar o estado de um sistema de primeira ordem em um dado momento é suficiente

para conhecer seu comportamento no futuro.

Note que a situacgao € essencialmente diferente quando analisamos o caso nao inteiro
0 <n < 1. Agora a primeira integral do lado direito da equacao nao desaparece.
Logo, sempre que se quer calcular a solugao u(ts), em algum momento ¢s, é necesséario
considerar o que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informacao até o
ponto de interesse t5. Isso reflete a nao localidade dos operadores diferenciais segundo
Caputo. Quando sao utilizados na modelagem de um fenémenos reais, essa caracteristica

descreve um sistemas com memoria.

Uma consequéncia do que foi afirmado na observac¢ao acima, é que a equacao
tem grande impacto sobre a base tedrica dos métodos numéricos para equagoes diferenciais
fracionarias. O método padrao geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, nao
faz uso de todo o poder desta equacao, pois 0 mesmo termo entre parénteses no lado direito
da equacao nao ¢é nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para determinadas

situagoes, por exemplo, se t; e t5 sdo suficientemente grandes em comparacao com (to—1t1).
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2.7 Boa Colocacao para PVI's com Derivadas Fracionaria de Mul-

tiplas Ordens

Na aplicacao que temos interesse no Capitulo [3] e em muitas outra o problema de

interesse se traduz em um sistema de equacoes diferenciais de ordem fracionaria do tipo

DMui(t)) = filt,ua(t), ... un(t))

(2.48)
DY (u(t)) = fult,ua(t), oo un(1))
u;(0) = wu;o(j =1,2,...k)
onde a ordem das derivadas ¢ dada por 0 < 6; < 1, com j = 1,--- k. Neste caso os

6; nao sdo necessariamente iguais. Ao sistema (2.48) com 0 < 0; < 1, com j=1,--- ,k

chamamos de PVI com derivadas fracionaria de multiplas ordens.

Os resultados de boa colocagao para o problema ([2.48) segue dos seguintes resul-
tados.

Teorema 2.7.1. Seja 0 < ¢; para j = 1,2,...,k. Considere o PVI dado pelo sistema
diferencial fracionario multi-ordem (12.48). Temos que ([2.48) é equivalente a

u'(0) = uo'(l=0,1,....[0;] — D) =1,2,..k))
Se as fungdes f; : [0,T] x R* = R, j = 1,2, ...k, sdo continuas e satisfazem as condigoes
de Lipschitz em relagao a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Entao, o PVI tem

uma Unica solugao que é continuamente dependente das condig¢oes iniciais, dos parametros

e da ordem da derivada.

Demonstragio. A equivaléncia entre (2.48)) e (2.49) segue diretamente.

O problema de valor inicial (2.49)), é equivalente ao sistema de equagoes de Volterra

[6;]1-1 I
< it 1 t _
=3 w1y | =) s, (), o () s, (2.50)
1=0 j) 70
j=1,2,.k
Defina 6 = min;60;. Note que (2.50)) pode ser reescrito na forma

0,-1 : R
t) = ; i ; + (19])/ (t — )" fi(s,u1(8), ..., ug(s))ds. (2.51)

0
para j = 1,2, ..., k, onde,

fi(s,un, .y up) == F(H') (t — )70 f5(s,up, ., up) (2.52)
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Fazendo uso de uma notacao vetorial U := (uy,...,u)", F = (f1, ., fo)*, B-9)

pode ser escrita da forma

max;[0;]—1 1
J1Vg t 1 t ~
U(t) = Zl Uolﬁ+w /O (t— 8)0"LE, (s, U(s))ds. (2.53)
=0 .

Como f; : [0,7] x R* = R,j = 1,2,..k e o fato de que 6; > 6 para todos j,
implicam que todas as fung¢oes fj sao continuas e satisfazem as condigdes de Lipschitz
com respeito a wuq, ..., u. Assim, ﬁj ¢ continua e satisfaz uma condicao de Lipschitz em
relagdo a U = (uq, ..., ux)’.

Portanto, o resultado segue agora com os mesmos argumentos apresentados nos
Teoremas (garantindo a existéncia), [2.5.5] (garantindo a unicidade) e Teoremas [2.5.7
e garantindo a dependéncia continua dos dados iniciais, dos pardmetros e das

ordens das derivadas. O



48

3 Modelo Compartimental SIRC Fracionario

para Duas Populacoes que Interagem

Neste Capitulo propomos e analisaremos resultados de boa colocacao para o mo-
delo compartimental SIRC fracionario, para duas populagoes interagindo. No Capitulo

apresentaremos a simulagao numeérica de diversos cenarios distintos.

3.1 SIRC Fracionario com Duas Populacées Interagindo

Nosso problema aborda duas populagoes distintas 7 = 1,2, cada uma com seu
conjunto de compartimentos S}, I;, R; e C;, como descritos no Capitulo , com N;(t) =
S;(t) + 1;(t) + R;(t) + C;(t). Entretanto, como hé interacao entre as popula¢oes nao

podemos trabalhar com o modelo SIRC tradicional apresentado no Capitulo [I}

Para levar em conta tal interacdo, assumiremos que uma por¢ao dos suscetiveis,
da primeira populagdo, que entra em contato com os infectados, da segunda populacao,
deixam de ser suscetivos e tornam-se infectados. Em outras palavras, havera uma variagao
da taxa de individuos saindo do compartimento S (t) em diregao a I;(t) que assumiremos

ser proporcional a (312571 (t)I5(t).

De forma analoga, assumiremos que os suscetiveis da segunda populacao interagem
com os infectados da primeira populacao uma vez que os infectados da segunda populacao
(I5(t)) podem vir a levar suscetiveis da primeira populagdo (S;i(t)) a serem infectados.

Modelaremos este compartimento pelo termo [a;.52(t) 11 (t).

Por fim, assumiremos que ambas as populagoes possuam compartimentos com
memérias distintas, descritas pelas derivadas de ordem fracionédria de Caputo (como in-
troduzidas no Capitulo [, de forma que a dindmica entre os compartimentos das duas

populagoes seja modelado pelo sistema acoplado

D" S\ (t) = pi(Ny — S1(t)) — BriS1(t)I1(t) — B12S1(8)a(t) + 1 Ci(t)

(t)
Delfl(t) = 01151 () [1(t) + 1251 (t) Io(t) + o1 511C1 (1) [1(t) — (1 + 1) 11 (t) (3.1)
DelRl(t) = (1 — 0'1)51101(75)[1(75) + 051[1<t) — (Ml + 51)R1(t)
D" Cy(t) = 61 Ry(t) — BuCr(t) L1 (t) — (1 +71)C(t)
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D”55(t) = pa(Ny — Sa(t)) — BaaSa(t)L2(t) — Ba1Sa2(t) 11 (t) + 72Ca(t)

D% 1y(t) = o Sa(t) Io(t) + BarSa () [1 (1) + 02 B22Ca(t) I5(t) — (12 + a) (1) (3.2)
D% Ry(t) = (1 = 02) B22Ca(t) Io(t) + +aala(t) — (12 + 62) Ro(1)

D" Cy(t) = 52Ry(t) — BaaCalt)Ia(t) — (12 +72)Ca(t)

onde 0; €]0, 1], para j = 1,2, respectivamente.

Os pardmetros p;, 55, v, 04, o; e d; no modelo (3.1)-(3.2) sdo relacionadas de
acordo com seus significados epidemiologicos de forma analoga a que foi proposta em

(CASAGRANDI et al, [2006) e descritos de maneira sucinta no Capitulo[l] para i, j = 1,2,

respectivamente.

Por fim, a dindmica (3.1)-(3.2)) é considerado com condigoes iniciais
S;(0) > 0,1;(0) > 0, R;(0) > 0,C5(0) >0,  j=1,2, (3.3)

respectivamente Ao modelo (3.1))-(3.2)) com condigGes iniciais (3.3), chamaremos de mo-
delo SIRC-Fracionario com duas populagoes interagindo (MP-FSIRC).

3.2 Boa Colocacido para o Modelo MP-FSIRC

Nesta se¢ao, provaremos resultados de boa colocagao para o modelo MP-FSIRC —
, com condigoes iniciais . Em outras palavras, provaremos a existéncia de uma
tinica solucdo X (t) = (Si(t), [1(t), Ri(t), C1(t), Sa(t), I(t), Ra(t), Co(t))T, que satisfaz
(3-1)-(3-2) com condigdes iniciais (3.3)). Provaremos ainda que X (¢) como acima depende
continuamente das condic¢oes iniciais , dos parametros e das ordens das derivadas

6, €]0,1], para j = 1,2, respectivamente.

No que segue, assumiremos as seguintes hipéteses gerais: Cada coordenada de

X(t) é composta por uma fungdo continua, para qualquer ¢ > 0.

Antes de provarmos os resultados anunciados acima, vamos apresentar alguns re-

sultados preliminares que servirao de auxilio no que segue.

O seguinte lema é de extrema importancia para entendermos o motivo de usar o

operador diferencial de Caputo.

Lema 3.2.1. Assuma as hipéteses gerais deste trabalho. Seja N(t) = Ny (t)+ Na(t), onde
Ni(t) e No(t) sao a populagao total de cada uma das populagoes, 1 e 2, respectivamente.

Entao N(t) é constante para todo ¢ > 0.

Demonstragdo. Segue da linearidade da derivada de ordem fraciondria que D% Nj(t) =
DY%S;(t) + D% 1,(t) + D% R;(t) + D% C;(t), para qualquer que seja j = 1,2. Somando os
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lados direitos de (3.1]) e (3.2), obtemos, respectivamente, que D% N;(t) = 0, para qualquer
que seja j = 1,2. Portanto, segue que tanto Ni(t) quanto Ny(t) sdo constantes. Isso é o

suficiente para mostrar que N (t) é constante. O

Lema 3.2.2. Assuma as hipdteses gerais deste trabalho. Se existir uma solugao X (t)
para o problema (3.1))-(3.2)) com condigoes iniciais (3.3)), entao tal solu¢ao é uniformemente
limitada por N(0). Em particular, cada uma das coordenadas de X (¢) serd uniformemente

limitada.

Demonstracao. De fato, como todas as normas sao equivalentes em R”, isto é, existe

C>0tal que | -]. <C| -| ((GUIDORIZZI, 2012)) temos que
[X@)w < CIIN@) [l = CIIN(0)]]

qualquer que seja t > 0, onde a tltima identidade segue gracas ao Lema [3.2.1] mostrando
a limitagdo uniforme de || X(¢)||. Em particular, ||N;(¢)|| < ||[N(¢)||. O que conclui as

afirmativas do lema. O

Consideremos a aplicagio F : [0,00) x R® — R® dada por

04$1
F2<t,x<t>>] o

Fi(t, X(t))

04r1

F(t,X(1)) ==

onde 041 = (0,0,0,0)T e F} : [0,00) x R® — R* sdo, os lados direitos de (3.1]) e (3.2),

para 7 = 1, 2, respectivamente.

O proximo resultado é fundamental para a obtencdo dos objetivos desta secao.

Antes disso apresentamos o Teorema do Valor Intermediario.

Teorema 3.2.1. (Teorema do Valor Intermedidrio) Se f for continua em [a, b] e derivavel

em |a, b[, entao existird pelo menos um ¢ em Ja, b[ tal que
f(b) = f(a) = f(c)(b—a)

Demonstragio. A prova deste teorema pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2012),

por exemplo. O

Proposicao 3.2.1. Assuma as hipdteses gerais deste trabalho. Entao a aplicacao F'(t, X (t))

satisfaz:
i) F(t,X(t)) é continua com relacdo a t, para todo t > 0;

ii) Existem constantes w e wy tais que ||F (¢, X ()| < wy + wo|| X (¢)]] .
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iii) Existe uma constante L (independente de X (), X (t), tal que

1F(t, X (1) = F(t, X)) < LIX(8) = X (@), (3.5)

isto é, F' é Lipschitz continua com relacao a segunda variavel.

Demonstragao. O item i) segue do fato de que, por hipétese, cada coordenada de F'(t, X (t))

¢é formada pela soma e produto de func¢oes continuas.

Note que, (usando as estimativas do Lema para a primeira coordenada de
F(t, X (t)) temos que
p(Ni(t) = S1(t)) = BuSi()11(t) — Br2S1 () 2(t) + nCi(t)]
< pa(INL ()] 4+ [S1(0)]) + Bua| St (O)[H2 (8)] + Bra] Sy (8)[[ L2 ()] + 7| Cr(2)]
< N (0) 4+ p|S1(8)] + BuN(0)[ L ()] + Pr2N (0) [ 2(8)] + 7| Cr ()]
<y + Wl X (2]
onde w; = u1N(0) e Wy = max{uq, f11V(0), S12N(0), 1, 1}.

Repetindo o argumento acima de forma similar, coordenada a coordenada, chega-

mos a conclusao de que o item ii) é verdadeiro.

Para verificar o item iii), utilizamos o Teorema do Valor Intermediario (3.2.1)), o

qual garante que que existe v € [0, 1] tal que
F(t, X(t) = F(t, X (t)) = JF(t, X(t) + vX (£))(X(t) = X (1)) (3.6)
onde JF(t,-) é a Jacobiana da aplicagao F'(t,-). Como

TR X (1) = | (t»]

041128

Ozt ] (3.7)
JFy(t, X (¢))

onde 04,8 é a matriz quadrada identicamente nula de ordem 4X8 e, (somente para as

coordenadas nao nulas de F}) temos que

a1 a12 0 " 0 ag 00
JE(L X)) = | o 0 o1 Buly 0 BuS 00
0 a32 —(p1 +61) (1—=01)Buh 0O 0 00
0 —AuC o1 —Buli — (g +m) 0 0 00

onde ay; = —py — Bl — Bizls, arp = —Buly, aig = —B1251, aze = 1St + 01811 C1 —
(1 + aq), aze = (1 — 01)511C1 + a1 e, de maneira andloga (somente para as coordenadas

nao nulas de Fy)

b1 b1o 0 Ya 0 bg 00

TFy(t, X (1)) = —b11 + po ba2o 0 oy B2215 0 BauSy 0 0
b3o — (2 + 92) (1 — 09)Bals 0O 0 00

0 —B22C 02 — Bl — (12 +72) 0 0 00



Capitulo 3. Modelo Compartimental SIRC Fraciondrio para Duas Populagées que Interagem 52

onde by = —pa — Baaly — Pazli, b1z = —Pazls, big = —Pa152, bag = (2252 + 022202 — (g +
a3), bga = (1 — 03) F22C5 + ay segue do Lema (3.2.2)) que cada coordenada de JF'(t, X(t))
é uniformemente limitada. Portanto, existe uma constante L (independente de t e X (t))
tal que || JF(t, X (¢))|| < L.

Deste fato e de , temos que
1F(t, X (1) = F(t, X)) < |TE (X () + v X @)X () = X@)I < LIX () = X))l

o que conclui a demonstracao. ]

Os resultados acima sdo auxiliares para o resultado de boa colocagdo que segue.

Teorema 3.2.2. Assuma as hipoteses gerais deste trabalho satisfeitas. Entao:

i) [Existéncia e Unicidade] Existe uma tnica fungdo X(t¢), continua para todo t €
[0, 00) solugao de (3.1))-(3.2)), condigdes iniciais (3.3]).

ii) [Dependéncia Continua] A solu¢ao X (¢) de (3.1)-(3.2), depende continuamente dos
dados iniciais (3.3, dos parametros do modelo e das ordens das derivadas 6; €]0, 1],

para 7 = 1, 2, respectivamente.

Demonstragdo. Integrando de ordem fracionéria 0 e 65 de ambos os lados de (3.1)) e (3.2)),
respectivamente e utilizando os argumentos do Lema [2.5.1] obtemos que o problema (3.1])-

(3.2) com condigoes iniciais (3.3)) é equivalente ao sistema de equagoes de Volterra

3 tl 1 t -
z(t) = ;ggj(o)ﬂ + 1) /0 (t = 8)571f (5, 21(5), ooy 2(5))d5. (3.8)

onde f; e z; representam a j-ésima coordenada dos vetores F'(t, X (t)) com
X(t) = (S1(t), Lu(t), Ra(t), Cu(t), Sa(t), In(t), Ra(t), Ca(t)"
el;j=0,,paraj=1,---,4eb; =0y, paraj=5---,8. j=1,2,.. k.
Defina 6 = min - 20;. Entao pode ser reescrita como

7 tl 1 t R
z(t) = l;xj(())ﬁ + 1) /0 (t — 8)01Fi(s, 21(5), ..., 25(5))ds. (3.9)
para j = 1,2, ..., 8, onde,
fj(s,xl, ey Tg) 1= FF(<90)) (t — )50 (s, 21, ..., 78) - (3.10)

Apresentando a notacio vetorial X (t) e ' := (fi, ..., fs)T e uma expressio corres-
pondente para os valores iniciais, podemos combinar essas 8 equagdes escalares (3.9) em

uma equacao vetorial, da forma

X(t) = ;X(O)?! + F(le) /Ot(t )" By (s, X(s))ds. (3.11)
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Segue da Proposicao i)—iii) que F(t, X(t)) é continua com relacdo a t e Lips-
chitz continua com relacio a segunda varidvel. Portanto F/(¢, X (t)) também é continua
com relacao a t e Lipschitz continua com relacao a segunda variavel. Logo, os mesmos
argumentos de ponto fixo utilizado no Teorema pode ser invocado para garantir
a existéncia de uma tunica solu¢ao continua para o problema -, com condigoes
iniciais ([3.3), num intervalo [0, 7*] para algum 7™ > 0. Para mostrar que a solu¢do X ()
pode ser estendida de maneira tnica a toda semirreta positiva, primeiro observe que a ma-
tiz Jacobiana JF (¢, X (t)) é continua, como provado nas entrelinhas da Proposigao [3.2.1]
Além disso, segue da Propsoicao ii) que F cresce no maximo linearmente. Portanto,
todas as hipoteses do Teorema 3.1 em (LIN| 2007) sao satisfeitas. Isso conclui o item i)

do Teorema.

O item ii) segue diretamente da observacao de que as hip6teses do Teorema m

sao satisfeitas, tendo em vista as propriedades de Proposicao [3.2.1}

]
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4 Simulacoes Numéricas

Neste capitulo apresentaremos algumas simulagoes de cenarios do modelo —
, cujos parametros e ordens das derivadas nao foram calibrados a partir de dados reais,
por conta disso também nao utilizaremos uma unidade de tempo especifica. Em outras
palavras, as simulagbes podem nao representar nenhum cenério real, mas servem para

descrever algumas das possiveis caracteristicas das dinamicas das populagoes envolvidas.

Em todas as simulagoes que apresentaremos nas se¢oes que seguem, as aproximas-
¢Oes numeéricas das solugoes do modelo — foram obtidos adaptando o algoritmo
proposto em (GARRAPPA| 2015, GARRAPPA| 2018)). Tal algoritmo utiliza um método
de quadraturas para a convolugao com base no método de Runge-Kutta (ASCHER; PET-
ZOLD) |1998)). A andlise de estabilidade e convergéncia do método pode ser consultada
em (GARRAPPA| 2015).

Analisaremos abaixo trés cenarios, de forma mais especifica. Na Secao analisa-
remos o caso em que as duas populacoes sao simétricas. Em outras palavras, simularemos
o caso em que as duas populagoes sao iguais, cujos parametros do modelo — Sa0
os mesmos. O que difere, eventualmente, é a ordem da derivada em cada uma das po-
pulagoes. Na Secao 4.2 simularemos dois casos em que ha uma populacao relativamente
maior que a outras (com taxas de infecgao distintas, dado o tamanho da populagao).
Apresentaremos as conclusoes relativas aos casos em que a infeccao inicia na populacgao
com mais individuos e também um caso hipotético de a doenca comecgar na populacao

com menos individuos.

Em todos os cenarios analisados, as ordens das derivadas 6,60, sao escolhidas
como combinagoes (nao todas as possiveis) dos valores {1,0.8,0.6}, conforme descrito nos

respectivos graficos.

4.1 Duas Populacoes Igualmente Simétricas

Nesta secao analisaremos numericamente distintos cendrios para a escolha das
derivadas de ordem fracionaria 61,0 € {1,0.8,0.6}, em duas populagoes perfeitamente
simétricas, no sentido que os pardmetros do modelo (3.1)-(3.2]) sdo tais que:

o Populagoes 1 e 2 sdao tais que Ny = Ny = 1;
» Taxas de natalidade/mortalidade p; = po = 0.0001;

o Taxa de infeccao interna de cada populagao 517 = [Bao = 0.5;
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« Taxa de infecgao pela interagao das populagdes [Si12 = a2 = (11/100;
* n=7=01
e a1 =ay=0.1;

° 51 :62 :02,

Como as duas populagoes sao simétricas, as simula¢oes foram feitas com a esco-
lha das condigdes iniciais X (0) = (0.9,0.1,0,0,1,0,0,0)7, indicando que a infeccio pela
doenca, no tempo inicial ¢ = 0 se concentra somente na populacao 1, e afeta 10% desta

populagao, enquanto a populagao 2 esta livre de doenga neste estagio (no momento ¢t = 0).

As Figuras 2 mostram a dindmica das subpopula(;()ed] entre os compartimentos do
modelo MF-SIRC para a Populagao 1, para distintas escolhas das ordens das derivadas
01, 0, € {]_, 0.8, 06}

E possivel observar pela Figura [2| que, dentre os cendrios simulados para os Sus-
cetiveis da Populagao 1, temos que estes decaem mais rapidamente, pelo menos no inicio
da transmissdo, para as ordens das derivadas 6; = 6, = 1 (gréfico em azul), o qual é
praticamente coincidente com a escolha das ordens das derivadas 0; = 1 e 65 = 0.8 (gré-
fico em ), em comparac¢ao com os demais, para os quais ¢; < 1. Esse cendrio se
reflete nos Infectados (Infecciosos) I;, Recuperados (Removidos) Ry, Imunidade cruzada
(1, relativos a populagdo 1, conforme pode ser visto nos cenarios apresentados nas Figu-
ras [2, respectivamente. Isso sugere que a meméria imunolégica menor 6; = 1 interfere
negativamente na dindmica da populagao 1, quando comparada com os outros cenarios
(A1 < 0.8). Em particular, vale destacar que o pico da infec¢ao da populagao acontece
antes para os cenarios em que ; = 1 e alcanca praticamente 60% da populacao, enquanto
fica abaixo dos 55% quando #; < 0.8 e nao passa de 50% para o cendrio em que 6; = 0.8
e 03 = 0.6. Este tltimo cendrio ( com 6; = 0.8 e §; = 0.6) também é o mais favordvel
em termos de ter a menor propensao a uma reinfeccao, como mostra a Figura [2] relativa

a subpopulagdo com imunidade cruzada C(t).

As Figuras [3| mostram a dindmica das subpopulagéeﬂ de Suscetiveis, Infecta-
dos (Infecciosos), Recuperados (Removidos) e Imunidade Cruzada (Cross-imunes) da Po-
pulagdo 2, respectivamente, para distintas escolhas das ordens das derivadas 6,6, €
{1,0.8,0.6}.

Similarmente ao verificado para a Populacao 1, é possivel observar pela Figura
Y
que, dentre os cenarios simulados para os Suscetiveis da Populagao 2, temos que estes
decaem mais rapidamente, pelo menos no inicio da transmissao, para as ordens das de-

rivadas 61 = 0y = 1 (grafico em azul), o qual é praticamente coincidente com a escolha

Na figura 2, onde lé-se "sucetiveis'leia-se suscetiveis

2 Na figura 3, onde lé-se "sucetiveis'leia-se suscetiveis
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Flgura 2 — Dinamica das subpopula¢des da Populacdo 1, para os distintos cendrios simulados. As curvas em
s e aparecem praticamente sobrepostas. O mesmo acontece com as curvas em — e

das ordens das derivadas 0; = 0.8 e 3 = 1 (grafico em vermelho), em comparagdo com
os demais, para os quais #2 < 1. Esse cendrio se reflete nos Infectados (Infecciosos) I,
Recuperados (Removidos) Ry, Imunidade cruzada Cy, relativos a Populagao 2, conforme
pode ser visto nos cendrios apresentados nas Figuras[3] respectivamente. Isso sugere que a
memoria imunoldgica menor 6, = 1 interfere negativamente na dinamica da Populacao 2,
quando comparada com os outros cendrios (fy < 0.8). Em particular, vale destacar que
o pico da infeccao da populagao acontece antes para os cendrios em que 0y = 1 e alcanca
praticamente 50% da populacdo, enquanto fica abaixo dos 45% quando 6, < 0.8 e nao
passa de 50% para o cenario em que #; = 0.8 e 6, = 0.6 (grafico em preto). As simulacoes
relativas a Populacao 2 nos levam a conjecturar que quanto maior ¢ a meméria imunolé-
gica da Populagao 2 (f; = 0.6) menor é o pico da epidemia para a Populacao 2, embora
a infeccao se estabilize em um cendrio maior neste caso. Outro fator que colabora com a
importancia da meméria imunoldgica elevada (derivadas de ordem fraciondria menores) é
o fato a imunidade cruzada (nos cendrios simulados) ser monétona com rela¢ao a ordem
o das derivadas (veja Figura , indicando que, conforme ambas as populagoes possuem

uma memoria imunolégica melhor, menos suscetiveis a infecgoes por novas variantes da
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doenca elas estarao.
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Flgura 3 — Dinamica das subpopulacdes da Populagio 2, para os distintos cendrios simulados. As curvas em
— e — aparecem praticamente sobrepostas. O mesmo acontece com as curvas em , — e

A Figura {4 mostra o comportamento dinamico da populagao total em cada com-
partiment(ﬂ De uma forma geral, a subpopulacao de suscetiveis totais sdio mondtonos
decrescentes com relacao a soma das ordens das derivadas. Ja as subpopulacoes de recu-
perados e cross-imunes sao monotonos crescentes com a soma das ordens das derivadas.
Num primeiro momento, a andlise acima sugere que, quanto mais memoria cada uma das
populagoes adquirem, melhor. Contudo ao analisarmos os cendrios para a subpopulagao
de infectados, percebemos que o melhor dos cenarios é a escolha de #; = 1 e 0 = 0.8
(gréafico em no compartimento /(t)) uma vez que para esse temos o menor pico,
o que, de alguma forma, contradiz o senso comum. Analisando ainda os cenarios para
a subpopulacao de infectados, percebemos que as melhores situagoes acontecem quando
0y < 601. Isso nos leva a concluir que, estando a doenca concentrada na Populacdo 1, o
melhor que temos a fazer é imunizar a Populacao 2 o quanto antes, para que essa tenha

uma memoria imunolégica maior.

3 Na figura 4, onde 1é-se "sucetiveis'leia-se suscetiveis
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Figura 4 — Dinamica da Populacdo total em cada um dos compartimentos do modelo MF-SIRC, para os dis-
tintos cendrios simulados.

4.2

Impondo Alguma Anti-Simetria Entre as Populacoes

Nesta secao analisaremos alguns cenarios em que as populacdes nao sao simétri-

cas. Em particular, simularemos os casos em que a Populacao 1 é 10 vezes maior que a

Populacao 2. Serao apresentados os casos em que a doenca comeca na populagdo maior,
isto é 1;(0) # 0 e I3(0) = 0, na Subsecao e o caso em que a doenca comega na
populag¢do menor, isto é I;(0) = 0 e I5(0) # 0, na Subsecdo [£.2.2] Em ambos os casos, os
parametros do modelo — sao mantidos constantes e descritos abaixo.

o Populagoes 1 e 2 sao tais que Ny =10 e Ny = 1;

» Taxas de natalidade/mortalidade p; = py = 0.0001;

o Taxa de infeccao interna de cada populagao B11 = 0.5 e B9 = 0.35;

» Taxa de infec¢ao pela interacao das populagoes S12 = 521 = 511/10;
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Nas simulagoes abaixo mostramos os cenarios para distintas escolhas das ordens
das derivadas 61,6, € {1,0.8,0.6}.

4.2.1 Doenca iniciando na populacao maior

Nesse primeiro cenédrio assumiremos que a doenca se inicie na Populacao 1 (que
¢ a maior). Para tal, as simulagdes foram feitas com a escolha das condigbes iniciais
X(0) = (9.09,0.01,0,0,1,0,0,0)T, e que a doenga afeta 10% desta populagao, enquanto

a Populagao 2 estd livre de doenga neste estdgio (no momento ¢ = 0).

As Figuras e [7] expressam as dinamicas das populagoes em cada um dos com-
partimentosﬂ para a Populacao 1, Populagao 2 e para a Populagao total, respectivamente.
Observando os graficos relativos a Ci(t) e Cy(t) nas Figuras[5| e [6] respectivamente, nio
¢é possivel determinar qual a melhor das situagoes para cada populacao individualmente,
tendo em vista que nao ¢é possivel determinar uma monotonia com relagao as subpopula-
¢oes dos cross-imunes, individualmente. No entanto ao observarmos o grafico relativo a
C(t) na Figura 7| percebemos que o melhor no sentido de ser menos suscetivel a mutagoes
da doenca, se centram nas menores somas das ordens das derivadas, ou entao, naquelas
que a memoria da Populagao 1 é maior (f < 1). Por outro lado esta andlise preliminar
sO se sustenta observando a imunidade cruzada, ja que, para a percentagem de infectados
(L1(t) e Ir(t) ou I(t) nas Figuras [5] e [6] ou[7) néo é possivel identificar o melhor cendrio.
Muito porque a percentagem total de infectados no pico da epidemia sé é relativamente

maior para o caso em que #; = 1.

4.2.2 Doenca iniciando na populacao menor

Nesse cendrio assumiremos que a doenga se inicie na Populagao 2 (que é a me-
nor). Para tal, as simulagdes foram feitas com a escolha das condigoes iniciais X (0) =
(10,0,0,0,1,0.001,0,0)%, e que a doenga afeta 10% desta populagdo, enquanto a Popu-

lacao 1 estd livre de doencga neste estidgio (no momento ¢ = 0).

As Figuras [8[9] e [10] expressam as dindmicas das populagoes em cada um dos com-

partimentosﬂ para a Populacao 1, Populagao 2 e para a Populagao total, respectivamente.

Observando os gréficos relativos a C1(t) e Cs(t) nas Figuras([§|e [0} respectivamente,
nao ¢ possivel determinar qual a melhor das situacgoes para cada populacao individual-
mente, pois nao é possivel determinar uma monotonia com relacdo as subpopulagoes da
imunidade cruzada, individualmente. Entretanto ao observarmos o grafico relativo a C(t)

na Figura [I0] percebemos que o melhor no sentido de ser menos suscetivel a mutagoes da

Nas figura 5,6 e 7, onde 1é-se "sucetiveis'leia-se suscetiveis
Nas figuras 8,9 e 10, onde lé-se "sucetiveis'leia-se suscetiveis, além disso, onde 1é-se "sucetiveis I; "leia-se
"infectados I

5
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Figura 9 — Dinadmica das subpopulacdes da Populagdo 1, com N3 = 10 - N» e a infeccdo comecando na Po-
pulagdo 1, para os distintos cendrios simulados. As curvas em — e aparecem praticamente
sobrepostas. O mesmo acontece com as curvas em , — e

doenca, se centram nas menores somas das ordens das derivadas, ou entao, naquelas que
a memoria da Populacao 1 é maior (# < 1). Por outro lado esta anélise preliminar s6 se
sustenta observando a imunidade cruzada, uma vez que, para a percentagem de infectados
(L1(t) e I1(t) ou I(t) nas Figuras [§ e [9] ou [10) ndo é possivel identificar o melhor cendrio.
Muito porque a percentagem total de infectados no pico da epidemia sé é relativamente

maior para o caso em que 6; = 1.
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Figura, 7 — Dinamica das subpopulacdes em cada compartimento referentes a Populagio total, com Ny = 10-Na
e a infecgdo comegando na Populagdo 1, para os distintos cendrios simulados.
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5 Conclusao

Neste trabalho, foi proposto e analisado um modelo compartimental do tipo SIRC
multi-fracionario para a propagacao de doencas infecciosas entre duas populacoes que

interagem.

Do ponto de vista tedrico, foram provados resultados de boa colocacao para o
modelo proposto. Para além da teoria, apresentamos simulagoes numéricas que visam
entender os efeitos das derivadas de ordem fraciondria (memoria) na dindmica das distintas
subpopulagoes, distribuidas em cada compartimento. No caso em que as populagoes sao
simétricas, é possivel analisar pelas simulagoes numéricas apresentadas que a existéncia
de memoria contribui na melhora significativa da porcentagem das populagoes que se
infectam no pico da disseminagdo da doenca, bem como na diminuicao da percentagem
da populagao no compartimento de imunidade cruzada (C(t)), o que indica uma menor
propensao da populacao a se reinfectar com variantes do patdégeno que causa a doenca.
A mesma monotonia entre a ordem das derivadas (que "'medem'o nivel de memoria) e a
percentagem de infectados no pico da infeccdo nao é mais verificada para o cenario em
que as populagoes nao sao idénticas (ver Secao , independentemente da populacao que
tenha sido infectada primeiro pela doenca, note que talvez para outras taxas de variagoes
terfamos essa verificacdo. Entretanto a monotonia é mantida com relagdo a imunidade
cruzada total (ver Segao , independentemente de qual populacdao a doenga tenha
surgido. Esse resultado preliminar e contraditério com a intuicao com relagao ao pico
de infectados é inconclusiva, pois os parametros utilizado podem nao retratar nenhuma

situagao realistica.

5.1 Contribuicoes Futuras

Como nao foi realizada uma abordagem a respeito de uma analise para o modelo
MP-FSIRC deixamos como pontos a serem estudados em trabalhos futuros os seguintes
topicos:

» Estudar resultados de estabilidade dos pontos de equilibrio.
o Analisar o modelo com estratégias de vacinacao.

o Simular cenarios com parametros advindos de doengas reais.

 Escolher ordens das derivadas que melhor descrevem dados reais (calibrar a ordem

das derivadas).
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