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Resumo

Neste trabalho estuda-se a distribuicao de temperatura em uma barra reta uniforme iso-
lada termicamente na superficie lateral e com secao transversal muito pequena. A partir
do modelo matematico, representado pela equacao de conducao do calor unidimensional
em regime transiente, resolvem-se oito problemas de valor de contorno (PVC). As solu-
¢oOes sao obtidas por meio do método de Separacao de Varidveis e pela Transformada de
Laplace para o problema com condigoes de contorno (CC) homogéneas. Para CC nao
homogéneas é empregado o método de solugdo para PVC nao homogéneo. Emprega-se
a ferramenta computacional wxMaxima e o pacote pdefourier com o objetivo de obter a
representacao grafica e estudar o comportamento das solugoes, fazendo uma comparacao
entre os resultados analiticos e os obtidos com o wxMaxima. Com base nos dados, ¢ pos-
sivel afirmar que o wxMaxima e o pacote pdefourier mostraram-se eficazes na obtencao

das solugoes.

Palavras-chaves: Equacao de Conducao do Calor Unidimensional, Separacao de Varia-

veis, Transformada de Laplace, wxMaxima.



Abstract

In this work, the temperature distribution in a uniform straight bar thermally insulated on
the lateral surface and with a very small cross section is studied. From the mathematical
model, represented by the one-dimensional heat conduction equation in a transient regime,
eight boundary value problems (PVC) are solved. The solutions are obtained through
the Separation of Variables method and the Laplace Transform for the problem with
homogeneous boundary conditions (CC). For non-homogeneous CC, the solution method
for non-homogeneous PVC is used. The computational tool wxMaxima and the pdefourier
package are used in order to obtain a graphic representation and study the behavior of the
solutions, making a comparison between the analytical results and those obtained with
wxMaxima. Based on the data, it is possible to state that wxMaxima and the pdefourier

package proved to be effective in obtaining the solutions.

Key-words: One-Dimensional Heat Conduction Equation, Separation of Variables, La-

place Transform, wxMaxima.
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Introducao

A conducao do calor pode ser vista como a transferéncia de energia das particulas
mais energéticas para as menos energéticas de uma substancia devido as interagdes entre
elas (BERGMAN et al., [2014). Ou ainda, como o transporte de energia em um meio
devido a um gradiente de temperatura, tendo como mecanismo fisico a atividade atomica
ou molecular aleatoria. A transferéncia de calor por condugao é governada pela lei de
Fourier e o uso desta lei para determinar o fluxo térmico depende do conhecimento da
forma na qual a temperatura varia no meio (a distribuicio de temperaturas). A lei
de Fourier pode ser aplicada a condugao transiente e multidimensional em geometrias
complexas (BERGMAN et al., 2014). Entretanto, este trabalho restringe-se a condugao

unidimensional em regime transiente em uma parede plana.

Para o estudo da condugao do calor unidimensional em regime transiente é neces-
sario um modelo matematico que descreva o fendmeno fisico. Neste caso, o processo de
transferéncia de calor é estimado por meio de equacoes de taxas adequadas. Tais equacoes
sao utilizadas para calcular a quantidade de energia transferida por unidade de tempo.
Assim, o modelo matematico que descreve o problema de conducao do calor é dado por

uma equacao diferencial parcial (EDP).

Uma vez explicitadas todas as condigoes de contorno adotadas para o problema de
conducao do calor, torna-se necessario determinar a solugao geral. Para solucionar EDPs
existem véarios métodos, entre os analiticos (KREYSZIG, [2008a)) destacam-se: Séries e
Transformada de Fourier, Transformada de Laplace, Separagao de Varidveis (ou Método
de Fourier) e Método de D’Alembert e, entre os numéricos (AMES| |1992)), (GOTTLIEB;
ORSZAG, [1977): Método de Diferencas Finitas (MDF), Elementos Finitos (MEF), Es-
pectrais e Métodos de Integrais de Contorno (MIC).

Dentro deste contexto, neste trabalho apresenta-se a solucao da equacao de condu-
¢ao do calor unidimensional em regime transiente pelos métodos de Separacao de Variaveis
e Transformada de Laplace, considerando um conjunto de problemas de valor de contorno
(PVC) com condigoes homogéneas do tipo Dirichlet e Neumann. J4, para casos nao ho-
mogéneos, aplica-se o método de solugao de PVC nao homogéneos. A escolha dos métodos
deve-se, principalmente, pelo fato de transformarem equagoes diferenciais parciais lineares
em equagoes diferenciais ordinarias mais simples e sua ampla aplicabilidade. Propoe-se,
ainda, o emprego da ferramenta computacional wxMaxima e do pacote pdefourier com o
objetivo de obter a representacao grafica e estudar o comportamento das solugoes obtidas.
O software e o pacote permitem estudar o comportamento da solucao para os problemas

propostos através do método de Separacao de Variaveis de modo qualitativo, através da
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representacao grafica. Embora a solugdo de tais problemas possa ser facilmente obtida
de modo analitico, o objetivo deste trabalho é mostrar que tais ferramentas podem ser
consideradas um importante auxilio para a resolugoes de equagdes diferenciais parciais
lineares. Diversos estudos, descritos na Revisao Bibliografica deste trabalho, abordam
conceitos acerca de equacoes diferenciais parciais, o problema de conducao do calor e o
uso de softwares de computacao simbdlica, entretanto nao utilizam o software wxMaxima

e o pacote pdefourier como recursos computacionais para estudar as solugoes.

Para atingir os objetivos propostos, este trabalho esta organizado da seguinte
forma: no Capitulo [I] apresenta-se uma revisao bibliografica. No Capitulo [2, a Funda-
mentacao Matematica, na qual baseia-se este trabalho e a metodologia utilizada. No
Capitulo |3 apresentam-se os fendmenos de transporte, em especial a condugao do calor e
a equagao que modela o fendmeno unidimensional em regime transiente. No Capitulo [
descrevem-se as solugoes analiticas para os problemas propostos. No Capitulo [blapresenta-
se o software wxMaxima, bem como alguns de seus comandos, juntamente com o pacote
pdefourier. No Capitulo [0, uma anélise das solugoes obtidas. Por fim, no Capitulo [7} a

conclusao.
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1 Revisao Bibliografica

Neste Capitulo apresenta-se uma breve revisao bibliografica, na qual este trabalho

foi baseado.

O trabalho de Muniz e Marczak (2002)) apresenta um estudo da equacao de con-
ducao do calor unidimensional em regime transiente utilizando o software Maple para

calcular a solugao e gerar os graficos para a visualizagao de resultados.

Corréa, (2007) resolve a equacao da condugdo de calor em regimes permanente
e transiente para uma geometria cilindrica, de forma analitica, empregando o método
de Separacao de Variaveis, e numérica, o método de diferencas finitas com o esquema de
Crank Nicholson e o método explicito. Utiliza, ainda, o software de computacao simbdlica
Maple.

O trabalho de |Aratjo e Marquez| (2013)) soluciona numericamente a equacao de
conducao do calor unidimensional em regime transiente por meio do método de diferencas
finitas com o método explicito. Ja a solucao analitica é obtida pelo método de Separacao

de Variaveis.

O trabalho de Neto| (2016) apresenta as solugdes analiticas da equagdo do calor
unidimensional e bidimensional, a partir da lei de Fourier. Os métodos de resolucao empre-
gados sao Transformada de Laplace, Separacao de Variaveis e a técnica da transformada

integral classica.

Oliveira (2016) descreve a implementacao computacional do método de diferengas
finitas para resolver o problema da conducao de calor. Para atingir os objetivos propostos,
aborda alguns conceitos fisicos, numéricos e computacionais, define teorias de propagacao

do calor até evoluir a lei de Fourier.

Costa e Dias (2018) comparam solugoes analiticas e numéricas para a equagao
de conduc¢ao do calor em uma barra de cobre finita e isolada termicamente. Utilizam o
método de Separacao de Varidveis e as solugdes numéricas sao obtidas a partir de uma

discretizacao e implementadas no programa Scilab.

Pereiral (2019) estuda a equacao diferencial parcial do calor e da onda unidimensi-
onais. Os métodos de solugao aplicados sao Separacao de Variaveis e expansao em séries

de Fourier.

O trabalho de |Schafer| (2019) apresenta um estudo sobre as equacoes diferenciais
parciais tendo como foco a equacao do calor e diferentes condigdes de contorno. Os

métodos de solucao utilizados sao Separacao de Variaveis e séries de Fourier.
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Schmidt| (2019) estuda a equagdo do calor homogénea unidimensional dada pela
lei de Fourier e de Cattaneo. Utiliza a teoria de séries de Fourier e a Transformada de
Fourier para a obtencao da solucdo em um dominio nao-limitado. Por fim, apresenta a

equacao do calor ndo-homogénea e sua solucao classica, através do principio de Duhamel.

O trabalho de [Martinelli e Chagas (2019) aborda dois métodos de resolugao da
equacao do calor. As solugoes foram obtidas pelo Método de Separagao de Variaveis
(solucio exata) e de Diferencas Finitas (solucdo numérica). E feita uma comparacio

entre os métodos a fim de verificar a qualidade do codigo numérico desenvolvido.

Lacortt, Boeira e Cukla) (2021)) trabalham com uma pesquisa acerca do problema
de conducao de calor em duas etapas: a primeira, um ensaio em laboratorio. E a se-
gunda, uma analise do problema resolvido analiticamente, pela modelagem mateméatica

da equacao de conducao de calor com o emprego do software Maple.

Dentro deste contexto, este trabalho descreve a solucao da equacao de condugao
do calor unidimensional em regime transiente, considerando condig¢oes de contorno de Di-
richlet (primeira espécie) e Neumann (segunda espécie), homogéneas e ndo homogéneas.
Os métodos empregados sdo Separacao de Variaveis, Transformada de Laplace e o mé-
todo de solucdo de PVC nao homogéneos. Destaca-se que o diferencial deste trabalho é o
emprego do pacote pdefourier e do software wxMaxima na obtenc¢ao da solugao e na sua
representacao grafica para os problemas propostos. O uso de ferramentas computacio-
nais torna-se util na analise qualitativa e validagoes das solugoes de equagoes diferenciais
parciais, principalmente devido a seus recursos graficos, para manipulagoes algébricas e

soma de séries de funcoes.
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2 Fundamentacao Matematica

Neste Capitulo, apresenta-se a fundamentagao matematica necessaria para a rea-

lizacao do trabalho.

2.1 Conceitos Preliminares

Defini¢ao 2.1.1. Uma fungao f : R — R é dita periédica com periodo 7" > 0 (BOYCE;
DIPRIMA; MEADE]| 2020), se o dominio de f contém x + T sempre que contiver x, e se

fla+T) = f(z), (2.1)
para todo valor de .

Definigao 2.1.2. Uma funcao f: R — R é dita par (DEMANA et al., 2013)), se

Definicao 2.1.4. Uma funcao é dita seccionalmente continua ou continua por partes em
um intervalo a < x < 3, se o intervalo puder ser dividido por um ntmero finito de pontos

a=1yg< 1w <... <z, =0 de modo que,

I. f seja continua em cada subintervalo aberto z;_; < x < z;;

II. f tenda a um limite no extremo de cada subintervalo por pontos do interior do

subintervalo.

Em outras palavras, f é seccionalmente continua em o < x < 3 se for continua no
intervalo, exceto por um numero finito de descontinuidades do tipo salto. Se f for secci-
onalmente continua em a < x < [ para todo 8 > «, entao diz-se que f é seccionalmente
continua em x > « (BOYCE; DIPRIMA| 2005) e (ZILL; CULLEN] 2009).

Definigao 2.1.5. A funcao degrau unitério ou funcao de Heaviside (Figura [1)) é definida

por:

ue(t) =

0, 0<t<
{’ =06 (2.2)

1, t>c.
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Figura 1 — Funcao Degrau Unitéario ou Fungao Heaviside

U:(t)

[s] R

0 t

Fonte: Adaptado de (SPIEGEL; LIPSCHUTZ; LIU| [2012)

Definicao 2.1.6. Uma integral imprépria em um intervalo ilimitado é definida como um
limite de integrais em intervalos finitos:
[e%S) A
/ F(#)dt = lim / F()dt, (2.3)
a A—o0 Jq
onde A é um ntmero real positivo. Se a integral em (2.3) de a até A existir para todo
A > a e se existir o limite quando A — oo dessa integral, diz-se que a integral imprépria

converge para este valor limite. Caso contrario, a integral diverge ou nao existe (ZILL;
CULLEN;, 2009), (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020).

Definicao 2.1.7. Uma fun¢do é de ordem exponencial se existem nimeros ¢, M > 0
e T > 0, tais que |f(t)] < Me para todo t > T (ZILL; CULLEN| [2009), (BOYCE;
DIPRIMA; MEADE| 2020).

2.2 Série de Fourier

Para a definicao de série de Fourier sao necessarios alguns conceitos importantes,
tais como: funcgao peridédica, funcao seccionalmente continua, funcao par e funcao impar,

apresentados na segao [2.1]

Definicao 2.2.1. A série de Fourier correspondente a uma funcao f definida no intervalo

—L < x < L, com periodo 2L e é definida como

ag nmwx nmwx
~ 0 e nrr 2.4
f(z) 5 —l—;:lancos( 7 )—l—bnsen( 7 ), (2.4)

onde os coeficientes de Fourier sdo:

wo=1 [ sy (25)
an:;j/_LLf(x)cos (T)dw,nzo,l,l..., (2.6)
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Se f for par, entdo todos os coeficientes b, sdo nulos, e os coeficientes a,, sao

obtidos integrando-se (2.4) de 0 a L e multiplicando-se o resultado por 2. Logo, tem-se

ap L/ cos( )dm n=20,1,2, .., (2.8)

flz) ~ % + i @y, COS <nz:c> (2.9)

n=1
E natural referir-se & série (2.9) como série de Fourier cosseno.

De forma anéloga, se f for impar (BUTKOV| [1973)) e (SPIEGEL; LIPSCHUTZ;

LIU, [2012)), todos os coeficientes a,, sdo nulos e

by L/f sen(L)dxn—123 (2.10)

nrx
b sen (7). 211
Z sen| — (2.11)
A série (2.11)) é comumente chamada de série de Fourier seno.

Teorema 2.2.1. (Convergéncia da Série de Fourier (ZILL; CULLEN] 2009)) Considere f
e f’ continuas por partes no intervalo (—L, L); isto é, admita que f e f’ sejam continuas
exceto em um numero finito de pontos no intervalo e que tenham, nesses pontos, somente
descontinuidades finitas. Assim, a série de Fourier de f no intervalo converge para f(x)
em um ponto de continuidade. Em um ponto de descontinuidade, a série de Fourier
converge para a média

CHRPICE

flay = T

onde f(zT) e f(z~) representam os limites de f em z a direita e & esquerda, respectiva-

mente.

Destaca-se que o Teorema nao sera aplicado neste trabalho.

2.3 Problema de Sturm-Liouville

Essa secao baseia-se em (ZILL; CULLEN] 2006) e (KREYSZIG| 2008a).

O Problema de Sturm-Liouville foi criado por Jacques Charles Frangois Sturm
(1803 - 1855) e Joseph Liouville (1809 - 1882). O trabalho sobre equagoes diferenciais e
problemas de contorno foi publicado no Journal des Mathématiques Pures et Appliquées
no periodo de 1836 - 1838 e, hoje, é conhecido como o problema de Sturm-Liouville, um

problema de autovalor em equagoes diferenciais de segunda ordem.
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Seja a equagao diferencial
d
@]+ la(@) + Ap(a)ly =0, (2.12)

envolvendo um parametro A. O problema de valor de contorno consistindo da equacao
diferencial ordinaria (2.12)) e das condigoes de contorno de Sturm-Liouville dadas:

ay(a) + f1y'(a) =0,
asy(b) + B2y (b) =0,
¢é chamado de problema regular de Sturm—Liouville. Supoem-se reais e independentes de

(2.13)

A os coeficientes em ((2.13). Além disso, a; e 51 ndo sdo ao mesmo tempo nulos, 0 mesmo

acontece com ag € [Is.

Como a equagao diferencial (2.12)) é homogénea, o problema de Sturm-Liouville
sempre admite solugao trivial para y = 0, mas essa solugao nao é interessante. Ao resolver
um problema, procura-se determinar o valor de A (um autovalor) e solugoes nao triviais

de y, que dependem de A (as autofungdes). Tal analise serd apresentada no Capitulo .

O Teorema estabelece uma relacao de algumas das importantes propriedades

do problema regular de Sturm-Liouville.

Teorema 2.3.1. (Propriedades do Problema Regular de Sturm-Liouville)

1. Existe um nimero infinito de autovalores reais que podem ser dispostos em ordem

crescente Ay < Ay < A3 < ... < A\, < ..., tais que A, — oo quando n — oo.
2. Para cada autovalor ha apenas uma autofungao (exceto para multiplos nao-zero).

3. As autofungoes correspondentes a diferentes autovalores sao linearmente indepen-

dentes.

4. O conjunto de autofungdes correspondente ao conjunto de autovalores é ortogonal

em relacao a fungao peso p(x) no intervalo [a, b].

Conceitos de Algebra Linear e de Anélise Funcional desempenham um papel impor-
tante na teoria relacionada ao problema de Sturm-Liouville, entretanto nao sao abordados
neste trabalho. Sugere-se ao leitor as referéncias (HONIG] [1976)), (KREYSZIG, [1978)) e
(HOFFMAN; KUNZE, (1971)).

2.4 Transformada de Laplace

Definicao 2.4.1. Seja f uma funcao de ordem exponencial e seccionalmente continua

definida para t > 0, entao a integral

L)Y = /0 T et (bt (2.14)



Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 21

¢é chamada de Transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Quando a integral imprépria (2.14]) converge, o resultado é uma fungéo de s.

Observacao 2.4.1. Neste trabalho, para denotar a Transformada de Laplace na variavel

t, da fungao u(z,t), utiliza-se a notagao

Lu(z, t)} = Ul(z, s).

2.4.1 Propriedades Operatérias da Transformada de Laplace

As propriedades operatorias da Transformada de Laplace (SPIEGEL;|1991)), (BOYCE;
DIPRIMA| 2005) e (ZILL; CULLEN] 2009)) sao:

1. Linearidade: Considere Z{f(t)} = F(s) e Z{g(t)} = G(s), entao

L{af(t) + Bg(t)} = aZ{f (1)} + BL{g(t)} = aF (s) + G(s), (2.15)

onde « e 3 sao constantes.

Devido & propriedade (2.15)), .Z é dita uma transformagao linear, ou operador linear.

2. Translagao sobre o eixo s: Se F(s) = Z{f(t)} existe para s > a > 0 e se ¢ ¢ uma
constante, entao

Lleft)y =F(s—c),s >a+c (2.16)

3. Translacdo sobre o eixo t: Se F(s) = Z{f(t)} existe para s > a > 0 e se ¢ é uma

constante positiva, entao

L{u(t)ft —c)} =e “L{f(t)} = e “F(s),s > a, (2.17)

onde u.(t) é a fungdo degrau unitario ou fun¢ao de Heaviside (Definigao [2.1.5).

4. Mudanca de escala: Se Z{f(t)} = F(s), entao

1
LLf(ct) = - F (S) . (2.18)
¢ \c
5. Transformada de uma derivada:
Teorema 2.4.1. Sejam as funcoes f, f',..., f™ Y continuas e f seccionalmente

continuas em qualquer intervalo 0 < ¢ < A. Suponha, além disso, que existam
constantes K,a e M tais que |f(t)| < Ke®, |f'(t)| < Ke™,...,|f" ()] < Ke* para
t > M. Entao, Z{f™(t)} existe para todo s > a e¢ é dada por

LU W) = s"L{f )} = " Vf0) = = sfO(0) = f07V(0). (219)
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Particularmente, a transformada de uma derivada de primeira ordem é:
L{f'(0)} = s2{f ()} — f(0). (2.20)
E a transformada de uma derivada de segunda ordem,
L'} =" L{f ()} = sf(0) = f(0). (2.21)

6. Multiplicacdo por t": Se Z{f(t)} = F(s), entdo

LU0} = (-1 S F(s). (2.22)

2.5 Transformada Inversa de Laplace

Definicao 2.5.1. Uma funcao é dita transformada inversa de Laplace se dada uma fun-
cao F(s), calcula-se uma fungdo f(¢) cuja Transformada de Laplace seja F'(s) (ZILL;
CULLEN] 2009). Diz-se entdo que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F(s) e

denota-se por

J(t) = 2 F(s)}. (2.23)

2.5.1 Propriedades Operatérias da Transformada Inversa de Laplace

1. Linearidade: a Transformada inversa de Laplace é dita uma transformacao linear,

isto é, para constantes a e 3,
L7 HaF(s) + BG(s)} = aZ HF(s)} + BLTHG(s)} = af(t) + By(t), (2.24)

em que F' e G sdo as transformadas de Laplace das fungoes f e g.

2. Translagao sobre o eixo s: Se f(t) = £ {F(s)} existe para s > a > 0 e se ¢ ¢ uma

constante, entao

L HE(s—c)} = e f(1). (2.25)

3. Translagao sobre o eixo t: Se f(t) = £ 1 F(s)} existe para s > a > 0 e se ¢ é uma

constante positiva, entao
L He F(s)} = u(t)f(t — c) = s > a, (2.26)
onde u.(t) é a fungdo degrau unitario ou func¢ao de Heaviside (Definicao [2.1.5).

4. Mudanca de escala: Se £~ F(s)} = f(t), entdo

LU F(cs)) = i f (i) | (2.27)
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5. Transformada inversa de uma derivada: Se .Z~'{F(s)} = f(t), entao

LTHYFW(s)} = 271 {d;F(s)} = (=1)"t"f(t). (2.28)
6. Multiplicagdo por s™: Se Z Y F(s)} = f(t) e f(0) =0, entdo
L HsF(s)} = f'(1), (2.29)

ou seja, a multiplicagdo por s tem o efeito de derivar f(t).

2.5.2 Métodos de Inversao

Existem varios métodos para a inversdo da Transformada de Laplace, entretanto
nesse trabalho serao apresentados somente o teorema da Convoluc¢ao, o método das fragoes
parciais e a férmula de Heaviside. Cabe ainda destacar o uso de tabelas, método que sera
empregado na obtencao da solucao dos problemas apresentados no Capitulo

25.2.1 Teorema da Convolucdo

A convolugao de duas fungoes (representada por *) (BUTKOV, |1973)), f(t) e g(?),

¢ dada pela integral

(F)0) = [ (e~ w)g(u)du (230)
Se Z7HF(s)} = f(t) e Z7HG(s)} = g(t), entao
L HF(5)G(s)} = f *g. (2.31)

A convolucao possui as seguintes propriedades basicas:

1. Comutatividade: fxg=g=* f.
2. ¢(fxg)=cf xg=fxcg, com c constante.
3. Associatividade: fx (gxh) = (f*g)*h.

4. Distributividade em relacao a soma: f* (g +h) = (fxg) + (f * h).

2.5.2.2 Método das Fracdes Parciais

P(s)
Q(s)’

grau do numerador P(s) menor que o grau do denominador ((s), pode ser escrita como

Qualquer fracao racional do tipo onde P(s) e (s) sdo polinomios, com o

a soma de funcoes racionais, denominadas fragdes parciais.

1. A cada fator linear da forma (as + b) de Q(s) corresponde uma fragdo parcial da

forma , onde A é constante e a # 0.

as +
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2. A cada fator linear repetido da forma (as + b)" corresponde uma fragao parcial da

forma 4 + Az + ...
as+b (as+0b)?2

—— " onde A, Ay, ..., A, sdo constantes e a # 0.
(as + b)"

3. A cada fator quadrético da forma (as® + bs + ¢) corresponde a uma fragao parcial

As+ B
da forma ——————, onde A e B sao constantes e a # 0.
as? +bs +c

4. A cada fator quadrético repetido da forma (as® + bs + ¢)" corresponde uma fra-
Als + Bl AQS + B2 Ans + Bn

o ,
as? +bs+c  (as®+bs+c)? (as? 4+ bs+c)”
Ay, Ay, . Ay, By, Bo, ..., B, sdo constantes e a # 0.

¢ao parcial da forma onde

Calculando a transformada inversa de Laplace de cada uma das fra¢oes parciais,

determina-se £ ! {P(s)} (SPIEGELL |1991)).

Q(s)
2.5.2.3 Férmula de Heaviside

Sejam P(s) e Q(s) polindmios, com grau P(s) < grau @(s). Suponha que Q(s)

tenha n zeros distintos oy, k = 1,2, 3,...,n. Entao

—1 P(S) o " P(Ozk)eakt
z {Q(S)}_,;Q’(ak) ) (2.32)

sendo Q' (ay) a derivada de Q(s) avaliada na sua k-ésima raiz (SPIEGEL; 1991).

2.6 Equacoes Diferenciais Parciais

Nessa se¢ao descreve-se o conceito de equagao diferencial parcial (EDP), sua classi-
ficacdo, segundo: ordem, linearidade e homogeneidade. Apresentam-se também defini¢oes
como condigao inicial e condi¢oes de contorno, particularmente do tipo Dirichlet, Neu-
mann e Robin. Todas as definigoes descritas baseiam-se em (KREYSZIG/ 2008b) e (ZILL;
CULLEN] 2009).

2.6.1 Classificacao

Definigao 2.6.1. Uma equacao diferencial parcial (EDP) é uma equagao envolvendo uma
ou mais derivadas parciais de uma funcao (desconhecida), que depende de duas ou mais

variaveis, frequentemente, o tempo ¢ e uma ou varias variaveis espaciais.

2.6.2 Ordem

Definicao 2.6.2. A ordem da derivada mais alta é chamada de ordem da EDP.
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2.6.3 Linearidade

Definicao 2.6.3. Diz-se que uma EDP ¢ linear se ela é do primeiro grau na funcao

desconhecida e em suas derivadas parciais.
Particularmente, a forma geral de uma EDP linear de segunda ordem ¢é dada por

2 2 2
Aa;;JrB Tu | o0u, plt, gt

Fu— 9
B groy o TP TEg, THU=0 (2:33)

onde A, B,C, D, E e F sao constantes reais, basta apenas que A, B ou C seja # 0 para

ser de segunda ordem.

2.6.4 C(lassificacao quanto ao tipo de EDP

Uma equacao diferencial parcial de segunda ordem linear com duas varidveis in-
dependentes de coeficientes constantes pode ser classificada como hiperbdlica, parabdlica
ou eliptica. Essa classificagdo depende somente dos coeficientes das derivadas de segunda

ordem. Assume-se, que ao menos um dos coeficientes A, B e C' nao seja zero.
Definicao 2.6.4. Uma equagao diferencial parcial de segunda ordem linear, é dita ser
hiperbélica se B> —4AC > 0,

parabélica se B2 —4AC = 0,
eliptica se B? — 4AC < 0.

Para o problema de conducao do calor, objeto de estudo deste trabalho, tem-se
uma EDP parabdlica, pois A =1,8=0e¢ C =0, logo, B> — 4AC = 0.

2.6.5 Homogeneidade

Definicao 2.6.5. Chama-se uma EDP linear de homogénea se cada um de seus termos
contém a fungdo desconhecida ou uma de suas derivadas parciais. Caso contrario, diz-se

que a equag¢ao ¢ nao-homogénea.

2.6.6 Solucdo de uma Equacao Diferencial Parcial

Definicao 2.6.6. Uma solu¢ao de uma EDP em alguma regiao R do espaco das variaveis
independentes ¢ uma funcao que tem todas as suas derivadas parciais aparecendo na EDP

em algum dominio D contendo R e que satisfaz a EDP em qualquer ponto de R.

Para as EDPs lineares podem-se obter novas solugoes a partir do Teorema Funda-

mental da Superposicao ou Principio Fundamental da Superposicao.
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Teorema 2.6.1 (Teorema Fundamental da Superposi¢ao). Se uy, us, ..., u, sdo solugdes

de uma EDP linear homogénea em alguma regiao R, entao
oo

U = ClUi + CUs + ... + cLU, = Zciui,
i=1

com as constantes ¢;, i = 1,2, ..., n quaisquer, é também uma solucao dessa EDP na regiao

R.

2.6.7 Condicao Inicial e Condicdes de Contorno

Definicao 2.6.7. Define-se condicao inicial quando o tempo ¢ é uma das variaveis, em

que a solucao pode ser determinada para t = 0.

Definicao 2.6.8. Definem-se condigoes de contorno como as condigoes impostas a solugao

no contorno da regiao.

Definicao 2.6.9. A condi¢ao de Dirichlet é uma condi¢ao de contorno do tipo
u(L,t) = uy,

onde uy é uma temperatura prescrita e L, a extremidade direita de uma barra.

Definicao 2.6.10. A condi¢ao de Neumann é uma condi¢do de contorno do tipo

@
ox

Definigao 2.6.11. A condi¢ao de Robin é uma condi¢ao de contorno do tipo

=0.
z=L

@
ox

= —h[u(L,t) — uy,],

z=L

onde h > 0 e u,, sdo constantes.

Destaca-se que neste trabalho serao abordadas apenas as condigoes de Dirichlet e

Neumann.

2.7 Meétodos de Solucao

2.7.1 Separacao de Variaveis ou Método de Fourier

No método de Separacao de Varidveis determina-se uma solucao particular de uma
EDP na forma de um produto entre uma funcdo que depende da variavel x e uma funcao

que depende da variavel t, ou seja,
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u(z,t) = X (2)T(). (2.34)

Particularmente, com essa suposicdo, quando a EDP linear em duas variaveis

for separavel, é possivel reduzi-la a duas equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) (ZILL;

CULLEN] [2009).

2.7.2 Método da Transformada de Laplace

Quando se aplica a Transformada de Laplace para resolver uma EDP linear com
duas variaveis, em geral t é escolhida como a variavel de transformacgao devido ao seu
dominio (¢ > 0). Como consequéncia, chega-se a uma EDO envolvendo a fungao transfor-
mada. Resolvendo-se essa EDO, obtém-se como solucao a Transformada de Laplace da
funcao desejada. A partir da Transformada inversa de Laplace, determina-se a solucao do
problema. Se os coeficientes da func¢ao dada nao dependerem de ¢, o uso da Transformada
de Laplace simplifica o problema (KREYSZIG| 2008a)).

2.7.3 Problema de Valor de Contorno nao homogéneos

Um problema de valor de contorno (PVC) é dito ser ndo homogéneo quando a
equacao diferencial parcial ou suas condi¢bes de contorno sao nao homogéneas. Para
solucionar este tipo de problema, determina-se um conjunto completo de autofuncoes,
segundo um conjunto equivalente de condigoes de contorno homogéneas. Para que isso
ocorra, utiliza-se a linearidade do operador e o Teorema m (Teorema Fundamental da
Superposicao). Assume-se, entao, que a solugao serd particionada em dois termos (ZILL;
CULLEN] 2009)

u(z,t) = v(x,t) + Pz, t). (2.35)

Destaca-se que a equacao ([2.35)) vale para o caso em que as condi¢oes de contorno depen-

dem do tempo.

Quando as condigoes de contorno nao dependem do tempo, escreve-se u(z,t) como

u(z,t) = v(z,t) + (). (2.36)

Dependendo do cardter do termo fonte e das condigoes de contorno, o termo v(x, t)
pode apresentar as caracteristicas de uma solucao “variavel” ou “transitéria” e ¢ (x, t) terd

as caracteristicas de uma solugdo de “estado estacionario” ou “equilibrio”.

Assume-se aqui que condigoes de contorno dependam do tempo, logo substitui-se
a equagao (2.35) na equagao diferencial parcial, nas condig¢oes de contorno e na condi¢ao

inicial. Neste caso,
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1. ¢(z,t) serd uma funcao linear de x, assim, todas as derivadas parciais de segunda

ordem em relacao a x serao zero.

2. v(x,t) satisfaz & equagdo nao homogénea correspondente as condigdes de contorno

homogéneas.

A substituicao resulta em dois problemas de valor limite de condicao inicial. Para
v(x,t), obtém-se a equagdo diferencial parcial homogénea ou ndo homogénea com as
condigbes de contorno homogéneas e a condigao inicial. Da mesma forma, para ¢ (x,t),

obtém-se a equacao diferencial homogénea ordinaria.

A partir daqui, aplica-se o método de Separacao de Varidveis como proposto em
(ZILL; CULLEN] [2009) e (ARTICOLO) 2009).

No capitulo seguinte sao apresentados conceitos relacionados a transferéncia de

calor e a obtencao da equacgao do calor.



29

3 Fenomenos de Transporte

Nesse capitulo sdo apresentados conceitos acerca de transferéncia de calor e a

modelagem matematica para a obtencao da equacao de conducao de calor unidimensional.

3.1 Transferencia de Calor

Transferéncia de calor é energia térmica em transito devido a uma diferenca de
temperaturas no espaco. Sempre que existir uma diferenca de temperaturas em um meio
ou entre meios, havera, necessariamente, transferéncia de calor. A transferéncia de calor
ocorre por condugao, convecgao e radiagao (Figura , mas, na maioria das vezes, por
combinacao das mesmas. Quando existe um gradiente de temperatura em um meio es-
tacionario, que pode ser um sélido ou um fluido, usa-se o termo conducao para referir-se
a transferéncia de calor que ocorrera através do meio. J4 o termo convecgao remete-se
a transferéncia de calor que acontecera entre uma superficie e um fluido em movimento
quando eles estiverem a diferentes temperaturas. O terceiro modo de transferéncia de
calor é chamado de radiacao térmica: todas as superficies, com temperaturas nao nulas,
emitem energia na forma de ondas eletromagnéticas, assim, na auséncia de um meio par-
ticipante, ha transferéncia de calor liquida por radiacao entre duas superficies a diferentes
temperaturas (BERGMAN et al.| [2014) ¢ (INCROPERA; DEWITT, 1990)).

Figura 2 — Modos de transferéncia de calor: conducao, convecgao e radiagao

Condugao através de um solido Convecgao de uma superficie Troca liquida de calor por
ou de um fluido estacionario para um fluido em movimento radiagdo entre duas superficies

T, > T, T,>T.

T, T Superficie, Ty
Fluido em v
movimento, 7_ -
—_— if \\ A Superficie, T

> q" : 4

—> - :\:\/'/
= | ahee

Fonte: (BERGMAN et al., 2014))

Neste trabalho serda abordada apenas a transferéncia de calor por condugao.

3.1.1 Conducdo do Calor

Nesta se¢ao descreve-se o conceito de condugao do calor, baseado em (BERGMAN
et al, 2014).
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A conducgao ocorre quando ha transferéncia de energia entre as moléculas. Essa
energia esta relacionada ao movimento de translacao, rotagao e de vibragao das moléculas.
As temperaturas mais altas estdo associadas a maiores energias moleculares, quando mo-
léculas vizinhas se chocam, o que acontece constantemente, uma transferéncia de energia
das moléculas mais energéticas para as menos energéticas deve ocorrer. A Figura [3ilustra

a transferéncia de calor por conducao.

Figura 3 — Transferéncia de calor por conducgao

Fonte: (BERGMAN et al., 2014)

3.2 Modelagem Matematica

Um modelo mateméatico tem como objetivo descrever um fenémeno fisico. De
um modo geral, o processo de transferéncia de calor pode ser quantificado por meio
de equacgoes de taxas apropriadas. Essas equacoes podem ser usadas para calcular a
quantidade de energia sendo transferida por unidade de tempo. Dentro deste contexto, a
subsecao descreve o modelo matematico utilizado no estudo do problema de condugao

do calor.

3.2.1 A Equacado de Conducdo do Calor Unidimensional

Para o estudo do problema de condugao do calor considera-se uma barra reta uni-
forme feita com material homogéneo, opta-se pelo eixo x para formar seu eixo. Supoe-se
que as dimensoes da secao reta sao tao pequenas que a temperatura u pode ser conside-
rada constante em qualquer se¢ao reta (Figura {f). Desta forma, u s6 depende de x e do
instante ¢ (BOYCE; DIPRIMA| 2005) e (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, [2020).
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Figura 4 — Barra reta uniforme

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020))

Para o estudo de conducao do calor considera-se, ainda, que

1. A barra é feita de material que conduz calor.

2. As faces laterais sdo isoladas (ou seja, ndao hé troca de calor) e nenhum calor escapa

a partir dessa superficie.
3. Nenhum calor é gerado no interior da barra.

4. O calor especifico (¢) e a condutividade (k) do material da barra sdo constantes.

Duas leis empiricas (primeira e segunda lei da termodindmica (YOUNG; FREED-

MAN; [2016]) de conducao do calor sao necesséarias para obter a EDP que satisfaz u(z, t):

1. A quantidade de calor () considerando uma pequena fatia da massa m é
Q = cmu, (3.1)
onde u é a temperatura do elemento, ¢ o calor especifico.

2. A taxa do fluxo de calor () através da secao transversal é proporcional a area A da

secao transversal e a derivada parcial da temperatura em relacao a x:

onde @); representa a taxa liquida.

Como o calor flui na direcdo de decréscimo da temperatura, o sinal negativo em
é usado para garantir que @), seja positivo para u, < 0 (fluxo de calor para
direita) e negativo para u, > 0 (fluxo de calor para esquerda). Se a fatia circular
da haste entre x e x + Az for muito fina, entdo u(z,t) pode ser tomada como a

temperatura aproximada em cada ponto do intervalo. A massa da fatia é dada por

m = p(AAx), (3.3)
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onde p ¢ a densidade do material. Assim escreve-se,

Q = cp(AAx)u. (3.4)

Quando o calor fluir na dire¢ao = positiva, surge (),

—kAu,(x,t) — [—kAu,(z + Az, t)] = kAug(x + Az, t) — ug(x,t)]. (3.5)

Diferenciando (3.5)) em relacao a t, obtém-se que a taxa liquida também é dada por:

Qr = cp(AAT)uy. (3.6)
Igualando e (3.6), tem-se:
kAug(x + Az, t) — ug(x,t)] = cp(AAT)uy. (3.7)

Escrevendo (i3.7)) de forma conveniente, chega-se a:

k(2 + Az, t) —ug(z,t)]
p N = uy. (3.8)

Aplicando o limite em (3.8) quando Az tende a 0, obtém-se a equagao de condugao

do calor unidimensional em regime transiente definida por:

gy, =u,0 <z < L,t>0, (3.9)

onde o? é a constante conhecida como difusividade térmica. O pardmetro a? de-

pende apenas do material do qual é feita a barra e é determinado por

ot =2 (3.10)

Neste trabalho, sao considerados problemas de conducao do calor distintos, de
acordo com o conjunto de condi¢do inicial e de condi¢bes de contorno. A solugao de
(3.9) serd uma funcao u(x,t) que satisfaz a equacao e as condigoes dadas. Definicoes e

Teoremas referentes & existéncia e unicidade da solugdo encontram-se no Anexo [Al

O Problema 1, ilustrado pela Figura[5], é descrito pelo Problema de Valor inicial e
Valor de Contorno (PVIC) definido por

a2uxm = Uy,
u(z,0) = f(z),

(3.11)
u(0,t) =0,

u(L,t) = 0.
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onde u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0 sdo condigbes de contorno de Dirichlet.

Figura 5 — Problema 1 (condigao de Dirichlet)

Fonte: Adaptado de (BOYCE; DIPRIMA; MEADE 2020))

O Problema 1.1 esta sujeito as mesmas condicoes de contorno do Problema 1, mas

condicao inicial distinta, e é caracterizado por

a2uzm = Uy,
u(x,0) =11,
(3.12)
u(0,t) =0,
u(L,t) = 0.

Assim como no Problema 1, o Problema 1.1 tem condigdes de contorno do tipo
Dirichlet. Destaca-se que o Problema 1.1 é um caso particular do Problema 1, com
u(z,0) = T} (constante).

O Problema 1.2 esta sujeito as mesmas condicoes de contorno do Problema 1, mas

condicao inicial distinta, e é caracterizado por

2 _
A" Ugy = Ug,

u(z,0) = z(x — 1),
(3.13)
u(0,t) = 0,

u(L,t) = 0.

Assim como no Problema 1, o Problema 1.2 tem condigbes de contorno do tipo
Dirichlet. Destaca-se que o Problema 1.2 é um caso particular do Problema 1, com
u(z,0) = z(x —1).
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O Problema 2 tem a mesma condigao inicial do Problema 1 (constante), mas

condicoes de contorno distintas e é caracterizado por

u(z,0) = f(z),
(3.14)
u,(0,t) =0,
u(L,t) = 0.

A condic¢ao u,(0,t) = 0 é conhecida como condigdo de Neumann. A Figura @

ilustra o Problema 2.

Figura 6 — Problema 2 (condigdo de Neumann e Dirichlet)

Fonte: Adaptado de (BOYCE; DIPRIMA; MEADE| 2020))

O Problema 2.1 tem as mesmas condi¢oes de contorno do Problema 2, mas condi-

¢do inicial distinta e é caracterizado por

azux:c = Uy,
u(z,0) =11,
(3.15)
ug(0,t) =0,
u(L,t) = 0.

Assim como no Problema 2, o Problema 2.1 tem condigbes de contorno do tipo
Neumann. Destaca-se que o Problema 2.1 é um caso particular do Problema 2, com
u(x,0) =T (constante).

O Problema 2.2 tem as mesmas condi¢oes de contorno do Problema 2, mas condi-
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¢do inicial distinta e é caracterizado por
Py = Uy,
u(z,0) = z(x — 1),
(3.16)

uz(0,t) =0,

u(L,t) = 0.

Assim como no Problema 2, o Problema 2.2 tem condigdes de contorno do tipo

Neumann. Destaca-se que o Problema 2.2 é um caso particular do Problema 2, com

u(z,0) = z(x —1).

O Problema 3, representado por uma equacao diferencial parcial com condicoes de

contorno nao homogéneas, ilustrado pela Figura [7], é descrito por

2 _
A Ugy = U,

u(z,0) = f(z),

U(O, t) = U()(t),

u(L,t) = uy(t),

onde u(0,t) = up(t) e u(L,t) = uy(t) sdo condigdes de contorno de Dirichlet.

Figura 7 — Problema 3 (condigao de Dirichlet)

u(0.=to(t) w(0.H=us(t)

Fonte: Adaptado de (BOYCE; DIPRIMA; MEADE| 2020))

(3.17)
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O Problema 3.1 é um caso particular do Problema 3 e é caracterizado por

2 _
A" Ugy = U,

u(z,0) =0,
(3.18)
u(0,t) = cos (t),

u(1,t) =0,

Assim como no Problema 3, o Problema 3.1 tem condigdes de contorno do tipo
Dirichlet.

Os problemas aqui descritos terao suas solugoes apresentadas no proximo capitulo.
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4 Solucao da Equacao de Conducao do Calor

em Regime Transiente Unidimensional

A seguir apresentam-se as solugoes analiticas dos problemas propostos no Capitulo

4.1 Problemal

Este problema ¢é caracterizado por (3.11)) e serd resolvido apenas pelo método de

Separacao de Variaveis.

Escreve-se u(x,t) como um produto de duas outras fung¢oes, uma dependendo da

variavel x e a outra dependendo de ¢, ou seja,

u(z,t) = X(x)T(t). (4.1)

Substituindo u(z,t) na equagao diferencial parcial (3.9)), obtém-se

? X" (2)T(t) = X (2)T'(t). (4.2)

Serao omitidas as variaveis x e t, ja que X depende apenas de x e T, apenas de t

e também para simplificar a notagdo. Assim, reescreve-se a equacao (4.2) como

*X'T = XT'. (4.3)

Divide-se entao os dois lados da equagao (4.3)) por o> XT # 0,

X// 1 T/
X T (44)

Cada membro da equagao (4.4) depende apenas de uma varidvel. Dessa forma,
pode-se igualar a equagao (4.4) a —\, chamada de constante de separacao,

X//_ 1T/_

— 4.
X a2 T A (4.5)

Note que ha duas equagoes diferenciais ordinarias lineares a serem resolvidas,

X"+ AX =0, (4.6)

T + &*\T = 0. (4.7)
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Reescrevem-se as condigoes de contorno em ((3.11))

w(0,1) = X(0)T(t) = 0, (4.8)

u(L,t) = X(L)T(t) = 0. (4.9)

Se a equacao (|4.8]) fosse satisfeita escolhendo-se T'(t) como zero para todo ¢, entéo
u(z, t) seria nula para todo x e t, entdo rejeita-se esta possibilidade. Portanto, a equagao
(4.8) deve ser satisfeita impondo-se a condigao

X(0) = 0. (4.10)

A mesma ideia vale para a condigdo de contorno em (4.9), entao

X(L) = 0. (4.11)

A equacgao (4.6]) e as condigoes de contorno homogéneas (4.10)) e (4.11]) constituem

o problema de Sturm-Liouville regular. Resolve-se esse problema para obter o autovalor

e a autofuncao associada, consideram-se trés possibilidades A =0, A <0 e A > 0.

Quando A = 0, tem-se
X// — 0

o que implica
X(z) =1z + ca. (4.12)

Aplicando a condigao de contorno (4.10)) em (4.12)),

c1-0+co =0,

CQZO.

E a condigao de contorno (4.11)) em (4.12)),

Cl'L+02:O,

como cp = 0, tem-se apenas
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e como L # 0, entdao ¢; = 0. Obtém-se, neste caso, a solucao trivial, que nao é relevante

para o problema.

A partir da equagao (4.6)), escreve-se, entdo, a equagao caracteristica para \ # 0,

2+ X =0. (4.13)
Logo,
r=4v-\

Considerando A < 0, escreve-se X (z) como

X(z) = 16V + cpe VN, (4.14)

Aplicando a condigao de contorno (4.10)) em (4.14)), tem-se

Cl+C2:0,

C1 = —Co. (415)

E a condicao de contorno (4.11)) em (4.14)),

creV=AL 4 e VAL =,

Substituindo ¢; = —c¢,, obtém-se

—CQemL + CQe_mL =0.

Colocando ¢y em evidéncia

02(_6\/:\L + e—\/TAL) -0

bl

e como eV~ ¢ diferente de zero, tem-se ¢y = 0.

Substituindo ¢; = 0 em (4.15)) resulta em ¢; = 0. Chega-se a solugao trivial para

X(x) se A < 0 e que ndo é, novamente, relevante para o problema.

Por tltimo, considerando A > 0 em (4.13)), tem-se

X (z) = ¢; cos(VAx) + casen(VAz). (4.16)

Aplicando a condicao de contorno (4.10) em (4.16))

¢ cos(vV/A0) + cosen(v/A0) = 0.
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Logo, ¢; = 0. Aplicando a condi¢ao de contorno em , obtém-se
¢; cos (VAL) + cpsen(v/AL) = 0,
como ¢; = 0, escreve-se
casen(vAL) = 0,

uma vez que co # 0,

VAL = nr. (4.17)
Dividindo-se os dois lados da equacgao (4.17)) por L # 0, escreve-se

V= % (4.18)

Elevando os dois lados da igualdade (4.18]) ao quadrado tem-se

n?n?
)\n:?,n:1,2,3,.... (419)

Os autovalores do problema (4.6, com as condicoes de contorno (4.10) e (4.11)),
sao dados por (4.19)), cuja autofungao associada é

Xp(x) = cnsen(ngE),n =1,2,3,...

Voltando para a equagdo diferencial ordinaria linear de primeira ordem (|4.7)),

22
substituindo-se A\ por T2 tem-se
n’m?a?
T + 72 T =0, (4.20)
cuja solucao é representada por
—n27r2a2t
T,(t)=e¢ 2 ,n=123.. (4.21)
Portanto, escreve-se a solugdo geral do problema como w,(z,t) = X, (x)T,(t).

Multiplicando-se as solugoes das equagoes (4.6) e (4.7)), e desprezando-se as constantes
arbitrarias de proporcionalidade, pode-se concluir que

2.2 2

(1) = cpe T2 tsen<n2x>,n —1,2,3, .. (4.22)

Logo, pelo Teorema Fundamental da Superposicao

e 771271'2&215
u(z,t) =Y cpe” 12 sen<n2x>. (4.23)
n=1
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Aplicando a condigao inicial u(x,0) = f(x),0 < x < L, obtém-se
u(z,0) = i cnsen(nzx> = f(x). (4.24)
n=1
O valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier seno definido por
Cp = E/OL f(a:)sen(nzx)dx. (4.25)

Uma vez conhecida f(x), determina-se ¢, e obtém-se a solucao u(x,t).

Para uma melhor ilustragao da solucao, resolve-se o Problema 1.1 caracterizado por
(3.12), tomando-se f(z) = T} (constante). Este problema sera resolvido pelos métodos

de Separagao de Varidveis e a Transformada de Laplace conforme segue.

4.1.1 Problema 1.1 - Método de Separacido de Variaveis

Este problema é caracterizado por (3.12)). A seguir, resolve-se a EDP pelo método
de Separacao de Variaveis, partindo-se de (4.25)).

Para este caso particular, o valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier seno

definido por
nwr

2 (L ]
on = Z/0 Tlsen<L> z. (4.26)

Resolvendo-se a integral (4.26]), obtém-se

=27 (mrx) L
Cp = Cos —
L L Jnm

L

0

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, tem-se

Cp = —2h [cos (m;/L) — COS(O)],

nm
ou seja,
—2T}
= —1].
c - [cos (nm) — 1]
Logo,
2T,
= —|1—(=1)"]. 4.27
o= 20— 1y (4.27)
Substitui-se (4.27) em (4.23), e escreve-se
i 2T1 —n2n2a2t nmwx
t) = —[1—=(=1)" 2 — . 4.28
) = 32 = (17 sen (M) (4.28)

Portanto, (4.28) é a solugdo do Problema 1.1, definido por (3.12), utilizando o

método de Separacao de Variaveis.
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4.1.2 Problema 1.1 - Transformada de Laplace

Nessa subsegao resolve-se o Problema 1.1, definido por (3.12), aplicando a Trans-

formada de Laplace na variavel t.

Aplica-se a Transformada de Laplace na equacao de conducao do calor unidimen-

sional em regime transiente,

0%u 1 ou
— = —— . 4.2
g{@aﬂ} g{azﬁt} (4.29)
No lado esquerdo de (4.29)) escreve-se
0?u d*U(z, s)
o[0Tl o

onde Ul(z,s) = £ {u(z,t)}.
No lado direito de (4.30), aplicando o Teorema para a Transformada de

Laplace para derivadas, tem-se

<z {;2?;} = ;[SU(x,s) —u(z,0)] = CiQ[SU(x, s) —T4]. (4.31)

Substituindo-se (4.30) e (4.31) em (4.29)

d?U(z,s) 1.
T = ?[SU(JZ, S) — Tl], (432)
isto é,
d?U(z,s) sU(z,s) Ty
= — —. 4.
dz? a? a? (4.33)
) sU(z,s) , )
Subtraindo-se ———= dos dois lados da igualdade (4.33)), tem-se
o

d*U U T

U(l‘, S) o SU(‘Z? S) — 1 (434)

dx? a a?’

Note que (4.34]) é uma equacao diferencial ordinéria linear ndo homogénea. Neste

caso, a solugao é escrita como:

U(x,s) =Up(x,s) + Up(z,s), (4.35)

onde Up(z, s) é a solugdo homogénea e U,(x, s) é a solugdo particular.

A equacao diferencial ordinaria linear homogénea é dada por

d*Up(z,s)  sUp(x,s
;352 ) _ hogz L (4.36)

Escreve-se a equacao caracteristica associada a (4.36)
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9 S
r°—— =0.
2
S . . - S
Logo, r = £——. Para simplificar a notacao, denota-se — = (.
« «
A solugao homogénea de (4.36) é dada por
Up(z,s) = Asenh(Bz) + B cosh (Bz). (4.37)

Determina-se, entao, a solucao particular da equacao diferencial ordinaria linear.
Neste caso, aplica-se o método dos coeficientes a determinar (KREYSZIG| [2008b)). Supoe-

se uma solucio particular do tipo constante, C'. Substitui-se U, = C na equagdo diferen-

cial ordinaria (4.34) e obtém-se

Multiplicam-se os dois lados da igualdade (4.38)) por o?,
—sC = _Tl-
Dividindo-se por s os dois lados da igualdade (4.39) para calcular C,

c==1
S

Substituindo-se (4.37) e (4.40) em (4.35)), chega-se a

T

U(z,s) = Asenh(fz) + Bcosh (fz) + o

As condigoes de contorno para o problema transformado por Laplace sao

U(0,s) =U(L,s) = 0.

Aplicando a condicdo U(0, s) = 0 na equacdo (4.41)), obtém-se

_ T
U(0,s) = Asenh(80) + B cosh (80) + ?1 =0,
logo,
T
B+~ =0,
s
portanto,
T
B=--1
s

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Substituindo (4.45) em (4.41)) e aplicando a condigao de contorno U(L, s) = 0 na

expressao resultante, tem-se
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U(L,s) = Asenh(BL) — 7;1 cosh (BL) + 7;1 = 0.

Assim,
—Ty + T cosh (BL)
= 4.4
A s -senh(SL) (4.46)
Substituindo-se (4.46|) em (4.41]), obtém-se
— | =Ty + Tycosh (BL) o n T
U(z,s) = [ 5 senh(BL) senh(fSx) . cosh (Bx) + S (4.47)
Coloca-se h em evidéncia,
s
— Ty |(—1+cosh(BL)
= — h — cosh 1]. 4.4
Uz, s) . K senh(5L) senh(fz) — cosh (fz) + (4.48)

Aplica-se a propriedade da distributividade da multiplicacao em relagao a diferenca

em (4.48) e chega-se a

— _ Th | —senh(Bz) + cosh (8L)senh(Sx)
Ulw,s) = l senh(8L)

. — cosh (Bz) + 11 . (4.49)

Calculando o minimo multiplo comum em (4.49) tem-se

— Ty | —senh(fBz) 4 cosh (8L)senh(Bx) — cosh (Bx)senh(BL) + senh(5L)
s [ senh(SL)

(4.50)

Utilizando a férmula do seno hiperbélico de uma diferenca de dois termos (SPIE-
GEL; LIPSCHUTZ; LIU| 2012)) em (4.50)) e escreve-se,

— B —senh(fx)  senh[f(z — L)] 1
Ulz,s) =T L -senh(5L) s -senh(GL) * s] (4.51)
Aplica-se a Transformada inversa de Laplace em ,
o —senh(fz)  senh[f(x — L)] 1
u(a,t) =27 { ! [s -senh(8L) s -senh(BL) i s} } ' (4:52)
Substitui-se § em (4.52]),
o —senh(*z)  senh[2(z —L)] 1
u(z,t) =& {Tl sosenh(EL) T s-senh(£L) S] } (4.53)

Neste momento deve-se inverter a solucio U(z, s), ou seja, voltar para o dominio
real. Utiliza-se a propriedade da Transformada inversa de Laplace da linearidade e escreve-

se

—Sen ﬁl’ SeENn ﬁ xr —
u(z,t) = T2~ {SM} + T2 { - ijlé(ﬁf))] } LT {i} (4.54)
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Utiliza-se a transformada inversa de Laplace na forma tabelada (SPIEGEL; LIPS-
CHUTYZ; LIU, [2012)) e obtém-se

—senh(¥z) r 2& (—1)" —n?x2e? nmwr
S i S G e~ sen (M), 455
{s : senh(%L) } L n; n L (4.55)

L fsenh[¥@ - L) a-L  2&(-1)" ‘”QEf“ztsenlm(‘” - L)]
o { 5 - senh(?L) } B * 7T 2 ‘ ' (4.56)

Sabe-se ainda que

7 {1} =1 (4.57)

Aplicando a férmula de adigdo para fungoes trigonométricas (SPIEGEL; LIPS-
CHUTZ; LIU, 2012)

sen [mr(x—L)] = sen (T) cos(nm) — cos (T) sen(nm) = (—1)”Sen(m£x),

as manipulagoes algébricas adequadas em (4.55)), (4.56) e (4.57) e substituindo-se em

(4.54) chega-se a

21T &1 — (=)™ —n?x2a® (mrx)
= — sen| —

t) = R S P
u(z,t) - e *

(4.58)
n=1
Portanto, (4.58]) ¢ a solugdo do Problema 1.1, definido por (3.12) utilizando a
Transformada de Laplace, mesma solugao obtida em (4.28) pelo método de Separagao de
Variaveis.
A fim de ilustrar a metodologia, resolve-se a seguir o Problema 1.2, caracterizado
por (3.13)), utilizando-se o método de Separagao de Varidveis e a Transformada de Laplace.

4.1.3 Problema 1.2 - Método de Separacdo de Variaveis

Resolve-se nesta subsecao, o Problema 1.2 pelo método de Separagao de Variaveis,
partindo-se da equacgao (4.25).

Para este caso particular, o valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier seno

definido por
9 (L
Cp = Z/o x(r — 1)sen(nzx>dx. (4.59)

Resolvendo-se a integral (4.59) pelo método de integragdo por partes e com o
auxilio do wxMaxima para fins de simplificacdo, obtém-se

L

nmwL(2z — 1)sen (nzx) + (217 — 0% + 7n’x) cos (nzxﬂ

(4.60)

Cp =
m3n3

0
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Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, tem-se

Cn = 33 {mT(L — 1)sen(nn) + cos(nm)(2L — n*7*L + n’1?) — 2L} : (4.61)
™n
Logo,
2L 2_2 2_2 n
=53 [(ZL —nmL+n"m7)(—1)" — 2L] . (4.62)
Substitui-se (4.62)) em (4.23), e escreve-se
> - 2n? 252 _1 L —n?nx2a2¢
T,t) = 213—/ Z - L+n37T )= 2Leﬁsen(m) (4.63)
™ n

Portanto, (4.63)) é a solugdo do Problema 1.2, definido por (3.13), utilizando o

método de Separagao de Variaveis.

4.1.4 Problema 1.2 - Transformada de Laplace

A seguir, o Problema 1.2 caracterizado por (3.13)) é solucionado pelo método da

Transformada de Laplace.

Aplica-se a Transformada de Laplace na equacao de conduc¢ao do calor unidimen-

sional em regime transiente

0%u 1 Ou
— = — . 4.64
g{@ﬁ} g{oﬂﬁt} (4.64)
No lado esquerdo de (4.29)), escreve-se
0%u d*U(x, s)
ofPe) o) e

onde U(z,s) = £ {u(z,t)}.
No lado direito de (4.64)), aplica-se o Teorema da Transformada de Laplace de uma

derivada e escreve-se,

v {18“} = [T, 5) — (e, 0)] = 5[5z, ) u(a, 0)] = ~5[sT(a,5) — (e~ 1)].

a? ot
(4.66)
Substituindo-se (4.65)) e (4.66) em (4.64) chega-se a
CFUdf;’S) _ ;[SU(:I;, 5) = a(z — 1], (4.67)
isto é, S o
d*U(x,s) _ sU(xQ, s) oz ; 1)‘ (4.68)

dx? «Q «Q
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Uz, s)

Subtraindo-se > 5 — dos dois lados da igualdade (4.68), tem-se
o

¢U(x,5)  sU(x,5) 2w —1) (4.69)

2

dz? «Q o

Note que (4.69) é uma equacao diferencial ordinaria linear ndo homogénea. Neste

caso, escreve-se a solu¢ao como:
U(x,s) = Up(x,s) + Up(z,s), (4.70)

onde Up(z, s) é a solugdo homogénea e U,(x, s) é a solugdo particular.
A equacao diferencial ordinaria linear homogénea é dada por

d?Up(z,s)  sUp(x,s)

— =0. 4.71
dz? a? (4.71)
Resolve-se a equacao caracteristica, obtém-se
r= :I:ﬁ.
a
Note que a solugdo homogénea de (4.71)) é
- ¥
Un(z,s) = Asenh(fBz) + B cosh (fz), onde = -—. (4.72)
«

Determina-se, entao, a solucao particular da equacao diferencial ordinaria linear.
Aplicando-se o método dos coeficientes a determinar (KREYSZIG| |2008b). Supoe-se uma

solucao particular do tipo,

U,(z,8) = C2® + Dr + E, (4.73)

com derivadas de primeira e segunda ordem em relagao a variavel  dadas por:

CZUp(m, s)=2Cx+ D, (4.74)
e 2
Substitui-se (4.75) e (4.73]) na equagao diferencial ordinaria (4.69)),
s x(r—1)
Obtendo-se,
1
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1
D=—- 4.78
. (4.78)
e
202
Substituindo-se (4.77), (4.78) e (4.79) em (4.73)) escreve-se U,(z,s) como
_ 1, 1 2a2
L S il 4.
Uy(z,s) STt (4.80)

Portanto, U(z, s) é dada por

_ 1 1 202
U(z,s) = Asenh(fz) + B cosh (fz) + gx2 -2 + %. (4.81)

As condigoes de contorno para o problema transformado por Laplace sao

U(0,s) =U(L,s) = 0. (4.82)
Aplicando a condicdo U(0, s) = 0 na equacdo (4.81)), obtém-se
202
portanto,
20

Substituindo (4.84) em (4.81)) e aplicando a condicdo de contorno U(L, s) = 0 na

expressao resultante, tem-se
— 202 1 4, 1 202
U(L,s) = Asenh(BL) — —-cosh (BL) + =L — -L + — = 0.
S S S S

Assim,
202 cosh (BL L? L 20/
A= 2otcosh (BL) + - S (4.85)
s?-senh(SL) s-senh(BL) s-senh(SL) s%-senh(SL)

Substituindo-se (4.85) em (4.81)), obtém-se

— _ [2a®cosh (BL) L? L 202
Ulz, s) = s2-senh(BL) s -senh(BL) v s-senh(BL) 2 -senh(BL) senh(fz)
20/ 1 202

1
—? cosh (61‘) + ;.TQ — gQJ + ?
(4.86)
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Utilizando a propriedade distributividade da multiplicacao em relagao a diferenca
em (4.86)),

7 _ 2a%cosh (BL)senh(Bx)  L?senh(fz) = Lsenh(Bx)  2a’senh(Sx)
(z,5) = s? - senh(SL) ~ s-senh(BL) ' s-senh(BL)  s2- senh(BL)

2 1 1 2
—i cosh (Bz) + x —ot &. (4.87)

Manipulando-se algebricamente, reescreve-se (4.87)) como

i _ 2a%cosh (fL)senh(Bx)  L?senh(fz) = Lsenh(Bx)  2a’senh(Sx)
(z,5) = s? - senh(SL) ~ s-senh(BL) ' s-senh(BL) 2 -senh(SL)

202 cosh (Bx)senh(BL) 1 , 1  2a?
- - — - ——. (4.88
s?senh(SL) i st st * 2 (4.88)

Utilizando a férmula do seno hiperbélico de uma diferenga de dois termos (SPIE-
GEL; LIPSCHUTZ; LIU| 2012) em (4.88) chega-se a

— 202 senh[3(z — L)] senh(fx) 2asenh(fz) 1 , 1 202

- (- L - L B PO
Uz, s) s> senh(SL) ( )s -senh(SL) s?-senh(SL) LIPS
(4.89)
Substitui-se § = \f em (|4.89), logo:
_ 202 senh[¥* (z — L h(2 20%senh(Lz) 1, 1 20
U(r,s) = O; = [Ol(\xf )]—(LQ—L) - (af) - a’sen (\/ )+fa:2—f:v+i2.
s senh(*~*L) s-senh(~*L) s%-senh(*~°L) S s s

(4.90)

Neste momento deve-se voltar para o dominio real, para isso, inverte-se a solugao
U(x,s). Utiliza-se a propriedade da linearidade da transformada inversa de Laplace e

escreve-se

o 2erl isenh[%(x—L)] e . senh(ﬁx)
ulz,t) = 2072 {32 senh(%L) } -0 {5 senh ‘fL)}

NG
Lozt SmhCET) g {1} _ x.z—l{ } 420227 { } (4.91)
s2 - senh(?L) s

Utiliza-se a transformada inversa de Laplace na forma tabelada (SPIEGEL; LIPS-
CHUTZ; LIU, 2012)) e obtém-se

L senh[ ¥ (x — L) (x— L)t 20 & (1) nm(z — L)
{ 52 - senh(%L) } L i mia? 2 [1 —° } Sen[ ]7

senh(Lz) r 2 & (1) n?x2a nmx
i vl Y G : () 1.93
{s-senh ‘/EL)} L+7r e L sen 7 ) ( )
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52 senh(%l}) L~ ma? = n?
7 {i} =1, (4.95)
(1
R 1{52} ‘. (4.96)

Aplicando a férmula de adigao para fungoes trigonométricas (SPIEGEL; LIPS-
CHUTZ; LIU, 2012)

sen [mr(a:L—L)] = sen(nzm — mr) = (—1)"8611(7?);

expandindo a fun¢do z(x — L), no intervalo de [0, L], em uma série de Fourier seno com

0 auxilio do wxMaxima como

f2) = i 4L2(—=1)" — 4LQSen<nzx)’

313
n=1 ™n

e efetuando as manipulagoes algébricas adequadas em ({4.91))

2L & —n?m? L+ n?r?)(—1)" — 2L —n2x2a% (mm)

7r3 Z e L2 sen

n3

(4.97)

Portanto, (4.97)) é a solugdo do Problema 1.2, definido por (3.13) utilizando a
Transformada de Laplace, mesma solugao obtida em (4.63)) pelo método de Separagao de

Varidveis.

4.2 Problema 2

Este problema é caracterizado por (3.14]). A seguir, apresenta-se sua solucao pelo

método de Separagao de Variaveis.

A parte inicial de solugdo do Problema 2 é andloga aquela apresentada para o
Problema 1, segdo [4.1] Segue-se aqui, a partir das equacdes (4.6) e (4.7) e aplicam-se as

condic¢oes de contorno, uma vez que elas sao diferentes.

Substituindo (4.1)), na condi¢ao de contorno em u,(0,t) = 0, obtém-se

1z (0,8) = X'(0)T(t) = 0, (4.98)

eem u(L,t) =0
u(L,t) = X(0)T(t) = 0. (4.99)
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Se a equagao (4.98) fosse satisfeita escolhendo-se T'(t) = 0, entao u,(x,t) seria zero
para todo = e t, e ja rejeita-se esta possibilidade. Portanto, a equagao (4.98|) deve ser

satisfeita impondo-se a condic¢ao

X'(0) = 0. (4.100)

Isso também acontecera na condigao de contorno em (4.99)), entao

X(L) = 0. (4.101)

A seguir, resolve-se o problema de Sturm-Liouville, constituido por (4.6) e as
condigoes (4.100) e (4.101). Com isso hé trés possibilidades A = 0, A < 0 e A > 0.

Analogamente, ao Problema 1, novamente para A = 0 e A < 0, obtém-se a solugao trivial,

que nao sao relevantes.

Considera-se, entdo, A > 0 e escreve-se X (x) como

X(z) = ¢; cos(VAz) + esen(VAz). (4.102)

Para aplicar a condi¢do de contorno X’(0) = 0, primeiro deriva-se a equagao
(4.102))

X'(z) = —c1VAsen(vVAx) 4 cov/ A cos (VAz).
Aplicando a condicao de contorno X'(0) = 0, escreve-se
—c1vV sen(vA0) + cov/Acos(VAD) = 0 = o/ A =0 = ¢, = 0.
Aplicando a condigao de contorno X (L) = 0, obtém-se
¢1 cos (VAL) + cpsen(v/AL) = 0,

como ¢ = 0, escreve-se: ¢; cos (VAL) = 0.

Uma vez que, ¢; # 0,

2n — 1
VAL = (”Q)W (4.103)
Divide-se os dois lados da equacao (4.103)) por L # 0, e escreve-se
2n — 1
V= w (4.104)

Elevando os dois lados da igualdade (4.104) ao quadrado tem-se

(2n —1)*x?

M= 13

n=123,.. (4.105)
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Os autovalores do problema (4.6|) de Sturm-Liouville com as condi¢oes de contorno
(4.100) e (4.101) sao dados por (4.105)) e a autofungao associada é

(2n — 1)z

Xn = Cn
(x)=c cosl 5T

] n=123,... (4.106)

Retornando para a equagao diferencial ordinaria linear de primeira ordem (4.7)) e
(2n —1)*x?

bstituindo A
substituindo A por N

, tem-se

I —1 2,22
T + [W] T=0, (4.107)
cuja solucao é representada por

7(271,71)2#2&215

T,(t) =e 4z n=1273.. (4.108)

Portanto, escreve-se a solugdo geral do problema como w,(z,t) = X, (x)T,(t).
Multiplicando as solugoes (4.106]) e (4.108)) das equagoes (4.6)) e (4.7]), e desprezando as

constantes arbitrarias de proporcionalidade, pode-se concluir que

—(2n-1)2r2a?t (2n — )7z
Up(z,t) = cpe” a7 CO8 | g

] n=123, .. (4.109)

Assim, pelo Teorema Fundamental da Superposicao

© —(2n—1)2x2a2t 2n —1
u(z,t) = cpe i cos [(nQL)m] : (4.110)
n=1

Aplicando a condicao inicial
u(z,0) = f(z),0<x <L, (4.111)

obtém-se
i —(2n—1 271'2042 2 —_ 1
u(z,0) =Y cpe S cos [(nml = f(z), (4.112)
n=1

(2n — 1)7@] — f(2). (4.113)

> l
> cpeos [t
= 2L

O valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier cosseno definido por

e — Z / " () cos l@”;;)”] da. (4.114)

Uma vez conhecida f(z), determina-se ¢, e obtém-se a solugao u(x,t).

Para melhor ilustrar a solucao, resolve-se o Problema 2.1 caracterizado por (3.15)),
tomando-se f(z) = T; (constante). Este problema serd, entdo, resolvido pelos métodos

de Separacgao de Variaveis e a Transformada de Laplace.
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421 Problema 2.1 - Método de Separacao de Variaveis

Este problema é caracterizado por (3.15)). A seguir, apresenta-se sua solugao pelo
método de Separagao de Variaveis, partindo-se da equacao (4.114)).

Para este caso particular, o valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier cosseno

definido por
2 (L (2n — D)7z
= — T —|dx. 4.11
=7 /0 1 COS [ 5T ] dx (4.115)

Resolvendo-se a integral (4.115)), obtém-se

L

. &sen (2n — 1)z 2L
"L 2L (2

n—1)7r 0.

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, tem-se

S [ )L

(2n — 1 2L
ou seja,
4Ty (2n— 1)
= (on— 1)7rsen[ 2 ]
Logo, ¢, é
Cn = @;Lflm(—n"“. (4.116)

Substitui-se (4.116[) em (4.110]), e escreve-se

> 4T, —(2n-1)%n2at (2n — 1)mz
= — (=1 2 A 4.117
o) = 32 G e s | BT (1.117)

Portanto, (4.117) é a solu¢do do Problema 2.1, definido por (3.15)), utilizando o

método de Separacao de Variaveis.

4.2.2 Problema 2.1 - Transformada de Laplace

A parte inicial da solucao do Problema 2.1 é analoga ao apresentado no Problema
1.1, quando resolvido pela Transformada de Laplace na se¢aod.1.2l Apresenta-se a solugao
a partir da aplicagdo das condi¢des de contorno, uma vez que elas sao diferentes. Logo,

Uz, s) é caracterizado por
_ T
U(z,s) = Asenh(fBz) + B cosh (Bz) + —. (4.118)
s

As condigoes de contorno para a Transformada de Laplace sao
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dU (0, s)

=U(L,s)=0.

Deriva-se (4.118)) em relacao a x
dU(z, s)
dz

dU (0, s)

X

= Ap cosh (fx) + Bfsenh(fx). (4.119)

Aplica-se a condi¢ao =0 em (4.119)), obtém-se

dU (0, s)
dx

= Ap cosh (80) + Bfsenh(50) = 0.

Logo,

AB=0= A=0. (4.120)

Aplica-se a condigdo de contorno U(L, s) = 0. Substituindo-se (4.120)) em (4.118)),

— T}
U(L,s) = Bcosh (BL) + — =0,
s

e manipulando-se algebricamente, obtém-se

— _Tl

Substituindo (4.121]) em (4.118)) escreve-se

— _ —Tycosh(Bz) T

Coloca-se —T} em evidéncia e substitui-se S em (4.122)), logo

cosh(Lz) 1] .

Ulx,s)=—-Ty

& —_

—_— 4.123
S - cosh(%L) s ( )

Neste momento deve-se inverter a solugio U(z, s), ou seja, voltar para o dominio
real. Utiliza-se a propriedade da linearidade da transformada inversa de Laplace e escreve-

se

cosh(?az)

—1 -1 1
w(z,t) = —T\.F {S‘Cosh( fL)}+T1$ {S} (4.124)

Aplica-se a transformada inversa de Laplace na forma tabelada (SPIEGEL; LIPS-
CHUTZ; LIU, 2012) e obtém-se

cosh(Lx) 4 & (—1)" —en-12x2a [(Qn - 1)7175]
LI et L= — e~ aL? cos | ——————|. 4.125
{s-cosh(\fL)} WY;Q?”L— 1 2L ( )
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Sabe-se ainda que

L1 {} = 1. (4.126)

Aplicando as manipulagdes algébricas adequadas em (4.125) e (4.126)) e substi-

tuindo em (4.124)) chega-se a

AT, & (=1 —ea-1)242a2 2n — 1
4T (—1) onctfatele l( n )mc].

u(z,t) = (4.127)

e 4L2
T = 2n—1 2L

Portanto, (4.127) é a solu¢do do Problema 2.1, definido por (3.15)), utilizando a
Transformada de Laplace, mesma solu¢ao obtida em (4.117) pelo método de Separacao

de Variaveis.

A fim de exemplificar os métodos de solucao empregados, resolve-se na subsecao a
seguir, o Problema 2.2 caracterizado por (3.16f), utilizando-se o método de Separagao de

Variaveis e a Transformada de Laplace.

4.2.3 Problema 2.2 - Método de Separacao de Variaveis

Resolve-se o Problema 2.2 pelo método de Separacao de Variaveis, partindo-se da
equagao (4.114]). Para este caso particular, o valor de ¢, é o coeficiente da série de Fourier

cosseno definido por

Cp = ZQ;/OL z(z — 1) cos l%;)m] dx. (4.128)

Escreve-se ¢, como,

2k (2n — 1)z 2 L (2n — 1)z
Cp, = Z‘/O X~ COS [ﬂ/] dx Z/O X COS [211 dzx. (4129)

Resolvendo-se as integrais (4.129)) pelo método de integragdo por partes e com o

auxilio do wxMaxima para fins de simplificagoes algébricas, obtém-se

_1eL? (2n — 1)*x%2% — 8L2 2n—1r|  (2n—1)mx 2n— 1)) |*
T 2n— 1) { e sen l oL ] e l 2L H 0"
8L (2n —1)w (2n— 1) 2n—1)m|] |¥
e { oL, 0 l 2L ] oo l 2L H o
(4.130)

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo e fazendo as manipulagoes algébri-

cas adequadas com o wxMaxima, ¢, é dado por

4L

= (2n — 1)3n73

|[(4n?*nL — 4n*n® — dnm®L + dnn® + 7°L — 8L — 7) (—1)"*! + 27(2n — 1))
(4.131)
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Substitui-se (4.131)) em (4.110]), e escreve-se a solugao u(x,t)

4L & (4n*m? L — 4nPr? — dnm?L + dnm® + w2 L — 8L — %) (—1)" ™ + 27(2n — 1)
u(z,t) = z_:l 2n 1) .

3
@ n
—(2n—1)272a2t <2n — 1)7Tl’
2 COS | —————|.

[ 4L 2L
(4.132)

Portanto, (4.132) é a solu¢ao do Problema 2.2, definido por (3.15)), utilizando o

método de Separagao de Variaveis.

4.2.4 Problema 2.2 - Transformada de Laplace

A parte inicial da solu¢ao do Problema 2.2 é analoga ao apresentado no Problema
1.2, quando resolvido pela Transformada de Laplace na se¢ao[d.1.4l Apresenta-se a solugao
a partir da aplicacao das condigoes de contorno, uma vez que elas sdo diferentes. Logo,

U(z,s) é caracterizado por

_ 1 1 202
U(x,s) = Asenh(Bz) + Bcosh (Bz) + ~2? — ~x + - (4.133)
s s

52

As condigoes de contorno para a Transformada de Laplace sao

dU _
av(0,s) _ U(L,s) = 0.
x
Deriva-se (4.133]) em relagao a x
dU 2 1
dU(z, 5) = Ap cosh (Bx) + Bpsenh(fz) + —x — —. (4.134)
dx S S
U(0, s)

Aplica-se a condigao =0 em (4.134), obtém-se

dU (0, s)
dx

= Ap cosh (80) + Bfsenh(50) + 30 — i =0.

Logo,
1 1
Ab——-=0=>A=—.
S Bs

Substituindo-se (4.135)) em (4.133)) e aplicando-se a condigao de contorno U(L, s) =

0, tem-se

(4.135)

_ 1 1, 1. 22
U(L,s) = @senh(ﬂL) + Bcosh (BL) + ;L — gL + —= = 0.
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Manipulando-se algebricamente, obtém-se
L? L 20/ senh(8L)
= — — — 4.136
scosh (BL) N ( )

scosh (BL)  s?cosh(BL)  sBcosh(BL)
Substituindo-se (4.136)) em (4.133]) escreve-se
— 1 1 202

1
Uz,s) = %Senh(ﬁx) + ng -2 + =3 +

L* L 20 senh(AL)
~ scosh (BL) * scosh (BL)  s2cosh (BL)  sBcosh (BL) cosh (px).

(4.137)

Utilizando a propriedade distributividade da multiplicacao em relacao a diferenca

em (4.137)) chega-se a,

— 1 L?cosh (Bx)  Lcosh(Bz) 2a?cosh(fz) senhBL cosh (Sx)
U, s) = %senh(ﬁx) ~ scosh (BL) * scosh (BL)  s?cosh (BL)  sBcosh (BL)
1, 1 202
+-rt = -
s s s
(4.138)

Reescreve-se ([4.138) como

_ _ cosh (BL)senh(Bx) — cosh (Bz)senh(BL)

Uz, s) cosh (Bz)  2a?cosh (Bz)

(12~ 1) -

s/ cosh (BL) scosh (BL)  s?cosh (BL)
1, 1 2a2
+—° -+ —.

s s s

(4.139)

Utilizando a férmula do seno hiperbélico de uma diferenca de dois termos (SPIE-
GEL; LIPSCHUTZ; LIU| 2012) em (4.139)

— ~ Isenh[f(z — L)] cosh (Bz)  2a%cosh(Bz) 1, 1  2a?

Ve 5) = 55 cosh (BL) (L= D) o (BL)  Seosh(BL) 50 s 2

Substituindo-se 3 em (4.140)) escreve-se U(z, s) como
— 1 senh[%(m — L)) I cosh (%x} 202 cosh (%x)

U(z,s) = —= —(L?
(@) % scosh(%L) ( scosh(%L) 52 COSh(%L)

(4.141)

Neste momento deve-se inverter a solucio U(z, s), ou seja, voltar para o dominio
real. Portanto, aplicando-se a transformada inversa de Laplace tem-se
1 senh[*Z(z — L)] cosh (L) 2a%cosh (L)
% s cosh (%L) s cosh (%L) s? cosh (%L}
1 1 20/
+$1{x2—x+ }

S s 52

u(m,t):i”_l{ —(L*~L

(4.142)
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Aplicando-se a propriedade da linearidade da transformada inversa de Laplace

chega-se a
_ h[*E (2 — L)] | cosh (L)
wz,t) =a ! i ([P Ly 1! e
(=) { @cosh(%L) ( ) scosh(%L)
N
—2a2.27! M + 2Lt {1} — 27! {1} + 202271 {1} . (4.143)
s? cosh (%L) s 5 s?

Note que as transformadas inversas de Laplace em (4.143]) ja foram apresentadas

ao longo deste trabalho, exceto

. senh[%(w—L)]
&z { NI {EL)}. (4.144)

A transformada inversa de Laplace de (4.144)) ndo é encontrada na forma tabelada,
para sua inversao utiliza-se a Formula Integral de Bromwich e o Teorema dos Residuos
(CHURCHILL, [1975) e (AVILA, 2000), temas nio abordados neste trabalho. Portanto,

deixa-se aqui apenas indicada a solugao transformada do Problema 2.2, equacgao (4.91)).

4.3 Problema 3

Este problema é caracterizado por (3.17) resolvido utilizando-se o método de so-

lucao para PVC nao homogéneos.
Aplicando-se a equagao ([2.35) na EDP dada no problema (3.17)), tem-se
Pu  Pv Y

92 92 + 9p2 (4.145)
¢ ou v O
U v
9 E—I—E (4.146)
Reescreve-se, entao, a EDP como
v 0% ov oY
2 - - —_ -
“ <8x2 * 8:1:2> ot * ot’ (4.147)
com condigoes de contorno
uw(0,t) = v(0,t) + 1 (0,t) = up(t), (4.148)
u(Lyt) = v(L,t) + O(L, 1) = i (t), (4.149)

e condicao inicial

u(z,0) = v(z,0) +(x,0) = f(x) — (z,0). (4.150)
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Para que as condigoes de contorno de v em (4.148)) e (4.149)) sejam homogéneas,
¥(0,t) = up(t) e Y(L,t) = uy(t). Desta forma tem-se, v(0,t) =0 e v(L,t) = 0.

A fungdo 1 deve satisfazer a equagao (4.151]) para que a equacao (4.147) seja uma
EDP homogénea. Logo,

2
a2i;;§ = 0. (4.151)

2
Integra-se duas vezes Nl em relacdo a varidvel x para determinar ¢ (x,t). Assim,
x

tem-se
Y(x,t) = e (t)x + cot). (4.152)

Aplica-se 1(0,t) = uo(t) em (4.152) e obtém-se

$(0,8) = c1(£)0 + ea(t) = uo(t). (4.153)

Portanto,

Aplica-se (L, t) = uy(t) e substitui-se (4.154)) em (4.152))

Y(L,t) = cr(t)L + up(t) = uy(t). (4.155)

Isolando-se ¢,
uy (t) — uo(?)

c(t) = 17 (4.156)
Assim . .
U(x,t) = Wz + uo(t). (4.157)
2
Como — = 0, o problema a ser resolvido é
Ox?
Qv +G(xt)=v, 0<z <L, t>0,
0(2,0) = f(z) - ¥(#,0), 0 <z < L,

(4.158)

v(0,¢) =0, t >0,

v(L,t) =0, t > 0.

onde G(z,t) = —(z,t).

Para obter a solugdo do problema representado por (4.158) segue-se a seguinte

estratégia: considera-se que os coeficientes dependentes do tempo v,(t) e G,(t) podem
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ser obtidos de modo que tanto v(x,t) quanto G(z,t) em (4.158]) possam ser expandidos

em séries, ou seja,

v(z,t) = i vn(t)sen(nzm), (4.159)

n=1
e
Glat) =Y Gn(t)sen(”zx), (4.160)
n=1
onde X, (z) = sen(™*), n = 1,2,3, ... sdo as autofungdes de X" + AX' = 0, X(0) = 0,

X (L) = 0 correspondentes aos autovalores A,,. Em (4.159) e (4.160)), observa-se que a série
considerada para v(z,t) satisfaz as condigoes de contorno em (4.158)). Substitui-se v(z,t)
na EDP nao homogénea em (4.158)), agrupam-se os termos e iguala-se a série resultante

a expansao em séries obtida para G(x,t).

Esse problema pode ser resolvido utilizando-se o método de Separacgao de Variaveis
aplicada ao PVC homogéneo associado de (4.158) (ZILL; CULLEN;, [2009).

Para ilustrar a solugdo, resolve-se o Problema 3.1, caracterizado por (3.18]) pelos

métodos de solucao para PVC nao homogéneos e Separagao de Variaveis.

4.3.1 Problema 3.1 - Método de PVC nao homogéneos e Separacdo de Va-
ridveis (MSV)
Partindo-se do v (z,t) equagao (4.157) com uy = cos (t), u; =0 e L =1, tem-se
Y(z,t) = cos (t) + x[0 — cos (t)],
Y(x,t) = (1 —x)cos (). (4.161)
Entao escreve-se u(x,t) como,

u(z,t) = v(x,t) + (1 — 2) cos (£). (4.162)
Substituindo-se em

u(0,1) = v(0,2) + (0, ) = cos (¢),

u(0,t) = v(0,t) 4 cos (t) = cos (t),

logo,
v(0,t) = 0. (4.163)

Substituindo-se agora (4.161)) em (4.149))
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u(l,t) =v(1,t) +¢(1,t) =0,
u(0,t) =v(0,t) +0=0,

assim,

v(1,8) = 0. (4.164)

Derivando-se (4.162]) duas vezes em relacao a x e uma vez em relacao a t, obtém-se
o PVC para v(z,t):

Qv + (1 —x)sen(t) = v, 0 <z <1, t>0,
v(z,0)=(z—1), 0 <z <1,
(4.165)

v(0,8) =0, t >0,

v(l,t) =0, t >0,

Resolve-se o problema regular de Sturm-Liouville:
X"+ XX =0,X(0) =X(1)=0.

Para A < 0 e A = 0, conforme analisado anteriormente, a solucao trivial é obtida,

nao sendo relevante para o problema.

Quando A > 0, escreve-se X (z) como

X (z) = ¢1 cos (VAz) + cosen(VAz). (4.166)
Aplicando-se X (0) = 0 em (4.166)
c1 o8 (VA0) + casen(v/A0) = 0,
c1 = 0. (4.167)
Aplicando-se X (1) =0 em e substituindo-se

0 + cosen(vA) = 0,

uma vez que cg # 0,
VA = nr. (4.168)

Elevando os dois lados da igualdade (4.168)) ao quadrado obtém-se os autovalores
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Ay =nPm% n=1,2,3, ..,

associados as autofungoes

Xn(x) =sen(nmz),n =1,2,3,....

Como G(z,t) = (1 — z)sen(t), utilizando-se as equagoes (4.159)) e (4.160)) para um

t fixo, escreve-se v e G como séries de Fourier seno:

v(z,t) = ivn(t)sen(nm:), (4.169)
(1 —z)sen(t) = il G (t)sen(nmx). (4.170)

Tratando-se ¢ como um parametro, calculam-se os coeficientes G,,(t) como:
9 L
Gn(t) = Z/ (1 — x)sen(t)sen(nmx)dx,
0

Para L =1, :
Ga(t) = 2sen(?) /0 (1 — 2)sen(nmz)dz. (4.171)

Aplicando-se o método de integracao por partes

nm nm

G, (t) = 2sen(t) [—(1 — x)w - <_1> /01 cos (nwm)dm] , (4.172)

1

cos (nmx) N sen(nmx)

G, (t) = 2sen(t) [—(1 — )

] , (4.173)

nm nm 0

cos (n) N sen(n)

- [_ (1 )00 sen(mTO)] } |

Gn(t) = 2sen(t) {—(1 —1)

nm nm nm nm
(4.174)
logo, )
Gn(t) = — t). 4.175
(1) = Zsenlr) (4.175)
Substituindo-se (4.175)) em (|4.170))

> 2
(1 —x)sen(t) = > n—sen(t)sen(nmv). (4.176)

n=1 N7

Para determinar v, (t), calculam-se as derivadas parciais da equagao (4.169)
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@ = Z U, (t)(—nm) cos (nmx), (4.177)
817 n=1
v - 2_2
5 = D vn(t)(—n"m)sen(nmx), (4.178)
ox =
e 9 -
a—;} = > v, (t)sen(nmz). (4.179)
n=1

Reescreve-se a EDP (4.165|) como

Uy — Vg = (1 — x)sen(t), (4.180)

e substituindo-se (4.176), (4.178)) e (4.179)) em (4.180)), obtém-se

>l (t)sen(nrz) — v, (t)(—n’7?)sen(nmz) = isen(t)sen(mmv). (4.181)

n=1 n=1 1T

Colocando-se sen(nmz) em evidéncia

[v],(t) — v, (t)(—n’7?)|sen(nmz) = > isen(t)sen(mrx), (4.182)

n=1 n—1 T

logo,
vl (1) — v, (t)(—n?7r?) = isen(t). (4.183)
nm

A equagao (4.183]) é uma EDO de primeira ordem linear cuja solugao geral é

2 [n?m?sen(t) — cos (1) 22,2
n(t) = — ne T 4.184
on?) mr[ nirt + 1 e ( )
onde ¢,, é uma constante arbitraria.
Portanto, v(z,t) é escrita como
> (2 [n?m2sen(t) — cos (t) 22,2
v(z,t) = nz::l {mr [ i 1 + cpe sen(nmz). (4.185)

Aplicando-se a condicao inicial v(z,0) = (x — 1) na equagao (4.185))

v(z,0) = ij:l {TL27T [n T s;rigi)—:lcos (0>1 + cne"Q’rQaQO} sen(nmx), (4.186)
(x—1)= i {7127r [7147:41—1—1] + cn} sen(nmx). (4.187)

n=1

Reescrevendo a equacao (4.187)) tem-se

(x—1)= i [n7r(n4_7r24—1—1) + cn] sen(nmx). (4.188)

n=1
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Para calcular ¢,, utiliza-se a expressao entre colchetes na equagao (4.188)), que
representa os coeficientes b,, da série de Fourier seno para x — 1, ou seja,
-2

T ) +c, = 2/0 (x — 1)sen(nmz). (4.189)

Aplicando-se o método de integracao por partes

2, l_($_1>ws<m () [ <m>dm], (4.190)

nm(nimt + 1) nw nm

—2

cos (nmx)  sen(nmx)
— +
nr(ntnt 4+ 1)

+cn:2[—(x—1)

1} | (4.191)

nmw nm 0

—9 0 0
_— bep = 20—(1— 1)COS (nm) N sen(nm) (0 1>cos (nm0) N sen(nm0)
nr(nirt + 1) ni n . o
(4.192)
logo,
(A4 1y | n T 4.193
nm(nirt + 1) = ( )
[solando-se ¢, na equacao (4.193)), obtém-se
—2 2
R (4.194)

nt  nr(nirt+1)
Substituindo-se (4.194)) em (4.185]),
> [ 2 [n®m?sen(t) — cos (t —2 2
vz, t) =Y { [n msen(t) — cos ( )] + l + 1 e_”QWQt} sen(nmx).

— | nm nird 41 nw  nm(nirt +1)
(4.195)

Fazendo-se as manipulagoes algébricas adequadas na equacao (4.195))

n?msen(t) — cos (t) 4+ e T’ pmnin

Z:: [ n(nirt 4+ 1) n

2 20t
— ] sen(nmz). (4.196)
T

Substituindo-se a equacao (4.196)) em (4.162)) chega-se a solucao u(z,t)

2 & [(n2r2sen(t) — cos (1) 4 e W gmninta’t
t) = (1— H+=% - .
u(z,t) = (1 —x)cos(t) + { (i 1) . sen(nmx)

n=1
(4.197)
Portanto, (4.197)) é a solu¢ao do Problema 3.1, definido por (3.18)), utilizando-se o

método de solucao para PVC nao homogéneos e a Separacao de Varidveis.

No proximo capitulo sao apresentados o software wxMaxima, seus principais co-

mandos e o pacote pdefourier.
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5 Software de Computacao Simbdlica

5.1 Histéria

O Maxima ¢ derivado do Macsyma, um sistema de algebra computacional desen-
volvido entre os anos de 1968 e 1982 no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT)
como parte do Projeto Macintosh (MAC). O MIT enviou uma cépia do cédigo fonte do
Macsyma para o Departamento de Energia Americano (DOE) em 1982, essa versao fi-
cou conhecida como Macsyma DOE e foi mantida pelo Professor William F. Schelter da
Universidade do Texas entre 1982 e 2001. Em 1998, Schelter obteve permissao do Depar-
tamento de Energia para disponibilizar o cédigo fonte do Macsyma DOE sob a Licenca
Publica da General Public License (GNU) e em 2000, ele iniciou o projeto Maxima no
SourceForge para manter e desenvolver o Macsyma DOE, agora chamado Maxima. No
ano de 2001, Schelter faleceu (SANTOS, 2009).

Um sistema de computacao algébrica, como o Maxima, permite manipular e explo-
rar expressoes matematicas de maneira simbdlica e interativa. O usudrio digita na janela
do programa algumas férmulas, comandos e o sistema avalia-os devolvendo uma resposta
que pode ser manipulada posteriormente, caso seja necessario. E possivel também obter
solugoes numéricas aproximadas e visualizar graficamente dados e fungdes matematicas
(SANTOS, 2009). E o tinico sistema baseado em Macsyma ainda publicamente disponivel
e com uma comunidade de usuarios ativa. O Maxima é um software livre para a realizacao
de calculos matematicos semelhante ao Matlab e ao Mathematica. O wxMaxima é uma in-
terface utilizada para facilitar o uso do software Maxima. E um programa de cédigo fonte
aberto que pode ser melhorado, caso seja necessario. Seu download pode ser feito pelo site:
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/download.html (FERREIRA| 2017)).

5.2 Instrucoes iniciais
O wxMaxima trabalha de modo interativo, isto é, ele exibe uma area de trabalho,
na qual deve-se digitar os comandos e visualizar as respostas (VAZ] 2016)).

Apresentam-se instrucoes preliminares necessarias antes de usar o aplicativo.

1. Cada linha de entrada (input) é designada por (% in), com n o nimero da linha de
entrada e cada linha de saida (output) é designada por (% on), com n o niimero da

linha de saida, ilustrado pela Figura
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Figura 8 — Linha de entrada e saida do wxMaxima

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ ndo salvo* | - o x
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2. Cada linha de comando ¢ finalizada com terminador ponto e virgula (;).

3. Sempre que terminar de digitar uma linha de comando acione a tecla shift+ <

enter > ou < enter > para que o wxMaxima efetue as operacoes.

4. Todos os comandos do wxMaxima sao escritos com letras minusculas. O aplicativo
faz diferenga entre maiisculas e minusculas. Por exemplo, sin(z) é diferente de
Sin(x) ou sin(X).

5. Os comandos do wxMaxima podem ser usados “clicando-se” diretamente nos res-

pectivos icones, no menu da area de trabalho (Figura @

Figura 9 — Area de trabalho wxMaxima
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Maxima is readly for input. Pronto para entrada do usuario

Fonte: Préprio autor
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5.3 Principais Comandos

5.3.1 Operadores Aritméticos

O wxMaxima pode ser utilizado como uma calculadora, digitando-se os valores
e entre eles o comando que corresponde a operacao a ser realizada. Entre os principais

comandos (operagoes) destacam-se os apresentados na Tabela

Tabela 1 — Comandos e operagoes aritméticas

Comando Operagao

+ Somar

— Subtrair

* Multiplicagao
/ Divisao

- Potenciacao
sqrt Raiz quadrada

A Figura [I0] ilustra a aplicagdo de alguns comandos e operagoes aritméticas no

wxMaxima.

Figura 10 — Operadores aritméticos do wxMaxima

W wxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ nao salve™ | - o x
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iy

Fonte: Préprio autor

5.3.2 Declaracao de Constantes
No wxMaxima existem varias constantes predefinidas apresentadas na Tabela

Observacao 5.3.1. Para que os valores numéricos decimais das constantes sejam exibi-

dos, utiliza-se o comando bfloat apresentado na secao
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Tabela 2 — Constantes

e suas representagoes no wxMaxima

Representacao no wxMaxima Constante

Yoe nimero de Euler (2,71828...)

Yoinf + infinito

Yominf — infinito

Yot raiz quadrada de —1 (nimero complexo)
Yopi niumero 7 (3,14159265358...)

5.3.3 Resultados Aproximados e de Alta Precisao

Pode-se utilizar o wxMaxima para efetuar calculos de alta precisdo empregando

comandos especificos apresentados na Tabela [3]

Tabela 3 — Comandos para resultados aproximados e alta precisao

Comando  Resultado

float(M) resultado decimal do niimero M.

M, numer: resultado decimal do nimero M.

fpprec: M O nimero M de algarismos significativos usados.

bfloat(N)  Usado para obter uma representagao no formato “big float”.

A Figura[l1|apresenta os resultados obtidos com a aplicacao dos comandos citados

na Tabela Bl no wxMaxima.

Figura 11 — Resultados aproximados e de alta precisao no wxMaxima

i wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ ndo salve® |

Arquivo Editsr View Céluls Maxima Equages Matrix Calculo Simplificsr List Grafico Numeérico Ajuda

X

0| G| OE|E& AR s~
Gresk Letters X &
“P o a & 15/6+18/7
n e 1 x A v 71
Empo 1o 14
P X Y ow
raean=n float(%i 1)
DoV 5.071428571428571
Nathematical Symbols X float(15/6+18/7)
BEtg0 @ 5.071428571428571
€ he 3 3
=@ & Do %i1, numer,
T 5.071428571428571
vt - Lor
< $ ¢ h 15/6+18/7, numer;
oy
o gL s 5.071428571428571
Plot using Draw x
20 3D al
fpprec:40;
Expressio
40
Implicit Plot
Parametric Plot bﬂoat(%p\)
Points 3.141592653589793238462643383279502884197b0
Diagram title | Axis M
v

Maxima is ready for input Pronto pars entrada do usudrio

Fonte: Préprio autor

Ll

Observagao 5.3.2. A letra b no fim do resultado representa a ordem de grandeza do

nimero, neste caso by representa um fator de 10° = 1.
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5.4 Pacotes no wxMaxima

Pacotes sao modulos externos a biblioteca béasica do wxMaxima que permitem ao
usuario acessar novos comandos e fungoes. Para serem executados precisam ser primei-
ramente carregados na memoria do computador com o comando “load”. Ou ainda, pela

barra do menu, como mostra a Figura [12]

Figura 12 — Carregamento dos pacotes

&) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ nie salve’

Arquiv | Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix fficor List Gréfico Numérico  Ajuda

Novo CrrleN J 5 ‘ E ‘ o ‘ ‘@ ‘ e ™
Abrir. Cul-0

Fechar Ctrl+W
Salvar Ctri+§
Salvar como... Shift+Ctrl+S
CrieL

Ciri+B

mprimir. Cri+P

I
Sair Ctile@

Hoov T

Plot using Draw x
|3

Implicit Plot

Parametric Plot

Carregar um arquivo de pacote Maxima Pronto para entrada do usudrio

Fonte: Préprio autor
Neste trabalho sera utilizado o pacote pdefourier.

5.4.1 Pacote pdefourier

O Pacote foi desenvolvido pelo estudante do curso de matematica aplicada Emma-
nuel Roque, sob a supervisao do professor José Antonio Vallejo da Universidade Técnica de

Cartagena (Espanha). Estd disponivel em https://github.com/emmanuelroque/pdefourier
/tree/3t53df5b6eebadae3383a3bee39fac3cd63e0b28.

5.4.2 Principais Comandos do Pacote pdefourier

Este pacote do wxMaxima usa o Método de Separacao de variaveis para resolver
analiticamente as equagoes unidimensionais de calor em um dominio [0, L], com condigoes

regulares de Sturm-Liouville:

aru(0, 1) + Brua (0, 1) = ha(t), (5.1)

agu(L,t) + Boug (L, t) = ho(t). (5.2)

Observacao 5.4.1. O pacote pdefourier carrega automaticamente outros pacotes, in-

cluindo.
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1. piecewise (Disponivel em: https://github.com/emmanuelroque/pdefourier /blob/3{53
df5b6eeb6adae3383a35ee39fac3cd63e0b28 /piecewise.mac).

2. draw: uma interface entre o wxMaxima e o Gnuplot.
3. simplify sum.

4. rtest_ pdefourier.mac (Disponivel em: https://github.com/emmanuelroque/

pdefourier /blob /master /rtest_ pdefourier.mac).

5. syntactic_factor (Disponivel em: https://github.com/emmanuelroque/pdefourier/

blob/master/syntactic_factor.mac). O pacote Maxima syntactic_factor foi desen-

volvido por Stavros Macrackis.

Neste trabalho, o pacote pdefourier é usado para resolver as equagoes diferenciais
parciais do calor (descritas no Capitulo . Este pacote também permite a geragao de gra-
ficos, que serao incluidos no trabalho. Tais solugoes serdao comparadas graficamente com
as obtidas pelos métodos analiticos: Separacao de Variaveis e Transformada de Laplace,

a fim de realizar uma analise completa da solug¢ao dos problemas.

5.4.3 Comandos do pacote pdefourier

Para a utilizacdo do pacote pdefourier é necessaria a descricao prévia de alguns

comandos e fungoes, tais como:

1. define: define funcgoes através do comando:

define(approx(variaveis), mixed_ heat(...)).

2. if ... then: operador especial. “Se”, avalia a condicdo. “Entdao”, acao verda-
deira, consequéncia. Varias formas podem ser utilizadas, para saber mais consulte

https://maxima.sourceforge.io/docs/manual /pt /maxima_ 40.html

3. fourier heatcoeff: exibe a solucdo do coeficiente da série de Fourier através do

comando:

fourier_heatcoeff(fonte, condi¢ao inicial, variaveis, tamanho da placa, coeficiente de
difusividade).

4. fourier heat: apresenta a solucdo da equacao diferencial parcial linear aplicando
séries de Fourier e o método de Separacio de Varidveis. E aplicada para condicoes

de contorno do tipo Dirichlet nulas, utiliza-se a seguinte sintaxe:

fourier_heat(fonte, condigdo inicial, varidveis, tamanho da placa, coeficiente de di-

fusividade, ntimero de termos da série).
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5. mixed heat: apresenta a solucao da equacao diferencial parcial linear por Separagao
de Variaveis. E utilizada para condicoes iniciais e de contorno mistas. Para o

emprego da funcao, escreve-se:

mixed__heat(fonte, condigao inicial, o, 81, ag, B2, condi¢do de contorno, condigao
de contorno, variaveis, tamanho da placa, coeficiente de difusividade, niimero de

termos da série).

6. plot3d: apresenta uma representacao grafica em trés dimensoes em uma janela
separada do wxMaxima. Para obter a representacao deve-se digitar:
plot3d(approx(variaveis), [varidavel 1, tamanho da variavel], [varidvel 2, tamanho da
varidvel], [plot_ format,gnuplot], [grid, tamanho da grade]).

7. wxplot2d: apresenta uma representacao grafica em duas dimensoes. Para obter a
representacao digita-se:
wxplot2d([condigao inicial, approx(variaveis)],[varidvel 1, tamanho da variavel|, [le-
genda que seréd apresentadal).

8. wxplot3d: exibe uma representacao grafica em trés dimensoes através do comando:

wxplot3d(approx(varidveis), [variavel 1, tamanho da varidvel|, [varidvel 2, tamanho

da varidvel]).

Os comandos descritos aqui serdo aplicados para a obtencao da solugao dos pro-

blemas propostos no Capitulo [6]



72

6 Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresenta-se uma comparagao entre os resultados obtidos analiti-
camente e com o uso do software wxMaxima, a partir do emprego do pacote pdefourier.
As solugoes foram representadas graficamente considerando-se diferentes valores de t e do

numero de termos para a aproximacao da série.

Foi utilizada a versdao 21.05.2 do software e um computador do tipo notebook
Dell, com memoria RAM de 4GB, processador Core i3, 6% geracao e sistema operacional
Windows 10.

Inicialmente, para utilizar o pacote pdefourier, o usuario deve ter copiado em seu
computador os arquivos pdefourier.mac, syntactic_factor.mac e piecewise.mac, dentro de
uma pasta no caminho definido na variavel de ambiente file search maxima. Os arquivos

estao disponiveis em https://github.com/emmanuelroque/pdefourier.

Para a aplicagdo do pacote pdefourier, na resolucdo dos problemas apresentados,

Sa0 necessarios os seguintes passos iniciais (Figura [13)):

1. Carregar o pacote pdefourier dentro de uma “sessao” do wxMaxima.
2. Declarar L como uma constante real.

3. Assumir o tamanho da barra L e o tempo ¢ como variaveis positivas e constantes.

Figura 13 — Primeiros comandos para resolucao dos problemas

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_TT.wxmx™ ]

Arquive  Editar  View Célula Maxima Equages Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  Mumérico  Ajuda
I 3 I - i .

load("pdefourier.mac");

o
E 4

o

C:/maxima-5.45.1/share/maxima/5.45. 1/share/contrib/pdefourier.mac

declare(L,real);

done

declare(L,constant);

done

assume(L>0);
[0<L]

assume(t>0);
[r>0]

Fonte: Préprio Autor
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Uma vez seguida as primeiras instrugoes, para a resolucao de cada um dos pro-
blemas, os dados de entrada, caracteristicos de cada um, poderao ser digitados e imple-
mentados. Tais dados serdo de acordo com o problema a ser resolvido. A fim de obter
a representacao grafica das solucgoes, para todos os problemas apresentados, assume-se

L=1mea=4m?/s, exceto para o Problema 3.1, onde a = 1 m?/s.

6.1 Problema 1.1

A solugao analitica para o Problema 1.1 caracterizado por (3.12)) foi obtida pelos
métodos de Separacao de Variaveis e Transformada de Laplace (Capitulo {4)), obtendo-se

como resultado

o 2T1 —n?n2a?t nmtx
=3 L1 — (=1)"e 22 —). 1
) = 30T (17 sen (M) (6.1)

Para dar continuidade ao emprego do pacote pdefourier deve-se agora:

1. Entrar com a fungao fonte, Q(x,t) ou Q(x). Nos problemas abordados neste trabalho

assume-se tal fun¢ao como nula.

2. Entrar com a condicao inicial, especifica para o Problema 1.1, de acordo com a
Figura [14]

Figura 14 — Funcao fonte e condi¢ao inicial

WowxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition] [ problemal_1_L_T1.wecmx™ ]

Arquive Editar  View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  Numérico  Ajuda
&S & 0 = » e N
Q(x):=if (0<=x and x<=L) then 0;
Q(x):=if 0=sx and x<L then 0

'
L

o

F(x):=if (O<=x and x<=L) then T_1;
F(x):=if 0=x and x=<L then TI

Fonte: Préprio Autor

3. Aplicar o comando fourier heat para obter a solucao, representada na Figura [15]
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Figura 15 — Solugao do Problema 1.1

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 84-bit edition) [ problemal_1_L_Tl.wmzx* ]

Arquive Editar  View (Célula Maxima Equagdes Matrix Calcule Simplificar  List  Grafico  Numérico  Ajuda

Iwa&|& @ s |5 & A2 M
fourier_heat(Q(x),F(x),x,t,L, %alfa,inf);
(2T (-1) -2T ) %e . si.u[ ”:" ]

I

Fonte: Préprio Autor

Pelos resultados expostos, observa-se que as solugoes obtidas pelos métodos de
Separacao de Variaveis, Transformada de Laplace e pelo pacote pdefourier sao idénticas.

Destaca-se, que no wxMaxima o? esté representado por %alfa.

A fim de obter a representacao grafica da solugao, toma-se 17 = 50° C. Logo, a

solucao analitica (6.1]) é escrita como:

u(z,t)=> —I[1— (=1)"e 19" tsen(nr). (6.2)

Chega-se também ao resultado obtido pelo pacote pdefourier, representado na
Figura [16]

Figura 16 — Resultado do Problema 1.1 - pacote pdefourier

WowxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_Tlwemx™ ]

Arquive  Editar  View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo  Simplificar  List  Gre

W& U[n (8

7 fourier_heat(R(x),G(x),x,t,1,16,inf);

a5

5

(8]

e

oo

X . n -lé6m n &t
(100 (-1) -100) %e sin{mn x)

n

I

Fonte: Préprio Autor

Tomando ¢ = 0 s para a solugao (6.2)), tem-se

u(z,0) =Y —[1— (—1)"]sen(nmz). (6.3)
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O mesmo resultado é obtido pelo pacote pdefourier, representado na Figura [17]

Figura 17 — Resultado do Problema 1.1, pacote pdefourier, para t =0 s

W weMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 84-bit editien) [ problemal_1_L_Tlwecmx* ]
Arquive  Editar  View Célula Maxima Equagfes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  Numérico  Ajuda

O s * &

[
&

w2 |

approx1ini(x);

n
(100 (-1) -100) sin(m n x)

n

n=1

Fonte: Préprio Autor

Considerando-se t = 0 s e 2 termos no somatoério da série, obtém-se a aproximacao

representada na Figura

Figura 18 — Aproximacao da solugao para o Problema 1.1, ¢ = 0 s e considerando 2 termos
da série

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043, 64-bit edition) [ problemal_1_L Tlwxrmx" ]
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Mumérico  Ajuda

,Ei:| Dw|g'a * &

Maths ~

wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1],[legend, "initial temperatures", "approximation"]);

Fonte: Préprio Autor

Note que a solugao obtida com apenas dois termos nao representa uma boa apro-
ximagao. Melhores resultados sao obtidos aumentando-se o niimero de termos da série.
As Figuras [19] [20] e 2T] apresentam aproximagoes para a solugdo do Problema 1.1, ¢ =0s

e considerando 50, 250 e 500 termos da série, respectivamente.
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Figura 19 — u(z,0) para Problema 1.1 e 50 termos no somatério

i wiMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_Tlwxmx" ]
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrx Calculo Simplificar List Gréfico Numérico Ajuda

O @& (] L AR

= AEEEE Maths =

=

%i21) wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1],[legend, "initial temperatures", "approximation"]);

ol prm——
h appresimation

x

Fonte: Préprio Autor

Figura 20 — u(z,0) para Problema 1.1 e 250 termos no somatério

& wcMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_Tlwsms* ]

Arquivo  Editar  View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Graficc Numérico  Ajuda
IW&|s @ 0= e XTI
%i23) wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1].[legend, "initial temperatures", "approximation"]);

L8 Maths. ~

wl il terperatures ——
& ‘pprowimation

st
WY
il

Fonte: Préprio Autor
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Figura 21 — u(z,0) para Problema 1.1 e 500 termos no somatério

& woMasxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_Tlwsrmx* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima EquagBes Matrix Caleulo Simplificar List Gréfico Numérico  Ajuda
W& El = LR RS

wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1],[legend, "initial temperatures"”, "approximation"]);

] Maths v

=

] 0z 04 0 [T 1

Fonte: Préprio Autor

A fim de visualizar como se comporta a distribuicdo de temperatura no intervalo
de x [0,1] para valores crescentes de tempo ¢, foram considerados: ¢ = 0,001 s; ¢ = 0,0015
s; t = 10,0035 s; t = 0,005 s; t =1 s e 250 termos para a aproximagao da série. A Figura

representa o grafico de u(z,t) como uma fungao de z para diferentes tempos fixos.

Figura 22 — Distribuigao de temperatura no intervalo de z [0,1] para valores crescentes de

tempo ¢
W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal_1_L_T1_g.wamx* ]
Arquivo  Editar View Célula Maxims Equacses Matiix Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda
- F AR [l 5| & » AR D~
v wxplot2d([G(x), approx2(x,0.005), approx2(x,0.0035), approx2(x,0.001), approx2(x,0.0015), approx2(x,1)1,[x,0,11);
P T ~ =
L .
. S/ N
V4 \
/ \\
/ \
/ \

0 0z 04 o 1] 1

Fonte: Préprio Autor

O grafico da superficie definida por u(z, t) sobre a regiao R definida por: 0 < x <1
e 0 <t <0,1 esta representado nas Figuras 23| e : observe que u(z,t) tende para zero
quando t assume valores cada vez maiores, resultado que era esperado ao observar a
solucao descrita pela equacgao e na Figura ([16]).
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Figura 23 — Grafico 3D do Problema 1.1 que representa a distribuicdo de temperatura
[ Gnuplat (window id : 0 — O *

BEaeleaaaly ?

Function

view: 35.0000, 53.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

Figura 24 — Gréafico 3D do Problema 1.1 que destaca a condigao inicial

[i2] gnuplet graph - ] hed
By & H & Options ~ 3142

views 60,0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

Na Figura [23] é possivel observar a variagdo da temperatura de acordo com os

valores de = e t: a cor laranja representa os pontos da placa de maior temperatura,
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enquanto que as cores amarelo e verde representam aqueles onde ha uma diminuicao de
u(z,t). A medida que o tempo aproxima-se de 0,1 é possivel notar o resfriamento total,

ou seja, u(z,t) aproxima-se de zero (representado pela cor roxa).

Nas Figuras[23]e[24]é possivel observar que as condig¢oes de contorno sao satisfeitas.
A Figura , obtida utilizando o pacote draw do wxMaxima (Capitulo , destaca ainda

a condicao inicial, ou seja, u(z,0) = 50.

De um modo geral, conclui-se que para o Problema 1.1, 77 =50°C, L=1m e «

= 4 m?/s, o pacote pdefourier funciona corretamente para a obtengio da solugao.

6.2 Problema 1.2

A solugao analitica para o Problema 1.2 caracterizado por (3.13)) foi obtida pelo
método de Separacdo de Varidveis e Transformada de Laplace (Capitulo , obtendo-se

como resultado

2L & —n?m?L 4 n’r?)(—1)" — 2L —n?z2a Ztsen<n7rx> (6.4)

Z e 12
)

n3
Para a aplicacao do pacote pdefourier deve-se

1. Entrar com a funcao fonte, Q(z,t) ou Q(z).
2. Entrar com a condicao inicial, especifica do Problema 1.2.

3. Aplicar o comando fourier heat representado na Figura

Figura 25 — Solucao do Problema 1.2 - pacote pdefourier

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal.Zwamx™ ]
Arquive  Editar  View Célula Maxima Equagies Matrix Calculo  Simplificar  List  Graficc  Mumérice  Ajuda

(E®&|s @ | s IS

fourier_heat(Q(x),F(x),x.t,L,%alfa,inf)

£

[
el

2 32 2 2 2 n z oanx
(2 L -2x Lin -4L J{-1}) +4L |%e sin)| -
\ I

3
n

3
n

Fonte: Préprio Autor

Note que as solugoes analiticas, equacao (6.4)) e a representada na Figura 25| pelo

pacote pdefourier, sdo idénticas.
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A representagao grafica é obtida substituindo-se os valores de L e o na equagao

(6-4).

2 & 2(-1)"—2

B33

ou ainda, aplicando-se os mesmos valores, no resultado obtido pelo pacote pdefourier

(Figura 26)).

S eI en (), (6.5)

Figura 26 — Resultado do Problema 1.2, pacote pdefourier

WowxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal.2owxmx™ ]

Arguive  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calcule  Simplificar  List

&S G O 5

fourier_heat(R(x),G(x),x,t,1,16,inf);

oo

%] 5

o

n - 16 F[z”z! .
(4(-1) -4)%e sin(mwnx)

3
T

Fonte: Préprio Autor

Tomando t = 0 s para a solucao analitica obtida pelo método de Separacao de

Variaveis e Transformada de Laplace, equagéo @ tem-se

:EO—ZZ )2

3 —————sen(nmx). (6.6)
n3m

Na Figura o mesmo resultado é obtido pelo pacote pdefourier.

Figura 27 — Resultado do Problema 1.2, pacote pdefourier, parat =0 s

M wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal.2wecmx™ ]

Arquive Editar  View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo  Simplificar

approx1ini{x)

2]

e

o0

I
(4{-1) -4)sin{mnx)

Fonte: Préprio Autor

Tomando-se ¢t = 0 s e 2 termos no somatério da série de Fourier tem-se uma

aproximacao da solugao u(z,0), representada na Figura .
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Figura 28 — Grafico do Problema 1.2 para t = 0 s e 2 termos da série

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 18043}, 64-bit edition) [ problemal.2wxms* |

Arquive  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Célculo Simplificar List Grdfico Numérico  Ajuda

. & & G| EE B & CE O A RS T
g wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1].llegend, "initial temperatures”, "approximation"]):
N v initial temperatures
sppemanon
' /
00
\ /
\ f
/
o1
02 Ny 7
\\ //
015 S
v 12 o I o 1

Fonte: Préprio Autor

E possivel observar que a solucdo obtida com apenas dois termos da série nio
representa uma boa aproximacao. As Figuras e representam aproximacoes
para a solugdo do Problema 1.2, t = 0 s, para 4, 6 e 8 termos da série de Fourier,
respectivamente. Observa-se melhores resultados, a medida que aumenta-se o nimero de

termos.

Figura 29 — u(z,0) para Problema 1.2 e 4 termos no somatorio

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 13043), 64-bit edition) [ problemal.2wxmx* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagies Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda
O & G B = | = LR IR

e wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1] [legend, "initial temperatures”, "approximation"])
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Figura 30 — u(z,0) para Problema 1.2 e 6 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal.2wamx” |
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wxplot2d([G(x),approx2(x,0)],[x,0,1].[legend, "initial temperatures", "approximation"]).

Maths ~

£l
.+

iniial torperatures ——
‘sppraimation

0
N 1

02 N

Fonte: Préprio Autor

Figura 31 — u(z,0) para Problema 1.2 e 8 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 12043), 64-bit edition) [ problemal.2wams* ]
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Fonte: Préprio Autor

A Figura [32| representa o gréfico de u(x,t) como uma fungio de x para diferentes
tempos fixos. Foram considerados: ¢t = 0,0015 s; t = 0,0035 s; t = 0,005 s; t = 0,01 s;
t =1 s e 8 termos para a aproximacao da série a fim de visualizar como se comporta a

distribui¢ao de temperatura no intervalo de x[0, 1] para valores crescentes de tempo t.
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Figura 32 — Grafico do Problema 1.2 para diferentes tempos fixos

0 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problemal 2wamy* |
Arquive Editar View Célula Maxima Equages Matrix Cileulo Simplificar List Grafico  Numérico  Ajuda
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[7 (%i29) wxplot2d([G(x), approx2(x,0.0015), approx2(x,0.0035), approx2(x,0.005), approx2(x,0.01}, approx2(x,1)1.[x,0,1]);
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Fonte: Préprio Autor

As Figuras 33| e [34] apresentam o gréafico da superficie definida por u(x,t) sobre a
regiao R definida por: 0 <x<1e0<t<0,]1.

Figura 33 — Grafico 3D do Problema 1.2 que representa a distribuicdo de temperatura

@ Gnuplot (window id : ) — Od *

O&d&|rsaaaly ?

Function
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-0.25

view: 60,0000, 72,0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor
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Figura 34 — Gréfico 3D do Problema 1.2 que mostra a condi¢ao inicial

[Z] gnuplot graph - O *
By & [ @& Options - B .

view: 60,0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

E possivel observar na Figura |33| um aumento da temperatura: o menor valor estd

representado pela cor verde e o maior, pela cor laranja.

Nota-se nas Figuras |33|e que u(x,t) tende para zero quando ¢ assume valores
cada vez maiores, resultado que era esperado ao observar a solucao descrita pela equacao
e na Figura . Ressalta-se ainda que as condi¢bes de contorno e a condigao inicial
sdo satisfeitas (veja Figura [34).

Pode-se afirmar também para o Problema 1.2, com u(z,0) = z(z—1), L=1me «

= 4 m?/s, que o pacote pdefourier funciona de forma correta para a obtengao da solugao.

6.3 Problema 2.1

A solugao analitica para o Problema 2.1 caracterizado por (3.15]) foi calculada pelo
método de Separacao de Variaveis e Transformada de Laplace (Capitulo [4f), obtendo-se
como resultado

—(2n— 27r2a2t 2 —1
-y 2n = 1 (—1)mHe Gndm et s [(nﬂ;)mﬂ (6.7)
n*l
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Para o emprego do pacote pdefourier deve-se realizar os mesmos passos iniciais do
Problema 1.1 (secao , com uma pequena diferenca no passo 3: para o Problema 2.1,

aplica-se o comando mixed_heat para obter a solugdo representada pela Figura [35]

Figura 35 — Solucao do Problema 2.1 - pacote pdefourier

W owxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit editicn) [ problema2_1_L_T1_nawacmx™ |

Arquive Editar  View Célula Maxima Equagdes Matrix Célcule  Simplificar  List  Grafico I
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e mixed_heat(Q(x,t),F(x).0,1,1,0,h1(t),h2(t).x.t,L,%alfa,inf);
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Fonte: Préprio Autor

E possivel observar que os resultados da equacio 1D eda Figuranéo sdo iguais:
diferem em um sinal negativo. Destaca-se que foi necessario realizar uma correcao para
obter a igualdade entre as solugoes. Uma vez feita tal adaptacao, a funcdo mixed_heat

pode ser empregada normalmente.

Para a representacao grafica das solucgoes, assume-se T} = 50° C. Escreve-se a

solugao ([6.7) como:

1)"“674(2"’1)2”21‘/ cos l<2n —21)7rx]. (6.8)

Lo

O mesmo resultado pelo pacote pdefourier, Figura [36] ¢ obtido.

n—l

Figura 36 — Resultado do Problema 2.1 - pacote pdefourier

M wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 13043), 64-bit edition) [ problema2_1_L_T1_nwxmx* ]
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Fonte: Préprio Autor

Tomando t = 0 s, para a solugao (6.7]), tem-se
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ummzizﬁfﬂh (6.9)

e com o pacote pdefourier, a solucao apresentada na Figura

Figura 37 — Resultado para o Problema 2.1, pacote pdefourier, para t =0 s

W wxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition] [ problema2_1_L_T1.wemx* ]
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Fonte: Préprio Autor

Considerando-se t = 0 s e 2 termos no somatoério da série, obtém-se a aproximacao

representada na Figura

Figura 38 — Grafico do Problema 2.1 para t = 0 s e 2 termos da série

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema2_1_L_T1wxrmx* ]
Arquive Editar View Célule Mexima Equagbes Matrix Calculo Simplificar List Gréfico Mumérice  Ajuda
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e wixplot2d([F(x),approx2(x,0)],[x,0,1] [legend, "initial temperatures”, "approximation"])

Fonte: Préprio Autor

Novamente, é possivel observar que a solucao obtida com apenas dois termos da
série nao representa uma boa aproximacao. Melhoram-se os resultados, aumentando-se
o ntimero de termos da série. As Figuras e [A1] representam aproximacoes para a
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solucao do Problema 2.1, ¢t = 0 s e levando em consideragao 50, 150 e 300 termos da série,

respectivamente.

Figura 39 — u(z,0) para Problema 2.1 e 50 termos no somatorio

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema2_1_L_T1.wxmx™ ]
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Fonte: Préprio Autor

Figura 40 — u(z,0) para Problema 2.1 e 150 termos no somatério
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Fonte: Préprio Autor
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Figura 41 — u(z,0) para Problema 2.1 e 300 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema?_1_L_Tlwxmx* |
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Fonte: Préprio Autor

Foram considerados: ¢t = 0,001 s; £ = 0,0015 s; t = 0,0035 s; t = 0,005 s; t = 0,035
s; t = 1 s e 300 termos para a aproximagao da série, a fim de visualizar como se comporta
a distribuicdo de temperatura no intervalo de z[0, 1] para valores crescentes de tempo ¢.
A Figura |42 representa o grafico de u(z,t) como uma fungéo de x para diferentes tempos

fixos.

Figura 42 — Gréafico do Problema 2.1 com diferentes tempos fixos

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema?_1_L_T1_n.wxmx* 1
hequvo Eatar iew Caue Maims Eaungies e U Grfco Numétco A
Ow&| & G| EE [ 3 & 0| [wm v

V. wxplot2d([F(x), approx3(x,0.0015), approx3(x,0.0035), approx3(x,0.005), approx3(x,0.035), approx3(x,0.001), approx3(x,1)].[x.0,1]):

Fonte: Préprio Autor

Para a regiao R : 0 < x <1e0 <t <0,1, o grafico da superficie definida por
u(z,t) estd representado nas Figuras [43) e [44]
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Figura 43 — Grafico 3D do Problema 2.1 que representa a distribuicdo de temperatura

E Gnuplot (window id : 0) — O ®

Cx&|lezr@aaa i ?
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view: 67.0000, 50.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

Figura 44 — Grafico 3D do Problema 2.1 que evidencia a condi¢ao inicial

[2] gnuplot graph — O *
By & [ & Options = $1 o042

view: 76,0000, 36.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

Observa-se na Figura 43| uma diminuicao de temperatura a medida que os valores
de t aumentam: a cor laranja representa a maior temperatura, ja as cores amarelo e verde
representam a diminuigao de u(x,t). A medida que o tempo atinge 0,1 é possivel notar o

resfriamento total, assim, u(z,t) aproxima-se de zero (representado pela cor roxa).
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As Figuras 43| e 44] mostram que a condicao inicial e as condi¢des de contorno sao
satisfeitas. Observa-se ainda que u(z,t) tende para zero quando ¢ assume valores cada
vez maiores, resultado que era esperado ao observar a solucao descrita pela equacao
e na Figura . Logo, para o Problema 2.1, quando 7} = 50° C, L =1me a =4
m? /s, pode-se afirmar que o pacote pdefourier funciona corretamente para a obtengao da,

solugao, uma vez realizada a corre¢do na implementagao da funcao mixed heat.

6.4 Problema 2.2

A solugdo analitica para o Problema 2.2 caracterizado por (3.16|) foi obtida pelo

método de Separagao de Varidveis (Capitulo {)), obtendo-se como resultado

AL & (4nPmPL — 4n’n? — dnm®L + dnn? 4+ 7L — 8L — w) (—1)"T' + 27(2n — 1)

s Z (2n —1)3
—en=1)?x2a?s (2n — 1)z
e 1 cos | —————|.
2L

(6.10)

Para dar continuidade a aplicacdo do pacote pdefourier sao utilizados os mesmos
passos feitos para o Problema 2.1 (segao [6.3]), aplica-se o comando mixed_heat, ja corri-

gido, para obter a solugdo, representada pela Figura [45]

Figura 45 — Soluc¢ao do Problema 2.2 - pacote pdefourier

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ eqa_calor_problema2_2 wimx™ |
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Fonte: Préprio Autor

Para a obtencao da representacao grafica das solugbes, assume-se L = 1 m e

escreve-se u(x,t) como,

—39(—1)nt+1 — —
32(—=1)"* +8(2n 1)7Te_4(2”_1)2’72tcos[(2n 1)7@]'

B nil (2n — 1)%x3 2 (6.11)

Ou ainda, o resultado obtido pelo pacote pdefourier, representado na Figura [46]
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Fonte: Préprio Autor
Note que, novamente, a solugao (6.11]) e a apresentada na Figura [46| sdo iguais.
Tomando t = 0 s para a solugao analitica, obtida pelo método de Separacao de
—1)" 1 8(2n —1 2n — 1
(=)™ + 8(2n ”Tcos[( - m}

(2n — 1)373
E possivel obter o mesmo resultado pelo pacote pdefourier (Figura :

(6.12)

Variaveis ((6.10), tem-se
—32

Figura 47 — Resultado do Problema 2.2, pacote pdefourier, para t =0 s
W owxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 84-bit edition] [ problema2_2_Lwsmx™ ]
Maxima Equagdes Matrix Calculo  Simplificar  List
| A

=

|

Arquivo  Editar  View Célula

.2
approx1ini(x);
[ m{2n-1}x
2

oo

(4(—1)“+2rrr1—rr)cos
3
(2n-1)

3
3
s

Fonte: Préprio Autor

Considerando-se t = 0 s e 2 termos no somatoério da série, obtém-se a aproximacao

representado na Figura [A8]
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Figura 48 — Grafico do Problema 2.2 para t = 0 s com 2 termos da série

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema2_2_Lwxmx* ]
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Fonte: Préprio Autor

E possivel notar que o grafico gerado com apenas dois termos da série ndo é uma
boa aproximacao. Melhores resultados sao obtidos aumentando-se o niimero de termos
da série. As aproximagoes para a solucdo do Problema 2.2, assumindo-se t =0 s, 6, 15 e
20 termos da série, estao representadas nas Figuras [49] [50] e respectivamente.

Figura 49 — u(z,0) para Problema 2.2 e 6 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 12043), 64-bit edition) [ problema2_2_Luxmx* |
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Figura 50 — u(z,0) para Problema 2.2 e 15 termos no somatério

2 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema2_2_Lwxmx" |
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Fonte: Préprio Autor

Figura 51 — u(z,0) para Problema 2.2 e 20 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema2_2_Lwxmx* |
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Fonte: Préprio Autor

A Figura [52| representa o grafico de u(x,t) como uma func¢ao de x para diferentes
tempos fixos. A fim de visualizar como se comporta a distribuicdo de temperatura no
intervalo de [0, 1] para valores crescentes de tempo ¢, foram considerados: ¢ = 0,01 s ; ¢
=0,015s;t=0,035s;t=0,04s;t=0,05s;t =1 s e 20 termos para a aproximagao da

série.
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Figura 52 — Gréafico do Problema 2.2 com diferentes tempos fixos
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Fonte: Préprio Autor

O grafico da superficie definida por u(x,t) sobrearegisfo R: 0 <z <1le0 <t <1,

estd representada na Figura

Figura 53 — Grafico 3D do Problema 2.2 que representa a distribuicdo de temperatura
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Figura 54 — Grafico 3D do Problema 2.2 que ressalta a condigao inicial

[2] gnuplot graph - O *
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Fonte: Préprio Autor

Nota-se na Figura [53| a variacao da temperatura de acordo com os valores de x e
t: a cor laranja representa os pontos da placa de maior temperatura, enquanto que a cor
amarelo representa aqueles onde ha uma diminuigao de u(x,t) e a cor verde representa o

ponto da placa de menor temperatura.

Nas Figuras[p3|e[54]é possivel observar que as condigdes de contorno sao satisfeitas.
A Figura , obtida utilizando o pacote draw do wxMaxima (Capitulo , destaca a
condicao inicial.

Para o Problema 2.2, quando u(z,0) = z(r — 1), L=1m e a = 4 m?/s, uma vez

realizada a adaptacao da funcao mixed heat, o pacote pdefourier pode ser aplicado para

a obtencao da solugao.

6.5 Problema 3.1

A solugao analitica para o Problema 3.1 caracterizado por (3.18|) foi obtida pelo

método de solugao para PVC nao homogéneos (Capitulo [4]), obtendo-se como resultado

2 X {nZWZSen(t) — cos (t) + e 'm0t gmninie®

. } sen(nmz).

n(nimt + 1) n
(6.13)

u(z,t) = (1 —x)cos (t) +

n=1
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a solucao esta representada na

&

Para dar continuidade ao emprego do pacote pdefourier deve-se agora aplicar os
» 3 3 8

4 L c
os(t)-2m %alfa n ]Smt'xn")
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mesmos passos feitos para o Problema 2.1 (segao [6.3))
Figura 55 — Soluc¢ao do Problema 3.1 - pacote pdefourier
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Fonte: Préprio Autor
Note que as solugoes sao iguais, tanto para o método de solucao para PVC nao
(6.14)

o

Figura [55]
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Tomando t = 0 s para a solucao (6.13)), tem-se
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homogéneos (6.13)), como pelo pacote pdefourier (Figura [55]).
2 o0
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T n=1
E possivel obter o mesmo resultado pelo pacote pdefourier, veja Figura .
Simplificar

Figura 56 — Resultado do Problema 3.1, pacote pdefourier, parat =0 s
Matrix

Maxima
O =

Editar View Célula
2| G
approx1ini(x);
-x+1

o0
4
3
non+mn

W owxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 84-bit edition) [ problema3_Tawsmx™ ]
Equagdes
=

Arquivo

3

(-2n n4—2}s'm{:lt nx)

Fonte: Préprio Autor

Considerando-se t = 0 s e 2 termos no somatoério da série, obtém-se a aproximacao

representada na Figura
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Figura 57 — Grafico do Problema 3.1 para t = 0 s e 2 termos da série

M wxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ preblema3_T.weemzx™]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Célculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda

(@ Ul. OE[E *3E U

wxplot2d([F(x),approx2(x,0)].[x,0,1],[legend, "initial temperatures", "appraximation"]);

%] Maths v

o 0z 04 06 08 1

Fonte: Préprio Autor

E possivel notar que a solucdo obtida com apenas dois termos da série nao repre-
senta uma boa aproximacao: aumentando-se o nimero de termos da série, melhora-se a
solucao. As aproximagoes para a solucao do Problema 3.1, considerando-se ¢t = 0 s, 35,
75 e 100 termos da série, estdo representadas nas Figuras e[60], respectivamente.

Figura 58 — u(z,0) para Problema 3.1 e 35 termos no somatorio

i weMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema3_1 womsc* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Gréfico MNumérico Ajuda

) FIENd D=2 ® 38 N & EE
I wxplot2d([F(x).approx2(x,0)].[x,0,1],[legend, "initial temperatures", "approximation”]):

Fonte: Préprio Autor
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Figura 59 — u(z,0) para Problema 3.1 e 75 termos no somatério

3 wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema3_T.wxmx* ]
Arquive  Editar View Célula Maxima Equagies Matrix Calcule Simplificar List Grdfico Numérico  Ajuda

CeAd|S OE=|E 3R o8

wxplot2d([F(x).approx2(x.0)].[x.0,1].[legend, "initial temperatures”, "approximation"]):

%] Maths v

Fonte: Préprio Autor

Figura 60 — u(z,0) para Problema 3.1 e 100 termos no somatério

) wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ problema3_lwxmx ]

Arquive Editar View Célule Maximo Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Grdfico Mumérico  Ajuda

WA G 0= E & LR B ER SN

v wxplot2d([F (x),approx3(x,0)],[x,0,1],[legend, "initial temperatures”, "approximation"]);

o 02 I o8 08 1

Fonte: Préprio Autor

A fim de visualizar como se comporta a distribuicao de temperatura no intervalo
de x [0,1] para valores crescentes de tempo ¢, foram considerados os seguintes valores: ¢ =
0,015 8;t =0,035s;t =0,05s;t = 0,065 s; t = 0,07 s e 25 termos para a aproximacao da
série. A Figura 42| representa o grafico de u(z,t) como uma fun¢ao de x para diferentes

tempos fixos.
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Figura 61 — Gréafico do Problema 3.1 com diferentes tempos fixos

(%118) wxplot2d([F(x), approx3(x,0.015), approx3(x,0.035),approx3(x,0.05), approx3(x,0.065), approx3(x,0.07)],x,0,1]);

10 <= ol x <= Thend —

Fonte: Préprio Autor

Nota-se na Figura que u(z,t) tende para zero quando ¢ assume valores cada
vez maiores, resultado que era esperado ao observar a solucao descrita pela equacao (|6.13|)
e na Figura O gréfico da superficie definida por u(x,t) sobre a regido R: 0 <x <1le
0 <t <0,01, esta representado na Figura

Figura 62 — Grafico 3D do Problema 3.1 que representa a distribuicdo de temperatura

E Gnuplot (window id : 0) — O £

Oxaezraaaly?

Function

W
TR
« IR

view: 61.0000, 37.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor
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Figura 63 — Grafico 3D do Problema 3.1 que evidencia a condigao inicial

[2] gnuplat graph - ] hed
By & [ & options v $1 %2

0.8
0.6
0.4

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Fonte: Préprio Autor

Na Figura [62] é possivel observar uma diminui¢ao na temperatura: o maior valor
estd representado pela cor laranja e o menor, pela cor verde. Note, na Figura [62] que as
condigoes de contorno sao satisfeitas. Ja a condicao inicial é representada na Figura [63]
Logo, para o Problema 3.1, quando L = 1 m e @ = 1 m?/s, o pacote pdefourier funciona

corretamente para a obtencao da solucao.

6.6 Analise dos Resultados

Com base nos resultados obtidos, pode-se afirmar que o pacote pdefourier e o
wxMaxima obtém, de forma eficiente, a solucdo para a equacgao de conducao de calor
unidimensional em regime transiente para os problemas propostos. Ao utilizar a funcao
mixed heat, nos Problemas 2.1 e 2.2, observou-se uma diferenca no sinal da solugao. Tal
situacao foi corrigida e os resultados obtidos normalmente. Ressalta-se a importancia
do dominio de conceitos e métodos de solucao acerca das equagoes diferenciais parciais

lineares a fim de realizar as adaptacoes necessarias.

Cumpre destacar, que neste trabalho nao foi analisada a convergéncia da série de
Fourier, entretanto, segundo Figueiredo (1977)), séries do tipo (6.2)), (6.5)), (6.8), (6.11)) e
(6.13]) convergem uniformemente (ver Anexo. Tais situacgoes, em um primeiro momento,
foram, de fato, observadas nas representacoes graficas ao considerar um nimero maior de

termos na série e diferentes valores para t.
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7 Conclusoes

No presente trabalho foi apresentada a solugdo da equagao de condugao do calor
unidimensional em regime transiente pelos métodos de Separagao de Variaveis e Transfor-
mada de Laplace, considerando-se um conjunto de problemas de valor de contorno (PVC)
com condicoes homogéneas do tipo Dirichlet e Neumann. J& para casos nao homogéneos,

aplicou-se o método de solugdo de PVC nao homogéneos.

Resolveram-se oito problemas. Destes, seis foram resolvidos pelo método de Se-
paracao de Varidveis, quatro pela Transformada de Laplace (TL) e dois pelo método de
solugdo de PVC nao homogéneos. Entre os problemas resolvidos pela TL, o Problema
2.2 nao teve sua solugao finalizada, uma vez que envolve a aplicagdo da Formula Integral
de Bromwich e do Teorema de Residuos. Os métodos empregados neste trabalho trans-
formam equagoes diferenciais parciais lineares em equagoes diferenciais ordinarias mais
simples, entretanto, verificou-se para a TL, que dependendo do formato da solugao no

dominio de Laplace, a inversao analitica pode ser de dificil execucao.

Para o conjunto de problemas propostos, foi empregada a ferramenta computacio-
nal wxMaxima e o pacote pdefourier com o objetivo de obter a solucao na forma de séries
de Fourier, bem como sua representacao grafica. As solugoes foram obtidas empregando-
se duas fungoes: fourier heat e mixed heat. Destaca-se que foi necessaria uma pequena
adaptagdo no comando mixed_heat, para obter a solu¢ao dos Problemas 2.1 e 2.2 pelo
pacote pdefourier. Apesar disso, o software e o pacote mostraram-se eficientes e permiti-
ram estudar o comportamento da solugao através do método de Separagao de Variaveis de
modo qualitativo, através de graficos gerados considerando diferentes valores de tempo e
do niimero de termos do somatorio. Além disso, permitiram a visualizacao das condi¢oes

iniciais e de contorno associadas a cada problema.

O objetivo principal deste trabalho foi mostrar que ferramentas de computacao
simbélica podem ser empregadas como um importante auxilio na resolu¢cdo de equacoes
diferenciais parciais lineares. Entretanto, é fundamental o conhecimento da teoria de
equacoes diferenciais parciais lineares e das técnicas de solugdo. Tal conhecimento, per-
mitiu a “correcao” de uma das fungoes empregadas. Destaca-se, como uma significativa
contribuic¢ao desta pesquisa, o emprego do software wxMaxima e do pacote pdefourier
como recursos computacionais eficazes para estudar a solu¢ao do problema de condu-
¢do do calor unidimensional em regime transiente. Por fim, sua construcao foi essencial
para um melhor entendimento e aprofundamento do estudo da equacgao e dos métodos de

solugao propostos.

Futuramente, pretende-se aplicar o Teorema de convergéncia para séries de Fou-
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rier na andlise da convergéncia das solu¢oes obtidas para a distribuicao da temperatura,
aplicar a Féormula da Integral de Bromwich e o Teorema de Residuos, a fim de obter
as transformadas inversas de Laplace, verificar a aplicabilidade do pacote pdefourier na
solugao da equacao de Laplace e da onda e investigar os motivos pelos quais foi necessaria

a adaptacao do comando mixed heat.
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ANEXO A - Solucao Analitica da Equacao

do Calor: existéncia e unicidade

As defini¢oes, os Teoremas e suas demonstragoes encontram-se em (FIGUEI-
REDO, [1977).

A.1 Solucao do Problema de Valor Inicial e Valor de Contorno
(PVIC)

Definigao A.1.1. Definem-se os conjuntos R = {(z,t) € R* : 0 < = < L,t > 0} e
R={(z,t) e R*:0 <2 < L,t >0} Uma fungio u : R — R é uma solugao do PVIC
1} se ela for continua em R, tiver derivadas parciais u; e 1y, em R e satisfazer as trés

condigoes (inicial e de contorno) definidas em (3.11]).

Defini¢gdo A.1.2. Define-se o conjunto R* = {(z,t) € R* : 0 < z < L,t > 0}. Uma
funcdo continua u : R* — R é uma solucao do PVIC (3.11)) se

Py, =u,0 < x < L,t >0,
u(0,t) = u(L,t) =0,t > 0,
L L
lim [ u(e, O)é(x)de = / f(@)o(z)dz,
0

t—0 Jo

para toda funcdo ¢ seccionalmente continua em [0, L.

Teorema A.1.1. Se f for de quadrado integravel em [0, L], entdo (4.23) define uma
funcdo em R* que é solucao do PVIC ({3.11]) no sentido da Definicao [A.1.2]

Teorema A.1.2. Seja f : [0,L] — R uma funcao continua com f(0) = f(L) = 0 e tal
que a derivada f’ exista [0, L] e seja de quadrado integravel. Entao (4.23) define uma
fungdo continua em R que é solucdo do PVIC (3.11)) no sentido da Definicdo [A.1.1]

Teorema A.1.3. Seja f uma func¢do dada em [0, L]. Entéo a solugao do PVIC (3.11]) no
sentido da Definigao [A.1.1], caso exista, é tnica.

Teorema A.1.4. Seja f uma funcdo de quadrado integravel em [0, L]. Entao a solugao

do PVIC (3.11) no sentido da Definigao é tnica.
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A.2 Convergéncia das Séries

Segundo Figueiredo (1977), séries da forma

o0

2,22 2 nnx
ancne it/ Lo gen ()
L

n=1

para j = 0,1,2,..., convergem uniformemente em qualquer sub-retdngulo de R* (ver

Definigao [A.1.2)),

Rio={(x,t): 0< 1 <o <z <L,0<t; <t <ty <o},

logo (4.23)) define uma fungao wu(z,t) que é infinitamente diferencidvel em R*. Isto mos-
tra que o fenomeno da condugao é altamente regularizador ou suavizador, nomenclatura
inspirada na expressao smoothing process. Ou seja, a distribuicdo de temperatura em

uma barra, dada por uma funcao arbitraria tende, rapidamente, a se uniformizar. Para
maiores detalhes consulte (FIGUEIREDO, [1977).
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