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RESUMO

O presente Trabalho de Conclusdo, do Curso em Matematica Aplicada Bacharelado, tem
por objetivo geral realizar um estudo sobre os conceitos matematicos que sustentam o
método de Anélise Hierdrquica de Processos (AHP). O método AHP é uma ferramenta
de auxilio a tomada de decisao, proposto por Thomas L. Saaty, que permite retratar a
opinido de uma determinada pessoa (julgador/decisor) e ainda comparar elementos. Con-
tudo, quando o decisor lida com problemas que demandam comparagoes entre pares de
elementos pode gerar problemas na obtencao dos resultados finais, uma vez que nao sao
raras as situacoes encontradas nos problemas reais, cuja propriedade de transitividade
nos julgamentos dos decisores pode ser violada. Nesse sentido, o trabalho procura mos-
trar o significado dos pressupostos e resultados mateméaticos da Algebra Linear que sao
imprescindiveis para a aplicacao correta da metodologia AHP na resolugao dos problemas
do mundo real. Também, para aqueles que tenham interesse na implementacao da meto-
dologia, uma planilha eletronica de calculos para tomada de decisao sobre um problema
ficticio, foi desenvolvida.

Palavras-chave: Método AHP; conceitos mateméticos; planilha eletronica.
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1 INTRODUCAO

O ser humano frequentemente se depara com problemas onde é necessario tomar
uma decisao. Isso ocorre nas mais diversas areas do conhecimento e também em situacoes
do dia a dia. Porém, muitas vezes, o ato de decidir se torna uma tarefa muito dificil,
decorrente dos problemas serem complexos e envolverem diversas variaveis e parametros.

Segundo RIBEIRO, M.C.C.R. e ALVES, A.S. (2016), os métodos de apoio multi-
critério a decisao (AMD) sao ferramentas utilizadas para auxiliar no processo de tomada
de decisao, pois sao capazes de avaliar as alternativas em multiplas dimensoes, com base
nas preferéncias emitidas pelos agentes de decisao. De acordo com MARINS, C.S. et al.
(2009), os métodos multicritérios sdo significativamente importantes na tomada de decisdo,
pois permitem a abordagem de problemas considerados complexos, trazendo clareza e
transparéncia em seus resultados.

O método de Andlise Hierarquica de Processos (AHP), tema central desse estudo,
é um dos métodos mais difundidos e utilizados no mundo, sendo uma metodologia voltada
para solugao de problemas onde é necessario fazer uma escolha, podendo ser utilizado até
mesmo em situagoes com estruturas consideradas complexas.

Um processo de hierarquizacao é criado quando a mente humana se depara com
um problema de comparacao entre varios elementos de um conjunto. Sendo assim, a
metodologia AHP faz com que o problema analisado fique estruturado hierarquicamente.
Nessa hierarquia, o nivel mais alto é o objetivo principal do estudo, nos niveis subsequentes
aparecem os critérios (propriedades através das quais as alternativas sao avaliadas) e no
nivel mais baixo estdo as alternativas a serem decididas.

Conforme PIMENTA, L.B. et. al. (2018), o método AHP analisa matematicamente
comparacoes pareadas entre alternativas de um conjunto, a partir dos julgamentos e
pesos atribuidos por especialistas para avaliar critérios qualitativos e intangiveis. Segundo
PAVANI, G.F. e IGARASHI, M.O. (2018), o método AHP possibilita a escolha de uma
solucao que concilie com os critérios estabelecidos pelo tomador de decisao. Este método
reduz os problemas de hierarquia no processo de decisao, fazendo uma modelagem do
mesmo. As etapas necessitam ser organizadas de tal maneira que os critérios traduzam o
problema de forma mais eficiente.

Os trabalhos, mencionados na sequéncia, mostram que mesmo que a metodolo-
gia apresente algumas limitagoes, o método AHP é utilizado em diversos campos do
conhecimento.

SILVA, M.C.G. (2012), aplica o método AHP para identificar potenciais locais para
a implantacao de uma usina de reciclagem de Residuos da construcgao civil.

GOMEDE, E. e BARROS, R.M. (2012), realizam um estudo de caso que tem por
finalidade discutir a importancia e os possiveis critérios para a priorizacdo de servigos em

um Portfélio de Tecnologia da Informacao (TI), evidenciando os passos do método AHP.
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BUCCIERI, G.P. (2014), descreve um método de identificacdo e ponderagao de
indicadores de desempenho sustentaveis para avaliar a eficiéncia energética em instalacoes
industriais, fazendo uso do método AHP para ponderar os indicadores identificados, redu-
zindo o grau de subjetividade na analise dessas opinioes e buscando niveis de intensidade
objetivos.

O trabalho de ELACOSTE, T.S. (2014), que apresenta um estudo de caso sobre
os indicadores de desempenho relacionados aos servigos aos navios do Porto Novo do
Rio Grande, onde a metodologia AHP é utilizada como ferramenta para hierarquizar os
indicadores de desempenho portuarios em questao.

GRANEMANN, S.R. e GARTNER, L.R. (1998), aplicam o método AHP para
classificar as alternativas de financiamento disponiveis para a aquisicao de aeronaves nas
companhias aéreas brasileiras.

Diante desse contexto, o trabalho tem como objetivo geral realizar um estudo sobre
processos matematicos, apresentando ao leitor os conceitos matematicos que sustentam
o método AHP. Acredita-se que uma contribuicdo importante do trabalho é mostrar o
quao importante é o entendimento dos pressupostos matematicos na aplicagao correta da

metodologia, no contexto da resolugao dos problemas do mundo real.
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2 CONCEITOS E RESULTADOS MATEMATICOS DA ALGEBRA LI-
NEAR

Essa secao ¢ destinada a apresentacao de alguns conceitos e resultados matematicos
da Algebra Linear, encontradas em STEINBRUCH, A. e WINTERLE, P. (1995), os quais

sao imprescindiveis para o entendimento da fundamentacao tedrica da metodologia AHP.

2.1 ESPACOS VETORIAIS

Os elementos do conjunto V', nao vazio, sao chamados de vetores e os niimeros reais
sao chamados de escalares. A operacao (+) ¢ denominada adi¢do usual e a operacao ()
¢ denominada multiplicagao por escalar. O vetor 0 é denominado de vetor nulo e o vetor

—u é chamado de vetor oposto ao vetor wu.

Definicao 1

Seja um conjunto V', ndo vazio, sobre o qual estao definidas as operacoes usuais de
adicao e multiplicagdo por um ntmero real, isto é:

Vu,v € V,u+v €V (Propriedade de Fechamento);

VaeR, VueV,a -ueV (Propriedade de Fechamento)
Um conjunto V', no qual estao definidas as duas operagoes usuais supracitadas é

denominado um Espaco Vetorial Real, se for verificadas as seguintes propriedades:
i) Em relacao a operagio de adigao usual:

Al) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w € V; (Propriedade Associativa)

A2) u+v=v+u, u,v € V; (Propriedade Comutativa)

A3)30eV,VveV,u+0=u; (Propriedade de Elemento Neutro)

A4)YVueV,3(—u) €V, u+ (—u) = 0; (Propriedade de Elemento Simétrico)

1) Em relacao a multiplicagdo por nimero real:
M1) a1 - (a9 - u) = (a1 - a9) - u; (Propriedade Associativa em relagao a escalares)
M2) a - (u+v) = a-u+ « - v; (Propriedade Distributiva em relacdo a soma de
vetores)

M3) (a1 + a2) - u = a1 - u+ ag - u (Propriedade Distributiva em rela¢ao a soma de

escalares)
M4) 1 u = u. (Propriedade de Elemento Neutro)
Vu,v€eVeVar,ar €R.

Um conjunto V', munido das operagoes usuais (+) e (+), satisfazendo as propriedades

da defini¢ao 1 é um espago vetorial real se as propriedades (7) e (4i) sao satisfeitas. Se
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quaisquer uma das propriedades (%) e (%¢) falhar, o conjunto V nao é um espago vetorial
real.

Frequentemente, um espago vetorial real ¢ chamado simplesmente de espago vetorial
representado pelas operacoes usuais de adicao e multiplicacdo por um nimero real. A
vantagem da definicdo 1 é que ela lida somente com o comportamento algébrico dos
elementos de um espaco vetorial. Entao, um vetor do R3 é um ponto, um segmento de reta
orientado ou uma matriz 3 x 1? No caso do espaco R3, qualquer que seja o ponto de vista
adotado, o comportamento algébrico é o mesmo. O matematico isola as caracteristicas
que todos esses objetos tém em comum (ou seja, as propriedades que fazem com que todos
eles se comportem igualmente) e define uma nova estrutura, chamada de espaco vetorial
real. Assim, um “vetor” é agora simplesmente um elemento de um espaco vetorial, e nao

necessita mais estar associado a um segmento de reta orientado.

2.2 COMBINACAO LINEAR

Uma das caracteristicas de um espaco vetorial é a obtencao de novos vetores a

partir da combinacao linear de vetores dados.
Definicao 2

Sejam V' um espago vetorial, com {vi,vo,v3,....,vn} € V e a1, a9, ..., ap numeros
reais. Entao, o vetor v = ajvy + agvy + ... + apv, é um elemento de V' chamado de

combinagao linear dos vetores v1, ..., vp.

2.3 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Em Algebra Linear, é fundamental saber se um vetor é uma combinacao linear de
outros vetores. Entdo, dado um conjunto de vetores {vy,v9, ..., v, }, é preciso verificar se
nao existem vetores “supérfluos” dentro desse conjunto. Assim, se existir algum vetor v;
do conjunto {v1,va, ..., v, }, tal que possa ser escrito como combinacao linear dos vetores

do conjunto {v1, ve, ..., vn }, entdo esse vetor v; é uma combinagao linear.
Definicao 3

Seja V um espago vetorial e {v1, vo, ..., v} € V. Diz-se que o conjunto {vy, va, ..., vn}
é linearmente independente (LI), se a equacdo a1v] +agva +...+an vy, = 0 admitir somente
a solucao trivial, ou seja, a1 = ag = ... = a = 0. No caso em que exista algum a; # 0,
diz-se que o conjunto {vy,vs,...,vp} é linearmente dependente (LD).

Vetores linearmente dependentes podem ser caracterizados de outra maneira, ou
seja, um conjunto {vy,v,...,vp} é (LD) se, e somente se, um desses vetores for uma

combinagao linear dos outros.
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2.4 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Agora, ¢é preciso definir uma base, ou seja, encontrar, dentro de um espaco vetorial
V', um conjunto finito de vetores linearmente independentes tal que, qualquer outro vetor
de V seja uma combinacao linear desse conjunto de vetores. Em outras palavras, é preciso
determinar um conjunto de vetores que gere o espago vetorial V', de modo que todos os
vetores desse conjunto sejam realmente capazes de gerar V. Sendo possivel encontrar tais
vetores, tem-se o alicerce do espaco vetorial V. Assim, conjunto de vetores linearmente

independentes que geram o espaco vetorial V', constitui uma base.
Definicao 4

Um conjunto {v1, v, ...,v,} de vetores de V' serd uma base de V' se:
i) {vy,v2,...,vp} é LL

i) [v1,v9,...,0n] =V

2.5 TRANSFORMACAO LINEAR

Sao funcgoes lineares que descrevem o tipo mais simples de dependéncia entre

variaveis. Muitos problemas podem ser representados por tais fungoes.
Definigao 5

Sejam U e V dois espacos vetoriais. Uma transformagao linear (aplicagdo linear) é
uma funcao U em V', F': U — V| se satisfaz as seguintes propriedades: Quaisquer que

sejam u e v em V,
i) F(u+v) = F(u)+ F(v);

it) Quaisquer que sejam k € Rev € V, F(kv) = kF(v).

2.6 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dada uma transformacao linear de um espaco vetorial nele mesmo, T: V — V, é
interessante saber quais vetores sao levados em um multiplo de si mesmo, isto é, determinar

um vetor v € V' e um escalar A € R tal que:
T(v) =M

Como v = 0 satisfaz a equagado para todo A, é preciso determinar vetores v # 0 sa-
tisfazendo a condicao acima. O escalar A sera chamado de autovalor ou valor caracteristico
de T e o vetor v um autovetor ou vetor caracteristico de T

E comum designar de operador linear uma transformacio linear 7 : V — V

(dentro de um mesmo espago vetorial).
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Definicao 6

Seja T : V — V um operador linear. Se existirem vetores v € V, v #0,e A € R
tais que T'(v) = Av, A é um autovalor de T" e v um autovetor de 7" associado a A. Deve-se
observar que o escalar A\ pode ser o nimero 0, embora v nao possa ser o vetor nulo.

Ezxemplo:

O vetor v = (5,2) é autovetor do operador linear 7" : RZ — R? dado por:

T(z,y) = (4x + 5y, 2z +y)

Associado ao autovalor A = 6, pois: T'(v) = T'(5,2) = (30,12) = 6(5,2) = Av. J& o vetor
v = (2,1) nao é autovetor deste operador T, pois T'(2,1) = (13,5) # A(2,1) para todo
AeR

2.6.1 Determinacao dos Autovalores

Seja o operador T : R — R", cuja matriz candnica é:

ail; a2 a3 ... @i --- Qip
a1 a22 a3 ... a9 ... Qa2p
a3z1 a3z2 a3z ... asp ... Qa3p
ar1 ary ags ... Gk ... Qfp

Se v e A\ sdo, respectivamente, autovetor e o correspondente autovalor do operador T,

tem-se:
T(v) = Av (v é a matriz coluna n X 1)
ou
T(v)—Av=0
Tendo em vista que v = Iv (I é a matriz identidade), pode-se escrever:
T(v)—Mv=0
ou
(T —X)v=0
Para que esse sistema homogéneo admita solu¢des nao nulas, isto é:
b1
b
v=| | #
bn1 0

Deve-se ter
det(T'—=XI)=0
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ou
a1l a2 @13 ... aip ... Qlp A0 0 ... 0
a1 a2 a3 ... a9k ... Q2p 0O X0 ... 0
a3l a3z a3z ... agg ... a3p 00 X ... 0
det : : N I =0
ap] QR Q3 ... Akl --. Qkp 000 ....x ... 0
Gnl ap2 Gp3 ... Qpk --. Onpn 000 ... 0 ... X

A equacgao det(T"— AI) = 0 é denominada equagdo caracteristica do operador T, e suas
raizes sdo os autovalores do operador T'. O determinante det(7"— AI) é um polinémio em

A denominado polinémio caracteristico.

2.6.2 Determinacao dos Autovetores

A substituicao de A\ pelos seus valores no sistema homogéneo de equagoes lineares

(T'— M)z = 0 permite determinar os autovetores associados.
Proposicao 1

Autovetores de uma matriz quadrada A de ordem n associados a autovalores

distintos sao linearmente independentes.
Proposicao 2

Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo sdo equivalentes as seguintes
afirmacoes:
(a) det(A) # 0, isto é, A é inversivel (ndo singular).
(b) Os vetores-coluna de A sdo linearmente independentes e geram R".
(c) Os vetores-linha de A séo linearmente independentes e geram R".

(d) Os vetores-coluna (e também, linha) de A formam uma base de R".

2.7 TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

O teorema foi provado por Oskar Perron em 1907 e Ferdinand Georg Frobenius em
1912, e afirma que uma matriz quadrada definida positiva A > 0 (com todos elementos
a;j Nao negativos) possui sempre um autovalor positivo A, de multiplicidade 1, que excede
em modulo a todos os outros autovalores de A. O autovalor maximal de A denotado por
Amaz corresponderd a um autovetor xx cujas componentes serao todas positivas (zx > 0).
Além disso, se a matriz A é irredutivel, pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe um

numero real positivo A1, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. existe um vetor real Av = \jv;

2. A1 possui multiplicidade algébrica e geométrica 1;
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3. Para cada autovalor \; de A, |\;| < A1.
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3 METODO DE ANALISE HIERARQUICA DE PROCESSOS (AHP)

Visando dar um significado préprio aos conceitos e resultados matematicos da Alge-
bra Linear, conforme secao anterior, essa secao ¢ destinada a apresentacao da metodologia
AHP.

ALMEIDA, R.G. (2019), menciona em seu trabalho, que os quatro axiomas que

sustentam o método AHP sio:

« Axioma 1: (Comparagao Reciproca). O tomador de decisao deve ser capaz de
realizar comparagoes entre pares de elementos e declarar a intensidade de suas
preferéncias respeitando a condi¢ao de reciprocidade: se x denota a preferéncia

de A em relagdo a B, entdo 1/x deve denotar a preferéncia de B em relagao a

A.

« Axioma 2: (Homogeneidade). Os elementos de um mesmo nivel na hierarquia
devem possuir um mesmo nivel de importancia, sendo possivel a comparacao
entre eles, de modo que as preferéncias sao representadas por meio de uma

escala limitada.

« Axioma 3: (Independéncia). Os elementos de um nivel da hierarquia devem ser
mutuamente excludentes entre si e, ao expressar preferéncias, os critérios sao
assumidos independentemente das propriedades das alternativas, assim como

as alternativas nao possuem dependéncia entre si.

« Axioma 4: (Expectativa). Para o propédsito de tomar uma decisdo, a estru-
tura hierarquica deve ser considerada completa. A nao validade dos axiomas

apresentados podem gerar diversas consequéncias na metodologia AHP.

Se o Axioma 1 nao é satisfeito, provavelmente o questionamento utilizado para extrair
os julgamentos, nas comparagoes entre pares, nao é claro ou corretamente declarado. Se
o Axioma 2 nao é satisfeito, seria possivel comparar pares de elementos amplamente
diferentes, como um grao de areia comparado com uma maga. Quando essa disparidade é
grande, é recomendavel que os elementos sejam colocados em grupos separados de tamanho
comparavel ou em niveis diferentes (clusters). Se o Axioma 3 nao é satisfeito, haveria uma
dependéncia entre os pesos dos critérios e as alternativas consideradas. Finalmente, se o
Axioma 4 nao é satisfeito, entdo o decisor nao esté utilizando todos os critérios e/ou todas
as alternativas disponiveis, o que implica numa decisao incompleta.

SAATY, T.L. (2001), apresenta os pilares nos quais se alicergam o método AHP,
onde deve contemplar a compreensao e a observagao das seguintes etapas:

I. Estruturacao hierarquica do problema de decisdo (representagio da
hierarquia): Desenvolvimento da hierarquia do problema decisério em seus varios niveis
de elementos inter-relacionados;

II. Comparagoes Pareadas: Avaliacoes das preferéncias relativas do decisor com

relagao a cada elemento de decisao em um dado nivel da hierarquia;
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III. Solugao usando autovalores e autovetores: Estimativa dos pesos relativos
dos elementos de decisao em um dado nivel da hierarquia;

IV. Determinacao da consisténcia: Avaliacao da consisténcia da matriz de
comparacoes pareadas criadas pelo decisor;

V. Agregacao das prioridades e escolha final: Agregacao das prioridades de
modo a avaliar o resultado referente ao objetivo.

Além das etapas descritas em que o método AHP é constituido, o método ainda pre-
cisa ser iterativo, ou seja, permitir a identificacdo de uma nova alternativa ou a introdugao
de um novo critério ndo considerado anteriormente.

A Figura 1 mostra a sequéncia légica do Método AHP. Cabe salientar que a etapa de
Anélise de Sensibilidade, na qual consiste de estudo da estabilidade ou comportamento da
solugdo para pequenas variagdes nas preferéncias ou nos pardmetros que ocorrem durante

o processo de resolugao sistematico, nao sera abordada pois foge ao escopo deste trabalho.

Figura 1 — Sequéncia do AHP.

[ Defini¢do do Objeto de Decisdo ]

[ Identificacdo dos Decisores ]

[ Definigéo das Alternativas ]
!

Defini¢do dos Critérios e
Estruturagéo Hierarquica

v

Comparacéo das Alternativas em
relacéo aos Critérios

!

Determinagao da Importéncia
Relativa dos Critérios

v

[ Obtencgdo do Vetor de Prioridades ]

Avaliagdo Global de Cada
Alternativa

;

[ Analise de Consisténcia ]

E

[ Andlise de Sensibilidade ]

Fonte: Adaptacao de VIEIRA, G.H. (2006).

De acordo com adaptagoes dos trabalhos de SAATY, T.L. (2001), GOMES, L.F.A. M.
et. al. (2002), SILVA, R.M. (2005), COLIN, E.C. (2007) e WOLFF, C.S. (2008), a seguir
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sao explicadas as etapas do Método AHP.

3.1 ESTRUTURACAO HIERARQUICA DO PROBLEMA DE DECISAO

Inicialmente, é preciso fazer uma modelagem ou estruturacao da Hierarquia do
problema, que além de essencial, talvez seja a parte mais importante. No método AHP, o
problema sera estruturado hierarquicamente, seguido de um processo de priorizacao das
alternativas, o qual serd mais adiante descrito detalhadamente.

A priorizacao envolve fazer um levantamento de julgamentos em resposta a questoes
relacionadas a dominancia de um elemento sobre o outro, quando esses sao comparados
com respeito a um determinado critério.

Deste modo, uma maneira de realizar a estruturagao da decisao é situar o objetivo
geral no topo da hierarquia, decompondo o maximo possivel em objetivos especificos ou
critérios que possam ser mais facilmente controlados. Partindo da base onde estao as
alternativas, sao posicionados os subcritérios mais simples tal que as alternativas devam
atender, onde posteriormente serao agregados a um nivel de critérios hierarquicamente
superior. Esses posicionamentos sao realizados até que os niveis estejam ligados de modo
a tornar possivel a realizacao das comparacoes, como pode ser observado na Figura 2.

De modo a formalizar a estruturacao hierarquica do problema, é necessaria a
realizagao de certas etapas como: (1) Identificar o objetivo geral, ou seja, a decisao que se
pretende tomar em relagao a determinado problema, localizando-o no topo da hierarquia.
(2) Caso seja necessario, identificar quais sdo os objetivos especificos, procedentes do
objetivo principal, os quais deverao entrar num segundo nivel da hierarquia. Caso seja
pertinente, postular horizontes temporais que afetam a decisao. (3) Identificar os critérios
que devem ser satisfeitos para atender aos objetivos especificos do objetivo principal. (4)
Identificar subcritérios abaixo de cada critério, devendo sempre observar que os critérios
ou subcritérios podem ser especificados em termos de variagoes de valores de parametros
ou em termos linguisticos (intensidades verbais), como: alto, médio e baixo. (5) Especificar
as alternativas, ou seja, as possiveis agoes para atingir o objetivo geral. (6) Identificar os
atores envolvidos. (7) Identificar opgoes ou resultados. (8) Em caso de decisoes entre sim
ou nao, deve-se escolher o resultado de maior preferéncia e comparar os beneficios e custos
entre tomar ou nao a decisdo. (9) Realizar andlise custo x beneficio com valores marginais.
Quando se tratar de hierarquia de dominancia, é necessario questionar qual alternativa
podera produzir o maior beneficio. Para analise de custos, analogamente deverd questionar
qual alternativa possui o maior custo. E, para anélise de riscos, qual alternativa que oferece
0 maior risco.

Assim, o decisor efetua a estruturacao do problema, combinando os critérios de
acordo com os diversos niveis hierarquicos necessarios, obtendo uma representacao hierar-
quica do problema, ou seja, uma representagao mais fiel da realidade.

Quanto as alternativas, essas poderao ser facilmente definidas em determinadas
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situagoes, porém em outras, devido a um grande nimero de alternativas, essas deverao ser
reduzidas. Embora nao exista uma limitagao para o nimero de alternativas, quando esse
numero é muito grande, poderd tornar a tarefa complexa e bastante exaustiva. SAATY,
T.L. (1990), ainda ressalta que é preciso levar em considerac¢ao o chamado limite psicoldgico,
onde o ser humano pode, no maximo, julgar corretamente de 5 a 9 pontos.

E necessério que o problema seja estruturado hierarquicamente de tal maneira que
os critérios identificados em cada nivel sejam homogéneos e nao redundantes, apresentando
o mesmo grau de importancia relativa dentro do seu nivel e também apresente indepen-
déncia no que diz respeito aos critérios dos niveis inferiores. KEENEY, R. e RAIFFA, H.
(1976), consideram cinco fatores para a identificagdo dos critérios, sdo eles:

I. Completude: A arvore hierdrquica estd completa quando todos os critérios
relevantes ao decisor encontram-se nela;

II. Operacionalidade: Os critérios do nivel inferior sdo suficientemente especificos
para avaliar e comparar alternativas;

III. Decomponibilidade: O desempenho das alternativas em relacao aos critérios
acontece independente do desempenho em outros critérios;

IV. Auséncia de Redundancia: Dois critérios que representem o mesmo objetivo
devem ser eliminados, pois acarretam uma dupla contabilizacao na decisao final;

V. Tamanho Minimo: Os critérios nao podem ser divididos além do nivel em que
podem ser avaliados, para que a arvore nao se torne muito grande. Um modo de reducao
da arvore hierarquica é a eliminacao dos critérios que nao estabelecam distin¢oes entre as
alternativas.

A Figura 2, mostra uma estruturacao dos critérios e alternativas na formulacao do
Método AHP. O problema é modelado através de uma arvore hierdrquica de decisao, onde
a raiz da arvore representa o objetivo principal a ser atingido. Os niveis da arvore repre-
sentam os critérios de avaliagdo e as folhas (base) da arvore representam as alternativas

relativas aos critérios.
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Figura 2 — Estrutura Hierarquica Geral do Método AHP.

Meta de

Deciséio

Critério 1 Critério 2 Critério 3 Critério n

Alternativa A Alternativa B Alternativa N

Fonte: Adaptado.

Através da Figura 2, pode ser observado que no topo da arvore hierarquica tem-se
a meta a ser atingida, ou seja, o objetivo principal do problema. Apés, descendo um nivel,
aparecem os critérios, aqueles que serao definidos pelos tomadores de decisao e que terao
influéncia direta no resultado final, com diferentes niveis de relevancia. E por fim, na base
da arvore aparecem as alternativas, que serao as medidas possiveis a serem tomadas para
alcancar o objetivo principal. As alternativas serao hierarquizadas, compondo assim o

resultado final.

3.2 COMPARACAO PAREADA

Apés a construgao da hierarquia, o tomador de decisao deve realizar a comparacao
par a par entre os n elementos de um determinado nivel hierarquico, assumindo como
critérios os elementos do nivel imediatamente anterior, elencando, entdo suas preferéncias.
Nessa etapa, o decisor precisara utilizar sua experiéncia, intuicdo e conhecimento especifico
sobre o problema, para realizar tais julgamentos, principalmente se estiver trabalhando
com critérios qualitativos.

No método AHP, existem diversas maneiras de quantificar o valor das alternativas.
Se houver uma fun¢ao analitica (ou de valor), basta calcular o valor dessa fungao para

cada alternativa. Caso contrario, o decisor pode determinar o valor das alternativas em
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forma de juizo verbal, ou seja, converter em valor numérico através da Escala de Razao
ou Escala Fundamental de Saaty, ordenando-as de acordo com sua preferéncia.

As preferéncias do decisor devem ser organizadas em uma matriz quadrada (n x
n), positiva, reciproca e consistente. Positiva, porque a matriz deverd ser composta por
elementos positivos, isto é, a;; = w;/w; > 0, Vi,j = 1,2,....,n, onde {wy,we, ..., wp}
sdo os respectivos pesos do conjunto de elementos (alternativas) {z1, z1, ..., zp}. Ainda,
a;; = w;/w; = 1, uma vez que nao existe, a priori, diferenga de preferéncia entre dois
elementos iguais quando comparados entre si. Reciproca, porque a;; = 1/a;; conforme o
Axioma 1. Consistente, porque a;, = a;; - ajr Vi, 5,k =1,2, .., n. Cabe salientar que esse
resultado importante serd demonstrado mais adiante, pois a propriedade a;; = ajj; - ajp,
denominada propriedade da transitividade, nem sempre sera satisfeita em casos praticos,
visto que esta depende, por exemplo, da precisao dos julgamentos do decisor. Portanto,
pode-se dizer que toda matriz consistente é uma matriz reciproca, mas nem todas as
matrizes reciprocas serao consistentes. Essa matriz é denominada matriz de comparacao
pareada ou matriz dominante. Os elementos dessa matriz, contendo os valores provenientes
das comparacoes par a par que foram realizadas, expressam o numero de vezes em que
uma alternativa domina ou ¢ dominada pelas demais. Cada componente a;; do vetor linha
da matriz dominante corresponde a domindncia da alternativa A; (da linha i) sobre a

alternativa A; (da coluna j).

3.3 ESCALA FUNDAMENTAL DE SAATY

As comparacoes pareadas mostram o grau de dominéncia de uma alternativa sobre
outra, de acordo com determinado critério, onde a dominancia pode ser expressa em uma
escala numérica.

Conforme SAATY, T.L. (2001), as pessoas conseguem dividir qualitativamente
suas respostas a um estimulo em trés categorias como: alta, média e baixa. Refinando
essas divisoes, sdo geradas nove subdivisoes, dando origem a Escala de Razao ou Escala
Fundamental de Saaty. A Figura 3 mostra o significado de cada um dos valores adotados.

A partir do momento em que o decisor realiza todas as comparagoes pareadas
necessarias, e conclui sobre o nivel de dominancia que os elementos exercem uns sobre
os outros, o decisor entdo se utiliza da Escala de Saaty (escala numérica de 1 a 9). Ao
invés de analisar a razao entre dois niimeros w; /wj, o decisor extrai apenas um nimero
absoluto (de 1 a 9) da Escala Fundamental para representar a maior aproximagcao inteira

do quociente w; /w;.
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Figura 3 — Escala de Razdo (Escala Fundamental de Saaty).

Intensidade de - S
. s Defimigdo Explicagio
"Tlp“rt“ncla
. . as duas atividades contribuer igualmente para o
| mesma imporidncia . =
objetivo
- i a experitneia ¢ o julgamento favorecem
i importincia peguena de uma sobre a outra =5 Ju A y
levements uma atividade em relacho a outra
- . . . aexperitncia ¢ o julgamento faverecem
5 importincia grande ou essencial . o -
= fortemente wna atividade em relagio a outra
wma afividade & muito fortemnente favorecida em
T importineia grande oo demonstrada relaghio a outra; sua dominagio de importincia &
detnonstrada na pritica
. . a evidéncia favoreee uma atividade em relag®o a
9 importineia absoluta .
oulra com o mais alto grau de corteza
. L ) wxisdo se procurs uima condicio de compromisso
4.6 8 valores intermiediirios entre os valores adjacentes " ; - . . "
enire duss definighes
. s a atividade i recebe unea das designagdes
reciproces dos - .
- diferentes acima de zero, quando comparada com a - .
valores acima de . | : . wrma designacho razodvel
atividade j, entio em o valor reciproco quando =
210 .
comparada com i
L . s @ consisténeia tiver que ser forgada para obter
Racionais razhes resultantes da escala L .
valores numdricos i, pera |_'|,||:|'||:||,l_"|u_| A malriz

Fonte: Fonte: SAATY, T.L. (1991).

3.4 SOLUCAO DO METODO AHP UTILIZANDO AUTOVALORES E AUTOVETO-
RES

3.4.1 Comparacao Pareada e Escala Fundamental de Saaty

Para cada par de elementos (z;, ;) a razao w;/w; representa o valor relativo entre
a prioridade do elemento dominante (z;) em relagao ao elemento dominado (x;). Com a
execugao de n(n — 1)/2 julgamentos, onde n é o nimero de elementos, torna-se possivel a
construcao de uma matriz de comparagoes entre pares arbitraria A, de dimensao n x n,

como definida em

w]p w1 w1
w w w
wy  wh wh
A= wp w2 Wn, ( 1)
Wnp  Wnp Wn
wy  wy  wp

Observe que (1) é a matriz que representa a intensidade da preferéncia do decisor
mediante a comparacao pareada de elementos. E possivel, também, denotar a;j €Omo 0
elemento referente a razao w;/w;, o que permite reescrever (1) conforme (2). Observe que
aj;j traduz o quao mais (ou menos) importante ¢ o elemento x; em relagdo a r; quando

comparados em relagao ao elemento do nivel superior na hierarquia.
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1 a2 ... arj ... Glp
1/ayo 1 cooagj ... azp
A= ' ‘ (2)
1/CL1j 1/a2j a,-j cee o Qip
l/ay, 1/ag, ... arn ... 1

Ap6s construcao da matriz, reciproca, positiva e consistente definida em (2), torna-
se necesséria a determinagao do vetor prioridades (autovetor) associado a ela. Contudo,
duas observacoes devem ainda ser mencionadas, embora fujam do escopo deste trabalho.
A primeira observacao estd no fato do método AHP poder demandar um alto ntimero
de comparagoes, uma vez que o nimero de comparagoes é proporcional ao nimero de
critérios, subcritérios e alternativas que compoem a hierarquia, o que pode gerar, além de
um maior esfor¢o computacional, indesejaveis impactos na qualidade dos julgamentos. Em
contrapartida, a segunda observacao refere-se a Escala Fundamental de Saaty, utilizada
no processo de comparagao pareada, uma vez que: (1) ndo existem fundamentos teéricos
ou evidéncias de correspondéncia entre as descri¢oes verbais da Escala Fundamental e os
seus respectivos valores absolutos; (2) esta é internamente inconsistente, ji que valores
superiores & 9 nao sdao permitidos; (3) hd uma dificuldade, por parte do decisor, no
entendimento interpretativo no uso desta escala, podendo gerar ambiguidades e, por
conseguinte, possiveis erros na realizagdo dos julgamentos; (4) ndo existem zeros absolutos
na escala. Logo, para contornar este conjunto de observacoes, novas escalas sao propostas

na literatura, cada uma das quais com diferentes impactos nas prioridades deduzidas.

3.4.2 Método do Autovetor

O Método do Autovetor, proposto por Saaty é formalizado inicialmente com uma
matriz de comparagoes pareadas perfeitamente consistente. O vetor de prioridades (auto-
vetor), é obtido mediante a resolugao da equacao (3), cujo Apaz é 0 autovalor principal de
A e w é o seu autovetor principal associado (ou, em termos do AHP, o vetor de prioridades

procurado).

n

Z aijwj = )\maxwi (3)
j=1

Quando uma matriz de comparacoes A é perfeitamente consistente, pode-se de-
monstrar, que todas as linhas desta matriz sao combinagoes lineares da primeira e que
todos os n autovalores de A, exceto um, serao iguais a zero. E, como a soma dos autova-
lores de A devera ser igual & soma dos elementos da diagonal principal de A, tem-se que

PN =2 a , coma; =1,1=1,2,...,n. Nesse caso particular, pode-se dizer que

0 Unico e maior autovalor \; que existira sera igual a n e serda chamado de \y,q.. Perceba
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que, se a matriz A representa a comparacao de C' critérios em relacao aos objetivos, é
correto afirmar que n = C'. Por outro lado, apesar de ser natural suspeitar que \y,q. possa
ser um numero complexo, visto que autovalores sao raizes de polinébmios, o Teorema de
Perron-Frobenius para matrizes composta por elementos positivos, isto é, a;; > 0, V4, j,
garante que sempre existira solugdo unica (autovalor e autovetor, ambos reais e positivos)
para a equacao (3).

Para exemplificar a formalizagdo do método do Autovetor, foi utilizada a seguinte

problematica:
Ezemplo:
. I3 . . .
Seja A = 13 1 uma matriz quadrada perfeitamente consistente.
Entao:

A equacao caracteristica é obtida através do cédlculo

1-Xx 3

=0=(1-XN)?-1=0
1/3 1-2A

det

Onde os autovalores sao A1 = 0 e Ao = 2, sendo o maximo autovalor igual a n = 2.
Para cada autovalor existe um autovetor associado, onde pode-se afirmar que existe uma
base de autovetores linearmente independentes.

E importante salientar que, na aplicacdo do AHP é preciso ser levado em considera-
¢ao que, o tomador de decisao ao construir a matriz de comparacao pareada, nao conhece
o autovetor w e a matriz podera apresentar inconsisténcias.

A seguir é feita uma abordagem conceitual sobre um dos pilares do método AHP
que sao as Escalas de Razao, Proporcionalidade e Escalas Normalizadas. Essa abordagem
visa melhorar o entendimento sobre a utilizagao dos conceitos matematicos de autovetor

e autovalor que foram abordados e que embasam o método.

3.5 ESCALAS DE RAZAO, PROPORCIONALIDADE E ESCALAS NORMALIZADAS

Uma escala de razao é o valor relativo ou quociente a/b de duas quantidades a e b
de mesma unidade de medida, com b # 0; Se a medida é um numero racional, entao ela
¢ denominada mensuravel. Caso contrario, é denominada incomensuravel. Denomina-se
Proporcionalidade a igualdade entre duas razoes % e 2

Assim, uma escala de razao é um conjunto de niimeros que é invariavel sob transfor-
magao de similaridade (multiplicagdo por uma constante positiva). A constante é cancelada
quando a razao de quaisquer dois niimeros é estabelecida. Por exemplo, duas medidas de
peso podem ser usadas, mas a razao de peso de dois objetos torna-se igual quando lidas
em ambas as escalas.

Uma extensao desse fato é que a medicdo de pesos, por exemplo: quilogramas

ou libras, de uma série de objetos (independentemente da medida utilizada) podem ser
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padronizados para uma mesma leitura por meio de normalizacao, ou seja, quando lidos
numa mesma escala de razao normalizada.

As escalas de razao, proporcionalidade e escalas de razao normalizadas sdo funda-
mentais na geracao e sintese de prioridades no método AHP ou em qualquer outro método
multicritério que necessite integrar medidas de comparacao com sua propria escala. Adi-
cionalmente, escalas de razao sao a Unica maneira de generalizar uma teoria de decisao
para o caso de dependéncia e feedback, porque elas podem ser somadas e multiplicadas
quando pertencem a mesma escala, como uma escala de prioridade.

Se dois decisores chegarem a escalas de razao distintas, é preciso testar a compati-
bilidade das respostas de ambos e aceitar ou rejeitar a proximidade entre elas. Assim, com
as escalas de razao, pode-se associar cada alternativa a um vetor de beneficios, custos,
oportunidades e riscos, para a determinacao da melhor alternativa para o problema. No
método AHP, a escala de razao relativa, nao tem unidade de medida, e origina-se da
matriz de julgamentos reciproca da comparacao pareada das alternativas, resultando no

seguinte sistema:

Z;-lzl aijwj = )\mamwi
2?21 w; =1

Sendo aj; = 1/a;; ou ainda a;;a;; = 1 (propriedade de reciprocidade), com a;; > 0,

(4)

w;: autovetor e A\pqq: autovalor.

w1 w1
o w w1 w
Aw = e : =n : = nuw. (5)
Wn Wn
... — Wn, W,
w1 Wn

A matriz A foi multiplicada pela direita pela transposicao do vetor de pesos w =
(wi,...,wy). E o resultado desta multiplicagdo é nw. Assim, para recuperar a escala da
matriz de razoes, é preciso solucionar a equa¢do Aw = nw (a transformacao linear).

A representacao Ax = \x significa que as matrizes sao quase consistentes. Entende-
se por uma matriz quase consistente, uma matriz A = (a; j) que é uma pequena perturbacao
multiplicativa de uma matriz consistente W = % , € tem um autovetor x, que é uma
pequena perturbacao do autovetor w da matriz corjlsistente.

Segundo WOLFF, C.S. (2008), quando as matrizes apresentam alto grau de incon-
sisténcia, geralmente os julgamentos foram aleatérios, por isso tais julgamentos, nesses
casos, deveriam ser refeitos ou passar por métodos de melhoria de consisténcia.

A relagdo entre as matrizes obedece ao produto de Hadamard A = W o E, onde
a perturbacdo E = (g;;) afeta cada termo da matriz multiplicando-se a ele (a;; - ;). E

verdade que €;; = ¢;; — 1 e, quando nao ha perturbacdo, ¢;; = 1.
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O produto de Hadamard entre duas matrizes, necessariamente de mesma dimensao,

¢ a multiplicagao direta entre os termos da mesma posi¢ao, logo:

(o)) ()

E na matriz quase consistente, o somatorio em j, das perturbagoes ¢;; de seus elementos

em relacao aos da matriz absolutamente consistente equivalem ao Ay,qz:

n
Z 82] - )\max, E 2 1 (6)
j=1

Isso quer dizer que, quando a matriz tiver uma consisténcia aceitavel, ou seja,
representar uma perturbagao relativamente pequena, a soma de todos os ¢;; de uma linha
qualquer ¢ igual ao valor de Ay

SAATY, T.L. (2003) afirma que Ajpqz > n. E somente quando a matriz for consis-
tente, teremos todos os €;; = 1, e nesse caso Ampaz se iguala a n (a ordem da matriz, ou

ainda o nimero de alternativas).

3.6  DETERMINACAO DA CONSISTENCIA

Quanto mais préximo o valor de A\ ez estiver do niimero de fatores de decisao do
nivel em andlise (n), maior a consisténcia da matriz de comparagao.

A propriedade de transitividade, mencionada em (3.2), esta diretamente relacionada
com a consisténcia da matriz que reflete os julgamentos dos decisores. Assim, é possivel
mostrar através de uma matriz pareada perfeitamente consistente de dimensao 3, como
obter essa importante propriedade.

1 a2 a3
Se uma matriz A = [ 1/aq9 1 a93 |, de dimensao 3, perfeitamente consis-

1/a13 1/agz 1
tente possui 2 autovalores nulos e autovalor A\j,qx = n = 3.

Entao,
I-=XA a2 a3
det(A— M) =|1/a;2 1—X asg |=—-I(A—3)
1/&13 1/a23 1—A
E, portanto

a12-agg-agi+(1-X)>+ag-aze-aj3—agi-aja(1-N)—a13-asr (1-N)—agg-aga(1-X) = —AZ(A+3).

a12-a93-a31 — X3 4+3X2 =3\ +1+a9;-az-a13—(ag) -a12+a13-a31+a23-a32) (1) = —A3+3A2.

2
a2 - a3 -azr — A (A —3) —3X+1+4ag1 a3z - a1z —ag1 - aj2 — a3 - agr—
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—a93 - a39 + agy - 12X + a3 - a3\ + a93 - aga\ = A3 + 32,

Resultando em

—aj2-ag3-az] —a] - a3 - a3 +agl - a2 + a1z - a3l +ag3-azx =1 (7)

ag1 - ai2 +a13- a3 +agz-azx =3 (8)

Substituindo (8) em (7) tem-se:

—aj2-ag3-az] —az] -azz- a3 +3 =1

E, portanto

a12-a23-a31=1=>a12-a23=;1=>a12-a23=&13 9)
(§]

agl -agz-a13 =1 = agy -a13 = a; = ag] - a13 = a93 (10)

Onde também vale as igualdades

a3 = ail - a13; a3 = a3 - a3

a23 = a22 - a3 ; a23 = a23 - a33.

Generalizando, tem-se que a propriedade de transitividade como
Qi = ajj - a;p Vi, k =1,2, .. n. (11)

ou

aik%aij-ajkVi,j,k:1,2,...,n. (12)

para matrizes consistentes.

Saaty, através da equagao (13), encontra uma maneira de mensurar o quao con-
sistente sao os julgamentos efetuados pelo decisor. O valor tedrico esperado de A €
n, portanto seu desvio é dado por (Apqz — n). Esta medida é calculada relativamente ao
nimero de graus de liberdade da matriz (n — 1). Tal propriedade permite o uso de um
indice de consisténcia representado por IC, sendo calculado como segue:

I1C = Amaz — 1 (13)
n—1
Note que, no caso da matriz A ser perfeitamente consistente Ap,qx = n tem-se o IC' = 0.

Entretanto, o IC' cresce de acordo com a dimensao n, nao sendo suficiente para

mensurar a consisténcia. Assim, é proposta uma razao de consisténcia (RC'), definida em

(14), com o intuito de analisar o quao inconsistentes sdo os julgamentos realizados em
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relacdo a grandes amostras. Para tal, o RC acopla na sua formula¢do o indice randémico
(RI), que representa os valores médios de IC, gerados a partir de simulagoes randomicas
que utilizaram grandes amostras de matrizes aleatorias de ordem crescente. Para aceitar
uma matriz como consistente, de modo que o decisor nao precise rever seus julgamentos,
os valores de RC nao devem ser maiores que 0, 1. Maiores detalhes das razoes para o uso
da Equagao (14), na mensuragao dos julgamentos, a partir de uma matriz de comparagoes
pareadas, ver SAATY, T. L. (1990).
e
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4 APLICACAO DO METODO DE ANALISE HIERARQUICA (AHP)

O processo de andlise hierarquica baseia-se em sete passos, conforme ELACOSTE,
T.S. et.al. (2014), as quais serdo explicadas a seguir:

Passo 1 — O problema de decisao precisa ser analisado criteriosamente para iden-
tificar o objetivo, critérios e subcritérios baseados nos valores, crencas e convicgoes do
decisor, e as alternativas para a solu¢ao do problema.

Passo 2 — O problema de decisao precisa ser dividido em niveis hierdrquicos com
a finalidade de facilitar a compreensao e avaliacdo. A Figura 4 ilustra a estruturacao

hierarquica do problema ficticio da construcdo de uma unidade hospitalar.

Figura 4 — Estrutura hierarquica do AHP.

Escolha da

Localidade

Y

\
Impactos no
Trénsito da Seguranga Concorréncia
Regido

Local A Local B Local C

Area
Disponivel

Passo 3 — A partir da construcdo da estrutura hierdarquica, é feita a coleta dos
julgamentos dos especialistas. Os especialistas fardo comparagoes pareadas, tanto das
alternativas sob o enfoque de cada subcritério, quanto dos subcritérios em relagao aos
critérios, sendo esses julgamentos obtidos através de questionarios.

Os julgamentos sao convertidos em indices quantitativos utilizando a escala Fun-
damenta de Saaty.

Passo 4 — Os julgamentos coletados na etapa anterior devem ser organizados

em uma matriz quadrada, denominada matriz de decisdo, de ordem igual ao nimero
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de elementos (alternativas, critérios, subcritérios) comparados. A inser¢ao dos elementos

nesta matriz segue as seguintes regras:

1
i) regra 1-aj; = —
aij
ii) regra2-a; =1,Vi=1,...n.

Essas regras caracterizam a matriz de decisao como quadrada, reciproca e positiva e deve
possuir a forma apresentada em (2).

Passo 5 — Para obter o vetor das prioridades (autovetor) da matriz de decisao, é
necessario primeiro calcular o autovalor que fornecera a consisténcia do julgamento. Pelos
resultados do Teorema de Perron-Frobenius é garantida a existéncia do vetor de prioridade
(autovetor) procurado.

Inicialmente, conforme (15), a matriz de decisdo é normalizada:

n
a;'kj = Qj; — Zazj, Vi=12,..,n. (15)
i=1

Apéds a normalizacao da matriz de decisao, calcula-se cada componente do vetor
de Prioridade Média Local (PML), conforme (16):

n
Pty ($ai) o n vie12m w
j=1

Cabe salientar que, a decisao serd tomada tendo como referéncia o vetor PM L. Os demais
calculos apresentados na sequéncia informam a consisténcia do método em relagao aos
julgamentos dos decisores.

Obter as componentes do vetor v é equivalente a multiplicar a matriz A pelo

autovetor. Assim, cada componente do vetor v; pode ser obtida conforme (17)

n
Ul<i): Zaij'PMLjv Vi:1,2,...,n. (17)
j=1

E, cada componente do vetor vy pode ser obtida conforme (18)
vo(i) =wv1(i) + PML;, Vi=1,2,...n. (18)

O método AHP busca o autovalor maximo, Ay, que pode ser determinado através da
média aritmética realizada com o niimero de componentes do vetor vo. Portanto, calcula-se

0 A\maz, conforme (19)

Amar = (i vg(z’)) = n (19)

1=1
Passo 6 — Pelo Teorema de Perron Frobenius e a matriz ser reciproca, definida positiva

e consistente, implica que apenas um autovalor sera diferente de zero e igual ao niimero
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da ordem da matriz. Portanto, conforme (13), o indice de consisténcia (IC) pode ser
determinado.
A consisténcia da matriz de decisao é verificada através dos os indices aleatorios

para matrizes de ordem 1 a 10 conforme mostra a tabela 2.

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RI|0,0]0,01]0,52]089 1,11 |1,25|1,35|1,40| 1,45 1,49

Tabela 1 — Indice Randoémico

A relagao entre o indice de consisténcia e o valor RI fornece a razao de consisténcia
RC, conforme (14). Se o indice RC for menor que 0,1, os julgamentos da matriz de
decisao sao considerados consistentes, caso contrario, existe alguma inconsisténcia nos
julgamentos.

Passo 7 — Sao gerados os valores finais, com base no vetor de prioridades obtidos
na etapa anterior referentes as alternativas sob cada critério, dos subcritérios em relagao
aos critérios superiores, e dos critérios em relacao ao objetivo principal.

Para exemplificar didaticamente a metodologia AHP, uma planilha eletronica de
calculos foi desenvolvida, onde o exemplo a seguir ird ilustrar a sua aplicabilidade.

Supondo que se deseja construir um hospital particular, qual das localiza¢oes
possiveis torna-se mais relevante para a implantacao de uma unidade hospitalar.

O exemplo apresentado, fica limitado somente ao calculo dos critérios em relacao
ao objetivo principal, para posteriormente realizar os calculos das alternativas em relacao
aos critérios.

Os critérios utilizados para a analise sdo os seguintes:

C4- Area Disponivel

Co- Impactos no Transito da Regiao

Cs- Seguranca

Cy- Concorréncia

Definidos os critérios, a Figura 5 mostra a estrutura hierarquica para a metodologia

AHP.
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Figura 5 — Estrutura hierarquica dos critérios em relagao ao objetivo principal

Escolha da

Localidade

Impactos no
Transito da
Regido

Area
Disponivel

Segurancga Concorréncia

A partir da apresentacao da estrutura hierarquica, os especialistas informam a
importancia dos critérios avaliados, comparando-os par a par, de forma subjetiva, conforme
Figura 6.

Com os julgamentos dos especialistas é possivel construir a matriz de decisao, cuja
conversao é realizada de acordo com a tabela fundamental de Saaty, representada pela

Figura 3.

Figura 6 — Valores das comparagoes pareadas dos critérios.

Comparacdo Pareada com os Critérios Globais e Pesos Atribuidos
Construir um Area Di el Impactos no s c L
Hospital Particular rea DISPONIVEL | rransito da Regigio Feurancs Bncorrencia
Area Disponivel 1 3 5 3
Impactos no
. |:I . 1/3 1 3 B
Transito da Regido
Seguranca i/5 1/3 1 4
Concorréncia i/8 1/6 1/4 1
SOMA 1,658 4,500 9,250 19,000

A Figura 6 apresenta os julgamentos de um especialista entrevistado, as quais sao
interpretadas da seguinte forma:
e o critério Area Disponivel (C1) é considerado levemente mais importante que o

critério Impactos no Transito da Regiao (C9);

o critério Area Disponivel (C7) é fortemente mais importante que o critério

Seguranca (C3);
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« quando comparado o critério Area Disponivel (C7) com o critério Concorrén-
cia (Cy), observa-se que o primeiro se encontra na faixa intermediaria entre
muito fortemente mais importante e absolutamente mais importante do que a

Concorréncia;

« o critério Impactos no Transito da Regidao (C2) é considerado levemente mais

importante que o critério Seguranga (C3);

 quando comparado o critério Impactos no Transito da Regiao (C) com o critério
Concorréncia (Cy), observa-se que o primeiro se encontra na faixa intermediaria
entre fortemente mais importante e muito fortemente mais importante do que

a Concorréncia;

e 0 critério Seguranga (C3) se encontra na faixa intermedidria entre levemente
mais importante e fortemente mais importante quando comparada com o critério
Concorréncia (Cy).

Como foi mencionado no passo 5, deve-se encontrar o autovalor e o autovetor, para
que se defina o vetor de prioridades e a consisténcia da matriz de decisdo. Primeiramente,
normaliza-se a matriz de decisdo. Para exemplificar, sera apresentada a normalizacao do

primeiro elemento da matriz:

1
L+1s+1/5+1/8

A Figura 7 mostra a matriz de decisao normalizada.

4
aj; = al + Z a;1 = ~ 0,603
i=1

Figura 7 — Normalizagao dos valores das comparacoes pareadas dos critérios.

Matriz (A) Normalizada
Construir um . } . Impactos no .
. . Area Disponivel . ;. Seguranca Concorréncia
Hospital Particular Transito da Regido
Area Disponivel 0,603 0,667 0,541 0,421
Impactos no
L . 0,201 0,222 0,324 0,316
Transito da Regido
Seguranca 0,121 0,074 0,108 0,211
Concorréncia 0,075 0,037 0,027 0,053
SOMA 1,000 1,000 1,000 1,000

As componentes do vetor prioridade local (PM L) sao determinadas conforme (16).

Assim, para a linha ¢ = 1, tem-se:

4
0,603 + 0,667 + 0, 541 + 0, 421
PMLy = (Y aj; | + 4= 22T 0B B PO < 0,558

J=1
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Analogamente, os calculos sao realizados para as demais linhas i = 2, 3,4, determinando

todas as componentes do vetor de prioridade (PML). A Figura 8 mostra as componentes

do vetor de prioridades

Figura 8 — Valores das componentes do vetor prioridade média local (PML).

Construir um . Impactos no
) ) Area Disponivel . |:| . SEguranca Concorréncia PRIORIDADES
Hospital Particular Transito da Regido
Area Disponivel 0,603 0,667 0,541 0,421 0,558
Impactos no
. - 0,201 0,222 0,324 0,316 0,266
Transito da Regido
Seguranca 0,121 0,074 0,108 0,211 0,128
Concorréncia 0,075 0,037 0,027 0,053 0,048

Determinado o vetor de prioridades, deve-se verificar a consisténcia dos dados. As

componentes do vetor vy sdo determinadas conforme (17). Assim, para a linha i = 1,

tem-se:
4
vl(l) = Z a’{j X PMLj = (1 X 0,558) + (3 X 0,266) + (5 x 0, 128) + (8 X 0,048) ~ 2,381
7=1

Analogamente, os calculos sdo realizados para as demais linhas ¢ = 2, 3,4, determinando

assim todas componentes do vetor v1. A Figura 9 mostra as componentes do vetor vy.

Figura 9 — Valores das componentes do vetor v1.

Construir um . 3 . Impactos no .
. . Area Disponivel . . Seguranca Concorréncia L751
Hospital Particular Transito da Regido
Area Disponivel 0,558 0,798 0,642 0,384 2,381
Impactos no
. . 0,186 0,266 0,385 0,288 1,125
Transito da Regido
Seguranca 0,112 0,089 0,128 0,192 0,521
Concorréncia 0,070 0,044 0,032 0,048 0,194

As componentes do vetor vy sdo determinadas conforme (18). Assim, para a linha

i =1, tem-se:

va(1) = 2,381 = 0,558 ~ 4, 269

Analogamente, os calculos sao realizados para as demais linhas ¢ = 2, 3,4, deter-

minando assim todas componentes do vetor v9. A Figura 10 mostra as componentes do

vetor v9.
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Figura 10 — Valores das componentes do vetor vg.

vy PRIORIDADES Vs
2,381 0,558 4,269
1,125 0,266 4,731
0,521 0,128 4,057
0,194 0,048 4,043

Determinados os vetores v1 e v, 0 autovalor méximo é calculado conforme (19).

~ 4,150

> va(i) 1

4 4,269 + 4,231 + 4,057 + 4,043
)\max == + 4 =
=1

O proximo passo € a verificacdo da consisténcia dos dados a partir do autovalor maximo.

Inicia-se calculando o indice de consisténcia (IC) conforme (13)

Amax_n 4, 150_4
I1C = = ~
C — 11 0,050

Além do céalculo do IC, a consisténcia da matriz depende do valor da razao de consisténcia
RC'. Assim, calcula-se RC'. conforme (14).

_IC 0,050

RC_E_ 0,89

~ 0,056

Como, RC < 0, 1, a matriz de decisao ¢é consistente, ou seja, as decisoes podem ser tomadas
com base nos julgamentos analisados.

Apbs realizar os calculos dos critérios em relagdo ao objetivo principal, o proximo
passo serd efetuar os calculos das alternativas com relagao a cada critério. As etapas para
os calculos que virao a seguir serao as mesmas utilizadas anteriormente, porém analisando
as alternativas.

A Figura 11 mostra a estrutura hierarquica para o calculo das alternativas em

relagao aos critérios.
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Figura 11 — Estrutura hierarquica das alternativas em relacao aos critérios.

Impactos no

Transito da Seguranga Concaorréncia
Regido

Area

Disponivel

Local A Local B Local C

Primeiramente, sera calculado o vetor de prioridades das alternativas com relacao
ao critério Area Disponivel (C7). As comparagoes pareadas das alternativas com relagao

ao critério Area Disponivel (C1) sdo apresentadas na Figura 12:

Figura 12 — Valores das comparacdes pareadas das alternativas em relacio & Area Dispo-

nivel.

Area Disponivel Local A Local B Local C
Local A 1 3 5
Local B 1/3 1 3
Local C 1/5 1/3 1
SOMA 1,533 4,333 9,000

Em relagao a area disponivel, a matriz acima pode ser interpretada da seguinte
forma:
o a alternativa Local A é considerada levemente mais importante do que o Local
B;
« a alternativa Local A é considerada fortemente mais importante do que o Local
G
e a alternativa Local B é considerada levemente mais importante do que o Local
G

A Figura 13 mostra a matriz normalizada:



Capitulo 4. APLICACAO DO METODO DE ANALISE HIERARQUICA (AHP)

¢ao a Area Disponivel.

Figura 13 — Normalizagao dos valores das comparagoes pareadas das alternativas em rela-

Area Disponivel Local A Local B Local C
Local & 0,652 0,692 0,556
Local B 0,217 0,231 0,333
Local C 0,130 0,077 0,111
SOMA 1,000 1,000 1,000

Com a matriz normalizada, calcula-se o Vetor de Prioridades:

Figura 14 — Valores das prioridades das alternativas, em relacao a

area disponivel.

Area Disponivel Local A Local B Local C Prioridades
Local A 0,652 0,692 0,556 0,633
Local B 0,217 0,231 0,333 0,260
Local C 0,130 0,077 0,111 0,106

Determinado o vetor de prioridades, deve-se verificar a consisténcia dos dados. Para
encontrar o autovalor, basta calcular os vetores vy e vg:

Efetuando os calculos, tem-se as componentes do vetor v1 mostradas na Figura 15:

Figura 15 — Valores das componentes do vetor vq (Area Disponivel).

Area Disponivel Local A Local B Local C vy
Local A 0,633 0,781 0,531 14946
Local B 0,211 0,260 0,318 0,790
Local C 0,127 0,087 0,106 0,320

A partir da obtencao do vetor vy e do vetor de prioridades, é possivel determinar

o vetor vo. As componentes do vetor vo sao mostradas na Figura 16:

Figura 16 — Valores das componentes do vetor v (Area Disponivel).

"y PRIORIDADES v,
1,946 0,633 3,072
0,790 0,260 3,033
0,320 0,106 3,011

Determinados os vetores v] e vg, o autovalor maximo é calculado conforme (19)

Amaz = Z vo(1)

3

1=1

=3

~ 3,072+ 3,033+ 3,011

3

~ 3,039
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Calcula-se o indice de consisténcia (IC), conforme (13)

]C:)\max—n:3,039—3

~ 1
n—1 3—1 0019
Calcula-se o valor da razdo de consisténcia RC, conforme (14)
IC 0,019
RC = BRI~ 0.50 ~ 0,037

Como, RC < 0,1, a matriz de decisao ¢é consistente, ou seja, as decisoes podem ser tomadas
com base nos julgamentos analisados. Agora, serd calculado o vetor de prioridades das
alternativas com relagao ao critério Impactos no Transito da Regido (C3). As comparagoes
pareadas das alternativas com relagdo ao critério Impactos no Transito da Regiao (C2)

sao apresentadas na Figura 17:

Figura 17 — Valores das comparagoes pareadas das alternativas em relagdo aos Impactos
no Transito da Regiao.

Impactos no Trinsito
- Local A Local B Local C
da Regido
Local & 1 1,/5 1,7
Local B 5 1 1/3
Local © 7 3 1
SOMA 13,000 4,200 1,476

Em relacao aos Impactos no Transito da Regiao, a matriz acima pode ser interpre-
tada da seguinte forma:
e a alternativa Local B é considerada fortemente mais importante do que o Local
A;
» a alternativa Local C é considerada muito fortemente mais importante do que
o Local A;

» a alternativa Local C é considerada levemente mais importante do que o Local
B.

)

A Figura 18 mostra a matriz normalizada:

Figura 18 — Normalizagao dos valores das comparagoes pareadas das alternativas em rela-
cao aos Impactos no Transito da Regiao.

Impactos no Trénsito
- Local A Local B Local C
da Regido
Local A 0077 0,048 0,097
Local B 0,385 0,238 0,226
Local C 0,538 0,714 0,677
SOMA 1,000 1,000 1,000
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Com a matriz normalizada calcula-se o Vetor de Prioridades:

Figura 19 — Valores das prioridades das alternativas, em relacao aos Impactos no Transito

da Regiao.
Impactos no Transito Local A Local B Local C Prioridades
da Regido
Local A 0,077 0,048 0,097 0,074
Local B 0,385 0,238 0,226 0,283
Local C 0,538 0,714 0,677 0,643

Determinado o vetor de prioridades, deve-se verificar a consisténcia dos dados. Para
encontrar o autovalor, basta calcular os vetores vy e v9.

Efetuando os célculos, tem-se as componentes do vetor v1 mostradas na Figura 20:

Figura 20 — Valores das componentes do vetor v1 (Impactos no Transito da Regido).

Impactos no Transito
- Local A Local B Local C 17y
da Regido
Local A 0,074 0,057 0,092 0222
Local B 0,369 0,283 0,214 0,866
Local C 0,516 0,849 0,643 2,008

A partir da obtencao do vetor v1 e do vetor de prioridades, é possivel determinar

o vetor v2. As componentes do vetor vo sao mostradas na Figura 21:

Figura 21 — Valores das componentes do vetor vy (Impactos no Transito da Regido).

7y FRICORIDADES (2]
0,222 0,074 3,013
0,866 0,283 3,062
2,008 0,643 3121

Determinados os vetores vy e v, 0 autovalor méximo é calculado conforme (19)

3
. 3,013 + 3,062 + 3,121
)\maw = Z U2(2) - 3 - 3
1=1

~ 3,066

Calcula-se o indice de consisténcia (/C'), conforme (13)

Amaw_n 37066_3
I1C = = ~
¢ =" 5 ~ 0,033
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Calcula-se o valor da razdo de consisténcia (RC), conforme (14)

_IC 0,033

RC*E* 0,52

~ 0,063

Como, RC < 0, 1, a matriz de decisao é consistente, ou seja, as decisdes podem ser tomadas
com base nos julgamentos analisados.

O préximo passo sera calcular o vetor de prioridades das alternativas com relagao
ao critério Seguranca (C3).

As comparagoes pareadas das alternativas com relagao ao critério Seguranga (C3)

sao apresentadas na Figura 22:

Figura 22 — Valores das comparagoes pareadas das alternativas em relacdo a Seguranca.

Seguranca Local A Local B Local C
Local A 1 1/4 1/3
Local B 4 1 2
Local C 3 1/2 1
SOMA 2,000 1,750 3,333

Em relagdo a Seguranca, a matriz acima pode ser interpretada da seguinte forma:
» a alternativa Local B tem sua importancia definida entre levemente e fortemente

mais importante do que a alternativa Local A;

« a alternativa Local B tem sua importancia definida entre ser igualmente impor-

tante e levemente mais importante do que o Local C;

 a alternativa Local C é considerada levemente mais importante do que o Local
A;

A Figura 23 mostra a matriz normalizada:

Figura 23 — Normalizagao dos valores das comparagoes pareadas das alternativas em rela-
¢ao a Seguranga.

Seguranca Local A Local B Local C
Local A 0,125 0,143 0,100
Local B 0,500 0,571 0,600
Local C 0,375 0,286 0,300
SOMA 1,000 1,000 1,000

Com a matriz normalizada, calcula-se o Vetor de Prioridades:
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Figura 24 — Valores das prioridades das alternativas, em relacao a Seguranca.

Seguranca Local A Local B Local C Prioridades
Local A 0,125 0,143 0,100 0,123
Local B 0,500 0571 0,600 0,557
Local C 0,375 0,286 0,300 0,320

Determinado o vetor de prioridades, deve-se verificar a consisténcia dos dados. Para
encontrar o autovalor, basta calcular os vetores vy e vg:

Efetuando os cédlculos, tem-se as componentes do vetor v1 mostradas na Figura 25:

Figura 25 — Valores das componentes do vetor v (Seguranca).

Seguranca Local A Local B Local C vy
Local & 0,123 0,139 0,107 0,369
Local B 0,490 0,557 0,640 1,688
Local C 0,368 0,279 0,320 0,967

A partir da obtencao do vetor vy e do vetor de prioridades, é possivel determinar

o vetor vo. As componentes do vetor vo sdo mostradas na Figura 26.

Figura 26 — Valores das componentes do vetor vy (Seguranca).

Vy PRIORIDADES U

0,369 0,123 3,006
1,688 0,557 3,030
0,967 0,320 3,019

Determinados os vetores vy e v, 0 autovalor méximo é calculado conforme (19)

3
. 3,006 + 3,030 + 3,019
i=1

~ 3,018

Calcula-se o indice de consisténcia (/C'), conforme (13)

Amal‘_n 37018_3
] — — ~
¢ =" 5o ~ 0,009

Calcula-se o valor da razao de consisténcia (RC), conforme (14)

IC 0,009

RO =37 = 0,52

~ 0,018

Como, RC < 0,1, a matriz de decisao ¢ consistente, ou seja, as decisoes podem ser tomadas

com base nos julgamentos analisados.
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Para finalizar é necessario calcular o vetor de prioridades das alternativas com
relagdo ao critério Concorréncia (Cy).
As comparagoes pareadas das alternativas com relagao ao critério Concorréncia

(Cy) sao apresentadas na Figura 27:

Figura 27 — Valores das comparagoes pareadas das alternativas em relacao a Concorréncia.

Concorréncia Local & Local B Local C
Local A 1 5 3
Local B 1/5 1 1/3
Local C 1/3 3 1
SOMA 1,533 9,000 4,333

Em relagao a Concorréncia, a matriz acima pode ser interpretada da seguinte forma:
o a alternativa Local A é considerada fortemente mais importante do que o Local
B.

Y

o a alternativa Local A é considerada levemente mais importante do que o Local
G

 a alternativa Local C é considerada levemente mais importante do que o Local
B;

A Figura 28 mostra a matriz normalizada:

Figura 28 — Normalizagao dos valores das comparacoes pareadas das alternativas em rela-
cao a Concorréncia.

Concorréncia Local A Local B Local C
Local A 0,652 0,556 0,692
Local B 0,130 0,111 0,077
Local C 0,217 0,333 0,231
SOMA 1,000 1,000 1,000

Com a matriz normalizada, calcula-se o Vetor de Prioridades:

Figura 29 — Valores das prioridades das alternativas, em relagao a Concorréncia.

Concorréncia Local A Local B Local C Prioridades
Local A 0,652 0,556 0,692 0,633
Local B 0,130 0,111 0,077 0,106
Local C 0,217 0,333 0,231 0,260

Determinado o vetor de prioridades, deve-se verificar a consisténcia dos dados. Para

encontrar o autovalor, basta calcular os vetores vq e vo:
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Efetuando os calculos, as componentes do vetor v sao mostradas na Figura 30:

Figura 30 — Valores das componentes do vetor v1 (Concorréncia).

Concorréncia Local A Local B Local C vy
Local A 0,633 0,531 0,781 15946
Local B 0,127 0,106 0,087 0,320
Local C 0,211 0,218 0,260 0,790

A partir da obtencao do vetor v1 e do vetor de prioridades, é possivel determinar

o vetor v2. As componentes do vetor vo sao mostradas na Figura 31:

Figura 31 — Valores das componentes do vetor vo (Concorréncia).

vy PRIORIDADES v,
1,946 0,633 3,072
0,320 0,106 3,011
0,790 0,260 3,033

Determinados os vetores v] e vg, o autovalor maximo ¢é calculado conforme (19)

~ 3,039

> a(i) 3

3 _ 3,072 + 3,011 + 3,033
)\max = + 3=
=1

Calcula-se o indice de consisténcia (/C'), conforme (13)

Amaz —n 3,039 — 3
] —= = ~ ]_
C — 51 0,019

Calcula-se o valor da razdo de consisténcia (RC), conforme (14)

_IC 0,019
 RI 0,52

RC ~ 0,037

Como, RC < 0,1, a matriz de decisao ¢ consistente, ou seja, as decisoes podem ser tomadas
com base nos julgamentos analisados.

Por fim, apés calcular as prioridades de cada critério em relagao ao objetivo principal
do problema, e a prioridade de cada alternativa em relagao a cada critério, agora é possivel
calcular a prioridade geral, ou seja, o peso final de importancia que cada alternativa tem
dentro do problema.

Para uma melhor visualizagdo e entendimento, foi colocado dentro de uma mesma
tabela o peso de cada critério em relacao ao objetivo principal e o peso de cada alternativa

em relacao a cada critério, como pode ser visto na Figura 32:
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Figura 32 — Valores dos pesos de cada critério e dos pesos das alternativas em relagao a
cada critério.

3 - B . Impactos no .
Alternativas Area Disponivel . - Seguranca Concorréncia
Transito da Regido
Pesos dos Critérios 0,558 0,266 0,128 0,048
Local & 0,633 0,074 0,123 0,633
Local B 0,260 0,283 0,557 0,106
Local C 0,106 0,643 0,320 0,260

A seguir, em suas colunas correspondentes, os pesos de cada alternativa sao mul-
tiplicados pelo peso de cada critério. O resultado desse calculo é mostrado na Figura

33:

Figura 33 — Valores dos pesos finais de cada alternativa em relacao a cada critério.

B . B B Impactos no .
Alternativas Area Disponivel . - Seguranca Concorréncia
Transito da Regido
Local A 0,353 0,020 0,016 0,030
Local B 0,145 0,075 0,071 0,005
Local C 0,059 0,171 0,041 0,013

Para encontrar a prioridade final de cada alternativa, basta somar os resultados de

cada linha da matriz, obtendo entao as prioridades finais das alternativas, como pode ser

visto na Figura 34:

Figura 34 — Valores das prioridades finais de cada alternativa.

} . 3 . Impactos no .
Alternativas Area Disponivel . . Seguranca Concorréncia
Transito da Regido
Pesos dos Critérios 0,558 0,266 0,128 0,048
Local A 0,353 0,020 0,016 0,030
Local B 0,145 0,075 0,071 0,005
Local C 0,059 0,171 0,041 0,013

Na Figura 35 ¢é apresentada a estrutura hierarquica do problema em questao, com

o resultado final das prioridades de cada alternativa.
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Figura 35 — Estrutura Hierarquica do Problema com os Resultados Finais.

Escolha da

Localidade

Impactos no
Transito da Seguranga Concorréncia
Regido

Area
Disponivel

Local A Local B Local C

41,9 % 29,7 % 28,4 %

Apos a aplicagdo do método AHP e a realizacao de todos os cédlculos necessarios,
conclui-se que o Local A é a alternativa mais relevante para a construgao de uma unidade
hospitalar, com 41,9%. Com um grau de importdncia menor, porém muito préximos,

tem-se o Local B e Local C, com 29, 7% e 28, 4%, respectivamente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Diferente de outros métodos multicritérios, encontrados na literatura, que tem
pouca axiomatizacao dos seus fundamentos e pouquissimas demonstragoes das suas afir-
macoes, o método multicritério AHP, tema de estudo desse trabalho, possui afirmacoes
que podem ser rigorosamente demonstradas matematicamente através da Algebra Linear.
Nesse sentido o trabalho avanga, pois de uma forma elegante tenta fazer a ponte entre
a teoria e a aplicacao pratica. Comeca introduzindo conceitos de espacos vetoriais, uma
estrutura algébrica onde sao definidas as operagoes usuais de soma e de multiplicagdo por
escalar de vetores, satisfazendo as propriedades usuais dos espacos R". Nessa estrutura
algébrica, alicerce do método AHP, através de comparacoes pareadas torna-se possivel
medir. O importante resultado do Teorema de Perron-Frobenius apresentado, garante a
consisténcia da matriz de julgamentos, algo crucial para a correta aplicacdo do método.
A demonstracao da propriedade transitiva que precisa ser satisfeita, quando por exemplo,
se compara localizagoes, duas a duas, para a instalacao de uma unidade hospitalar: se a
localizacao A é preferivel a localizacao B e esta é preferivel a localizacao C, entdo nao
pode acontecer da localizacao A nao ser preferivel a localizacdo C, pois nesse caso, nao
valeria a propriedade transitiva.

A implementacao detalhada em uma planilha eletronica do método AHP também
podera auxiliar outras pessoas no entendimento e aplicagdo do método na resolugao de di-
versos problemas do mundo real. Além disso, o trabalho pode incentivar o desenvolvimento
do algoritmo para implementacao em linguagem de programacao.

Como o trabalho realizado fica limitado a matrizes de decisao consistente, a proposta
para trabalhos futuros seria realizar um estudo mais aprofundado sobre a consisténcia da
matriz de julgamento e também estudos sobre andlise de sensibilidade, verificando quanto
o resultado final mudaria, caso o peso dos critérios fossem diferentes.

Finalmente, pode-se dizer que o trabalho desenvolvido resultou em avangos sobre
um maior entendimento do método AHP, tanto de sua fundamentacao matematica, quanto

de sua aplicacao na resolucao de problemas do cotidiano.
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