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Resumo

Neste trabalho estudam-se os conceitos matematicos envolvidos no calculo do preco, cota-
¢ao, taxa e na andalise dos fluxos de pagamentos dos Titulos Piblicos Federais negociados
através do Tesouro Direto. Por ser considerado um investimento conservador e de renda
fixa, esse tipo de aplicacao é conhecida por baixos riscos e com possibilidade de ganho
pré-determinado. Como objetos de estudo tém-se os titulos prefixados sem pagamentos
antecipados de juros, conhecidos como titulos zero cupom, pois a partir deles que a Es-
trutura a Termo da Taxa de Juros (ETTJ) é construida, visto que, ela é a base para
a precificacdo de instrumentos de renda fixa e serve como referéncia para determinar o
indice dos demais setores do mercado de divida. Para a construgdo da ETTJ usa-se o
modelo mateméatico de previsao de curva de juros proposto por Lars E. O. Svensson, um
modelo que usa poucos parametros para o ajuste da curva de juros e, por esta razao, é
um dos mais utilizados por Bancos Centrais de diversos paises, incluindo o Banco Central
do Brasil (BCB). Por fim, apresenta-se uma aplica¢ao das taxas dos titulos do Tesouro
Direto prefixado, no qual se utiliza o modelo de Svensson e o software RStudio para obter
os parametros da ETTJ a fim de construir e analisar a curva de juros da taxa a vista do

titulo prefixado.

Palavras-chave: Estrutura a Termo da Taxa de Juros, Titulos Publicos, Investimentos,

Mercado Financeiro.



Abstract

This paper studies the mathematical concepts involved in the calculation of price, quo-
tation, rate and in the analysis of payment flows of Federal Government Bonds traded
through Treasury Direct. As it is considered a conservative fixed income investment, this
type of investment is known for its low risks and possibility of pre-determined gains. As a
study object, we have fixed-rate securities without anticipated interest payments, known
as zero-coupon bonds, because it is from them that the Term Structure of the Interest
Rate (TSIR) is built, since it is the basis for the pricing of fixed-income instruments and
serves as a reference to determine the index of the other sectors of the debt market. For
the construction of the TSIR it is used the mathematical model of yield curve forecast
proposed by Lars E. O. Svensson, a model that uses few parameters for the adjustment
of the yield curve and for this reason is one of the most used by Central Banks of many
countries, including the Central Bank of Brazil (BCB). Finally, it is presented an appli-
cation of the rates of the fixed-rate Treasury Direct bonds, in which the Svensson model
and the software RStudio are used to obtain the TSIR parameters in order to build and

analyze the yield curve of the spot rate of the fixed-rate bond.

Key-words: Term Structure of Interest Rates, Government Bonds, Investments, Finan-
cial Market.
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Introducao

A Estrutura a Termo da Taxa de Juros (ETTJ) ou curva de juros, é uma repre-
sentacao grafica que mostra a relacdo entre as taxas de juros de titulos financeiros de
diferentes prazos. A ETTJ é amplamente utilizada para entender as expectativas dos
investidores em relacao a evolucao futura das taxas de juros e suas implicagdes para os
mercados financeiros. No contexto brasileiro, os Titulos Publicos Federais desempenham
um papel central na formagao da ETTJ. Emitidos pelo Tesouro Nacional em colaboragao
com a Brasil, Bolsa, Balcdo (B3), eles representam a divida do governo brasileiro, tendo
sido utilizados para captar recursos junto a investidores para financiar suas atividades e
projetos. Esses titulos sdo vistos como investimentos de renda fixa, por oferecerem um

retorno preestabelecido ao investidor.

Os Titulos Publicos Federais do Brasil sao caracterizados por sua ampla diversi-
dade, que inclui titulos prefixados e pos-fixados. Os titulos prefixados possuem uma taxa
de juros pré-determinada, enquanto os pds-fixados estao atrelados a um indice de referén-
cia, como o Sistema Especial de Liquidac¢ao e Custédia (SELIC) e o Indice Nacional de
Pregos ao Consumidor Amplo (IPCA). Essa variedade de titulos oferece aos investidores
diferentes opc¢oes de investimento, levando a uma complexa estrutura a termo da taxa de
juros no mercado brasileiro. As taxas dos Titulos Publicos referem-se as taxas de juros
pagas pelos titulos. No caso dos titulos prefixados, essa taxa é definida no momento da
compra e permanece fixa ao longo da vida do titulo. J& nos titulos pés-fixados, a taxa

varia conforme o indice de referéncia ao qual o titulo esta atrelado.

O preco de um Titulo Publico Federal refere-se ao seu valor de mercado. Esse
valor pode flutuar diariamente devido a varios fatores, como as condi¢oes econdmicas, as
expectativas de inflagdo, a oferta e demanda no mercado financeiro e as mudancgas nas
taxas de juros. Geralmente, os titulos sao negociados com base em uma porcentagem
de seu Valor Nominal (VN), o qual é o valor de face do titulo. A cotagdo de um Titulo
Publico é a representacao do seu preco em termos percentuais, ela é expressa como uma
porcentagem do valor nominal do titulo. A rentabilidade dos titulos ptublicos esté relaci-
onada aos pagamentos de juros e ao valor de resgate do titulo. Os titulos podem oferecer
diferentes formas de rentabilidade, dependendo de sua categoria. Titulos prefixados tém
sua taxa de juros determinada no momento da emissao, o que permite que o investidor
saiba antecipadamente quanto recebera ao final do prazo. Ja os titulos pos-fixados tém
sua rentabilidade atrelada a algum indice de referéncia, como a taxa SELIC e o IPCA.

Nesse caso, a rentabilidade é conhecida apenas no momento do resgate do titulo.

A ETT]J brasileira reflete as expectativas dos participantes do mercado em relagao
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a politica monetaria do Banco Central do Brasil (BCB), bem como a percepgao do risco
e outros fatores econémicos relevantes. Através da andlise da ETTJ, os investidores e
analistas financeiros podem obter insights sobre as condi¢des financeiras e as expectativas
de inflagdo no pais, auxiliando na tomada de decisdes de investimento e na gestao de risco.
No presente trabalho, abordam-se os titulos prefixados sem pagamentos antecipados de
juros, conhecidos como titulos zero cupom por serem a base da construgao da ETTJ. A
taxa de juros de um titulo zero cupom ¢ conhecida como taxa a vista ou taxa spot. Essa
taxa representa o retorno efetivo proporcionado pelo titulo. Por outro lado, a taxa futura,
também chamada de taxa forward ou taxa a termo, refere-se a taxa a vista que estara em

vigor em um periodo futuro.

Para estimar as taxas futuras, é possivel utilizar a curva de taxas a vista como
referéncia. A curva de taxas a vista mostra as diferentes taxas de juros para diferentes
maturidades. Com base nessa curva, é possivel extrapolar ou estimar as taxas a vista
para periodos futuros, conhecidas como taxas futuras. A obtencado das taxas futuras
é importante tanto para investidores quanto para institui¢oes financeiras, por permitir
avaliar as expectativas do mercado em relacdo as taxas de juros futuras. Essas taxas
futuras podem ser utilizadas para precificar instrumentos financeiros, como contratos a

termo ou futuros, que dependem das taxas de juros em datas futuras.

O objetivo deste trabalho é demonstrar os calculos dos pregos, taxas, rentabilida-
des e cotacoes dos Titulos Publicos Federais, além de construir e analisar a ETTJ obtida
para titulos zero cupom. Para isso, no capitulo 1 realiza-se uma breve revisao biblio-
grafica para embasar a fundamentacao tedrica. A seguir, no capitulo 2, abordam-se os
fundamentos matematicos, revisando os principais conceitos da matematica financeira, do
calculo diferencial e integral, das equagoes diferenciais e regressoes lineares. No capitulo 3,
desenvolvem-se os conceitos do mercado financeiro e dos Titulos Publicos Federais, abor-
dando sua precificacao, cotagao, rentabilidade e taxagdo. No capitulo 4, apresentam-se as
relagOes matematicas entre as taxas a vista e as taxas futuras, e discute-se a ETTJ, assim
como os modelos de Nelson e Siegel (NELSON; SIEGEL| [1987) e Svensson (SVENSSON|
1994). No capitulo 5, apresenta-se o Software de Computagao Estatistica, o R, bem como
suas operacoes basicas, estruturacao de dados e os pacotes utilizados para obter os re-
sultados. No capitulo 6, analisam-se e discutidos os resultados e simulagoes obtidos por
meio da otimizagao utilizando o software RStudio no modelo de Svensson (SVENSSON]|
1994), no qual serdao obtidos os pardmetros que minimizam o modelo, a fim de construir
a ETTJ. Utilizam-se dados dos titulos publicos do Tesouro Prefixado oferecidos pelo Te-
souro Direto. Por fim, no capitulo 7, apresenta-se a conclusao deste trabalho e sugestoes

para trabalhos futuros.
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1 Revisao Bibliografica

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisao bibliogréafica, na qual este trabalho

foi baseado.

Espinosal (2011) estuda a ETTJ, com foco no modelo de|Nelson e Siegel| (1987) e faz
simulagdes com amostras obtidas em um certo periodo para replicar o modelo estudado.
Além disso, aborda os conceitos sobre curvas de juros e sobre o mercado de renda fixa

brasileiro.

Broco| (2013)) estuda o modelo de |Nelson e Siegel (1987)) para a construgao da curva
de juros, utilizando os métodos dos minimos quadrados ordinarios para obter seus para-
metros. Utiliza também a inferéncia bayesiana e maxima verossimilhanca para verificar
os resultados obtidos. O autor define os conceitos de taxas de juros, bem como os regimes
de capitalizagdo simples, composta e continua. Além de demonstrar as relagoes entre a
taxa a vista e o fator de desconto. Por fim, aplica os conceitos e métodos apresentados
em titulos do Tesouro Direto (NTN-B).

Rosa; (2013)) aborda a ETTJ e sua modelagem dando énfase ao modelo de [Nelson
e Siegel| (1987) se estendendo a dindmica de Diebold e Li| (2006), em que essa dindmica
ficou conhecida como Dynamic Nelson-Siegel (DNS), que foi desenvolvida para capturar
a forma da curva de juros em um tnico momento no tempo. No entanto, a DNS permite
que os parametros evoluam ao longo do tempo, tornando-a adequada para modelar a
dindmica das taxas de juros. Neste contexto, Rosa (2013) as aplica em Titulos do Tesouro
Americano com vencimentos de 1 més, 2 meses, 6 meses, 1 ano, 2 anos, 3 anos, 5 anos, 7

anos, 10 anos e 20 anos e analisa seus resultados.

Moreira (2014) discute o método de precificagao dos ativos de renda fixa utilizados
na modelagem da ETTJ, efetua exposicao do conceito e da importancia da ETTJ para
os mais diferentes setores da economia, onde aborda o modelo de [Svensson| (1994) e o
modelo Spline Exponencial da Merrill Lynch, onde os aplica em titulos do tesouro direto
utilizando o software matemdatico MatLab, para obter os vértices para a construcao e
analise da ETTJ.

O trabalho de [Ponaht| (2015) apresenta conceitos bésicos e elementares de mate-
matica financeira, tais como: taxas, porcentagem, juros, progressoes aritméticas e geomé-
tricas, os quais sao empregados para demonstrar os cdlculos realizados em investimentos

nos titulos publicos federais, incluindo a caderneta de poupanca.

Frota| (2017) assim como |[Espinosa (2011), aborda a ETTJ e os conceitos mate-

maticos envolvidos, demonstrando as relacdes entre as taxas de juros a vista, futura e



Capitulo 1. Revisao Bibliogrifica 14

instantanea. Frota) (2017)) estuda os modelos de |Nelson e Siegel (1987) e Svensson| (1994]),
analisa seus parametros para obter um modelo de previsao de curva de juros e apura em

titulos do Tesouro Direto.

Nascimento| (2019) define conceitos fundamentais da matematica financeira, como:
fluxo de caixa, juros e taxas, aplicando-os em exemplos de investimentos ptblicos federais,
tal como no Tesouro Direto. Escreve um breve histérico sobre a caderneta de poupanca
e apresenta suas principais caracteristicas. Explica os conceitos de mercados de capitais
e aborda assuntos tais como retorno, risco e liquidez nos cenarios de investimentos no

Brasil.

O trabalho de Ferreiral (2021)) esclarece conceitos econdmicos aplicados na matema-
tica financeira analisando o preco de mercado dos titulos publicos federais, especialmente
dos titulos do Tesouro Direto, prefixados e indexados ao Indice de Precos ao Consumi-
dor Amplo (IPCA). Também descreve fundos de investimentos de renda fixa e fundos de
previdéncia. Aborda a teoria matematica por meio do estudo de variagoes nas taxas de

juros e compara os resultados.

Dentro deste contexto, nesse trabalho mostram-se as operagoes matematicas en-
volvidas nos calculos do preco, cotacao, taxas e rentabilidade dos titulos publicos federais
atualmente, bem como, utiliza-se o software R para obter os pardmetros do modelo de

Svensson ((1994)) a fim de analisar e construir a ETTJ.
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2 Fundamentacao Matematica

Neste capitulo, sao desenvolvidos os conceitos matematicos fundamentais para
melhor compreensao deste trabalho. Em primeiro lugar, sao realizadas consideracoes
sobre fluxo de caixa, progressao aritmética e capitalizacgdo simples, progressao geométrica
e capitalizagdo composta. Em seguida, sobre as taxas de juros e capitalizacao continua.
Por fim, sdo apresentadas as definigoes de funcoes, limites e derivadas de uma e varias

variaveis reais, integral, equagoes diferenciais e regressao linear.

2.1 Fluxo de Caixa

O fluxo de caixa é uma ferramenta financeira que visa analisar e acompanhar os
movimentos de entrada e saida de recursos monetarios relacionados a um determinado
investimento ao longo do tempo. Ele fornece uma visao clara das transacoes financeiras
envolvidas no investimento, permitindo avaliar a sua viabilidade, rentabilidade e riscos.
Geralmente é apresentado em forma de diagramas, graficos ou tabelas, com colunas re-
presentando os diferentes periodos (por exemplo, meses ou anos) e linhas indicando as
diferentes categorias de fluxo de caixa, como receitas, despesas, investimentos iniciais e
fluxos de caixa liquidos. Observe a Figura[l| que ilustra um diagrama de um fluxo de caixa
onde nos meses 1, 2 e 3 ha entrada de capital (representado pelas setas verdes apontadas
para cima) e nos meses 0, 4 e 5 hé saida de capital (representado pelas setas vermelhas

apontadas para baixo).

Figura 1 — Fluxo de Caixa.

t Entrada
lSaida

} { I ! Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor

A andlise do fluxo de caixa em investimentos permite aos investidores avaliar a

rentabilidade e a viabilidade financeira de um projeto ou empreendimento, identificar
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possiveis problemas de liquidez, estimar o retorno do investimento e realizar comparacoes

entre diferentes opcoes de investimento.

2.2 Progressoes

Progressoes sao sequéncias numéricas que seguem um padrao especifico. Em outras
palavras, sao sequéncias de nimeros onde cada termo seguinte é obtido a partir do anterior,
seguindo uma determinada regra. As progressdes sdo importantes em matematica com
diversas aplicacbes em areas como a fisica, engenharia, economia e computagdo, entre

outras.

2.2.1 Progressdo Aritmética (PA)

Uma progressao aritmética é uma sequéncia de nimeros onde a diferenca entre

qualquer termo e o anterior, ¢ uma constante, iniciando com o segundo termo.

Entao, para qualquer nimero a;, o primeiro termo da sequéncia, adiciona-se um
numero r, chamado de razao, obtendo, assim, o segundo termo a,. Para o segundo termo
ay, adiciona-se a razdo r para obter o terceiro termo az e assim sucessivamente (IEZZI,
2018). Desta forma, tem-se:

ay
ay =a; +7r
az=as+r= (a1 +7r)+r=a; +2r

ag=az+r=(a;+2r)+r=a, +3r

an=ap1+r=la+n—=2)-r|+r=a+nm—-1)-r

A equacao do n-ésimo termo de uma PA é dada por:
ap=a;+(n—1) (2.1)

2.2.2 Capitalizacao Simples

O regime de capitalizacao simples se comporta como uma progressao aritmética
(PA), aumentando os juros linearmente ao longo do tempo. Neste regime, os juros sao
calculados apenas sobre o valor inicial do capital aplicado e nao sobre o saldo de juros
acumulado. Desse modo, tomando a; e igualando ao capital inicial C' e a razao r igual ao

juros J, tem-se:
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J=C-i. (2.2)

Para calcular o montante M apds a aplicacao do capital C' com taxa ¢ por um

periodo n, escreve-se em termos de uma PA:
ap=C
ar=C+C-i=C(1+1)
az=C+C-i+C-i=C(1+2-1)
ay=C+C-i4+C-i+C-i=C(1+3-19)

4y =C+C-i+Ci+--+C-i=C(l+n-i)

n termos

Representando a,, como o montante M sendo o capital inicial acrescidos dos juros

do periodo, obtém-se:

M =C(1+n-i). (2.3)

A partir da equagao (22.2)), utiliza-se a mesma ideia anterior para o calculo do juros

J=C-i

Jo=C-i+C-1=2-C-1
J3=C-i+C-i+C-i=3-C-1
Jpy=C-i+C-i+C-i+C-1=4-C-1

Jo=C-i+C-i+C-it-+Ci=n-C-i,

n parcelas

onde J, representa o total de juros apds um periodo de n aplicagoes.

Dessa forma, o calculo do regime de capitalizacao simples é:

J=n-C-1, (2.4)

em que J representa o valor resultante dos juros expresso em unidades monetarias, C'
é o capital, isto é, o valor aplicado inicialmente, 7 a taxa de juros expressa no formato

unitario e n descreve o tempo de aplicagao (NETO, 2012).



Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 18

2.2.3 Progressio Geométrica (PG)

Uma progressao geométrica é uma sequéncia numérica de termos nao nulos no
qual o quociente entre um termo qualquer, a partir do segundo, e o termo anterior ¢ uma
constante (IEZZI, 2018).

Dado aq, o primeiro termo da sequéncia. Multiplicando-se a; por uma constante
¢, obtém-se o segundo termo as, ¢ é dita a razdo da PG. Uma vez mais, multiplicando-se
a constante ¢ pelo segundo termo, as, tem-se o terceiro termo, az, da PG. Seguindo esse
pensamento, obtém-se:

a1

Az = ay - ¢q

_ _ _ 2
ag =0a2-q=40a-q-q=4a-q

a4:a3-q:a1-q-q~q:a1-q3

Uy =Cp_1-q=0g*q*..."( =a;-¢" L
——
n-1 fatores
Logo, o n-ésimo termo ¢ dado por:
an =ap - q" L. (2.5)

A taxa de crescimento ¢ de cada termo seguinte de uma PG é constante. E pode

Ap — Qp— _ _
ser calculada por: 7 = 71, em que a, = a; - ¢" e ap_1 = a; - "2 (PONAHT,

Ap—1
2015). Assim, tem-se:
n—1 n—2 -1
. Ay —Qp—1 a1 q"T T —ai-q 1—g¢q 1
i= = — =—F—=(101--)-q=q—1 (2.6)
Ap—1 a - g q q

Portanto, a razao de uma progressao geométrica dada em func¢ao de sua taxa de

crescimento 7 é:

g=1+1. (2.7)

2.2.4 Capitalizacao Composta

O regime de capitalizagdo composta inclui no capital nao apenas os juros de cada
periodo, mas também o retorno dos juros acumulados até o momento anterior. Trata-se
de um comportamento proporcional a uma progressao geométrica (PG), onde os juros sao

sempre calculados sobre o saldo verificado no inicio do respectivo periodo. Este processo
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de formacao de juros difere daquele descrito para os juros simples, onde o capital gera
apenas juros, sem retorno, que se formavam em periodos anteriores. Teoricamente, os
juros compostos sao mais eficientes aos juros simples, principalmente por sua capacidade
de separar os vencimentos. No regime de juros compostos, a equivaléncia de capital pode
ser determinada em qualquer dia, refletindo melhor a realidade das operagoes reais do
que o juros simples (NETO, 2012).

Por exemplo, quando se trata de investimentos financeiros, a PG e a capitalizacao
de juros compostos estao relacionadas enquanto o rendimento de um investimento cresce,

sendo calculado utilizando-se a formula da capitalizagdo composta.

Assim, tomando o primeiro termo ag e igualando ao capital inicial C' e a razao ¢

igual ¢ = 1 + 1, tem-se:

a, =ag-q" =C(1+14)". (2.8)

Nessa formula, o montante M produzido no final da capitalizagdo de um investi-

mento ¢ dado por:

M =CQ1+i)", (2.9)

onde M é o montante, C' é o capital inicial, 7 é a taxa de juros e n é o nimero de periodos.

2.3 Capitalizacao Continua

O regime de capitalizacao continua é um método de célculo de juros nos quais os
juros sao calculados e incorporados ao principal continuamente ao longo do tempo. Nesse
sistema, a taxa de juros é aplicada ao saldo atual da divida ou investimento em intervalos
muito pequenos, geralmente de forma diaria, resultando em um crescimento exponencial

do capital.

Esse método de capitalizacao é amplamente utilizado em investimentos financei-
ros, como contas de poupanca e investimentos em renda fixa, onde os juros sdo pagos
regularmente ao longo do tempo e calculados com base no saldo atual da conta. A ca-
pitalizacao continua também ¢é usada em empréstimos de longo prazo, como hipotecas,

onde os juros sao calculados diariamente com base no saldo da divida (NETO, [2012).

Para o calculo da capitalizagao continua, usa-se:

Nt
M=C. llim (1+7’) 1 —C. et (2.10)
t—o00 t

em que M é o montante, C' é o capital inicial, ¢ é a taxa e t é o tempo.
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1 n
Esse caso é obtido com o limite fundamental, li_>m (1 + > =e.
n—>00 n

2.4 Taxas de Juros

A taxa de juros i é o fator que determina o valor dos juros J, ou seja, a remuneracao
do elemento de capital utilizado por um determinado periodo. Ela sempre se refere a uma
unidade de tempo (més, semestre, ano, etc.) sendo representada, de forma andloga, de

duas maneiras: taxa percentual e taxa unitaria.

A taxa percentual refere-se aos centos do capital, isto é, a valor dos juros para cada
centésima parte do capital. Ja a taxa unitaria concentra-se na unidade de capital, onde
reflete o desempenho de cada unidade de capital em um determinado periodo (NETO,
2012)). A conversao da taxa percentual em unitaria é tratada simplesmente pela divisao

do percentual por 100.

2.4.1 Taxas Proporcionais e Taxas Equivalentes

As taxas proporcionais (ou lineares) sdo definidas como aquelas cujos quocientes e
os periodos de capitalizacao, quando colocados na mesma unidade de tempo, sao iguais,
e podem ser expressas em diferentes unidades de tempo, que quando aplicadas ao mesmo
capital, no mesmo periodo, geram o mesmo montante ao final desse periodo. Ja as
taxas equivalentes, no regime de juros simples, podem ser consideradas idénticas as taxas

proporcionais.

2.4.2 Taxas Equivalentes

A ideia de taxas de juros equivalentes no regime de juros compostos segue uma
capitalizacao exponencial, em que, para [Frota (2017), a expressao desta taxa é a média

geométrica da taxa de juros do periodo inteiro, assim:

Q= V1+i—1, (2.11)

em que ¢ é o nimero de periodos da capitalizacao (FROTA, [2017)).

2.4.3 Taxa Efetiva e Taxa Nominal

A taxa efetiva é o processo de formacao da taxa de juros do regime composto ao
longo do periodo de capitalizacao, ou seja, ¢ a taxa de juros apurada durante todo o prazo
n, onde é formada exponencialmente através do periodo de capitalizacao (NETO, 2012).

A taxa efetiva é
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ip=(1+i)7—1. (2.12)

Segundo [Neto| (2012), a taxa nominal (iy) é a taxa contratada ou declarada em
uma operacao financeira. Por exemplo, se um banco lhe oferece um fundo de investimento

que remunera 15% ao ano, esta ¢ a taxa nominal, e pode ser calculada por:

I
VN’

onde VN é o valor nominal (podendo ser o valor de um empréstimo ou investimento).

IN =

(2.13)

2.5 Calculo Diferencial e Integral

O Calculo Diferencial e Integral é uma area fundamental da matematica que es-
tuda o comportamento de fungoes e suas variagdes ao longo do tempo ou do espago. Ele se
concentra em duas operacoes fundamentais: a diferenciacao e a integracao. A diferencia-
¢ao é usada para obter a taxa de variagao instantanea de uma fun¢ao em um determinado
ponto, enquanto a integragao ¢ usada para determinar a area sob uma curva ou para
calcular a soma acumulada de uma funcao. O Calculo tem aplicagdbes em varias areas

da ciéncia e da engenharia, sendo considerado um dos pilares da matematica moderna

(FLEMMING!, 2006)).

Estudos mais aprofundados podem ser consultados em [Lima| (2004), [Flemming

(2006), Lima, (2006), Vilches| (2012).

2.5.1 Funcoes de Uma Variavel Real

Uma funcao de uma variavel real ¢ uma relacdo mateméatica que descreve uma
relacdo entre um conjunto de valores de entrada, chamados de dominio, e um conjunto
correspondente de valores de saida, chamados de contra-dominio. Essas fungoes sao geral-
mente representadas por uma expressao matematica que relaciona a variavel de entrada

com a variavel de saida.

A fungéo é definida pela notagao f(x), onde f representa a funcao e x é a variavel
de entrada. A funcao atribui a cada valor de x um valor correspondente de saida, sendo
geralmente representado por f(x) (LIMAL [2006).

Existem diferentes tipos de fung¢oes de uma variavel, como fungoes lineares, qua-
draticas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas, entre outras. Cada tipo de funcao
possui caracteristicas especificas que descrevem seu comportamento e propriedades ma-
tematicas (IEZZI, 2013).
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2.5.2 Limites de Funcdes de Uma Variavel Real

Os limites de fun¢oes de uma variavel real permitem estudar o comportamento de
uma funcao a medida que a varidvel se aproxima de um determinado valor. Um limite
descreve o valor que a funcao se aproxima a medida que sua variavel independente se

aproxima de um certo valor (LIMA| 2006).

Definigao 2.5.1. Seja f(x) uma fungao de valor real definida em um subconjunto A dos
nimeros reais. Seja a um ponto de acumulacao de A e seja L um nimero real. Diz-se:

lim f(z) = L, (2.14)

T—a

se para todo € > 0, existe um ¢ > 0, tal que, para todo x € A, se 0 < |z — a|] <, entdo
|f(z) — L| <e.

Em outras palavras, a defini¢do diz que o limite de f(x) quando x se aproxima de
a é L se, para qualquer intervalo em torno de L, por menor que seja (dado por ¢), sempre
pode-se encontrar um intervalo em torno de a, por menor que seja (dado por d), de modo

que os valores da funcao f(z) estejam contidos no intervalo em torno de L (FLEMMING]|

2006).

O estudo dos limites envolve uma série de propriedades e técnicas que permitem

determinar valores precisos de limites de fungoes matematicas.

2.5.3 Continuidade de Funcdes de Uma Variavel Real

A continuidade de fungoes reais de uma variavel é um tema importante na ana-
lise matematica que descreve o comportamento suave e continuo de uma funcao em um
determinado intervalo (LIMA] 2006).

Defini¢ao 2.5.2. Diz-se que f(z) é continua em a se, e somente se, para todo € > 0,

existe d > 0, tal que 0 < |z — a| < § implica |f(z) — f(a)| < €, para todo x pertencente a
A.

Em termos de continuidade em um intervalo, uma fungao f(x) é continua em um
intervalo fechado [a,b] se ela for continua em todos os pontos do intervalo, ou seja, f é

continua em ¢ para todo ¢ pertencente ao intervalo [a, b] (FLEMMING, 2006).

Existem varios tipos de descontinuidades que podem ocorrer em funcoes reais de
uma variavel, tais como descontinuidades removiveis, descontinuidades de salto e descon-

tinuidades infinitas.



Capitulo 2. Fundamentacio Matemdtica 23

2.5.4 Derivadas de Funcdes de Uma Variavel Real

As derivadas em matematica permitem determinar a taxa de variacdo instantanea

de uma funcao em relagdo a sua variavel independente.

Definigao 2.5.3. Seja f(x) uma fungao diferencidvel definida em um intervalo I contendo

um ponto z = a. A derivada de f(x) em relagdo a z, denotada por f’(a) ou %(a), é
definida por:
f(a) = 1im 212N = /(@) (2.15)
h—0 h

Essa definigdo representa o limite da razao de variagdo da funcdo f(z) quando
x se aproxima de a, onde h representa uma pequena variagdo em x, proximo a a. A
derivada f’(a) indica a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f(z) no ponto (a, f(a))
(FLEMMING] 2006; [LIM A [2006)).

As derivadas tém varias aplicagoes importantes na matematica e em outras areas,
como fisica, economia e engenharia. Elas sao usadas para determinar taxas de variagao,
encontrar maximos e minimos de fungoes, resolver equacoes diferenciais, modelar feno-
menos naturais e muito mais. Na economia, as derivadas sao amplamente aplicadas para
analisar o comportamento das variaveis econémicas, como no calculo da taxa de cresci-
mento de taxas de juros, elasticidade de preco e demanda, maximizacao de lucros e analise

de custos.

2.5.5 Integral de Funcdes de Uma Varidvel Real

A integral desempenha um papel importante no Calculo, sendo uma ferramenta
fundamental na matematica. Ela permite calcular a area sob uma curva, bem como a

acumulagao de quantidades ao longo de um intervalo.

Formalmente, a integral de uma funcao f(z) em relagao a varidvel x é definida
como o limite de uma soma infinitesimal da drea de infinitos retangulos. Essa soma é
obtida ao dividir o intervalo de integracao em subintervalos decrescentes e, em seguida,
calcular a drea de cada retdngulo formado pela altura da fungdo f(z) no subintervalo
multiplicada pela largura do subintervalo (FLEMMING] 2006)).

A integral indefinida é utilizada para encontrar uma antiderivada ou primitiva da
fungdo f(x), ou seja, uma fungdo F(x) cuja derivada é igual a f(z). O resultado de
uma integral indefinida é uma familia de fungoes, por existir uma constante arbitraria
adicionada a solugao (VILCHES| 2012).

Definigao 2.5.4. Uma funcdo F(z) é chamada de primitiva da fungao f(z) no intervalo

I se para todo x € I, tem-se:

F'(z) = f(). (2.16)
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Defini¢ao 2.5.5. Seja F(x) a primitiva da fun¢do f(x) no intervalo I. A expressao

F(z)+ ¢,c € R é chamada a integral indefinida da funcao f(z), e denotada por:
/f(m)d:v = F(z) +c. (2.17)

J& a integral definida, calcula o valor numérico da area sob a curva da funcao f(x)
no intervalo [a,b]. O resultado é um ntmero real que representa o valor acumulado da

quantidade continua representada pela fungao (VILCHES, [2012).

Defini¢ao 2.5.6. Sejam f(z) uma fungao definida no intervalo [a,b], P uma partigao

qualquer do intervalo [a,b] e ¢; um ponto qualquer em cada subintervalo definido pela
partigdo. A integral definida de f(z) de a até b é:
b n

/a F(a)de = AE%}E(); Flen) A, (2.18)

Para [Lima| (2006) uma partigdo de um intervalo [a,b] é um subconjunto finito de
pontos P = {cg,¢1,...,¢,} C [a,b] tal que a € Peb € P.

Teorema 2.5.1. Se a fungao f(z) é continua em [a, b], entao é integravel em [a, b].

A integracao pode ser realizada utilizando varias técnicas, tais como integracao
por substituicdo, integracao por partes e integracao por fragoes parciais. Além disso,

existem diversas regras e propriedades que facilitam a avaliagdo de integrais.

Na Economia, o conceito de integral se refere a uma medida que considera a soma
continua de pequenas partes de uma variavel ao longo de um intervalo de tempo ou
espaco. Essa medida permite entender a acumulagao de quantidades ao longo do tempo
e, consequentemente, as mudangas no comportamento econémico. Por exemplo, utiliza-se
a integral para determinar o valor presente liquido de um projeto de investimento, que
envolve somar os fluxos de caixa futuros descontados por uma taxa de juros (VILCHES,
2012).

2.5.6 Funcoes de Varias Varidveis Reais

As fungoes de vérias variaveis sao uma parte importante da matematica e da ana-
lise multivariada. Essas fun¢des envolvem mais de uma variavel independente e podem ter
uma ou mais variaveis dependentes. A funcao de varias variaveis atribui um valor a cada
combinagao de valores das variaveis independentes. Essa fun¢ao pode ser representada
matematicamente como f(z1,xs,...,2,), onde 1, Ty, ..., x, sdo as varidveis independen-
tes e f(z1,x9,...,2,) é a funcao (LIMA] 2004).

Uma das aplicagdes das fungoes de varias variaveis reais é na otimizacgao. As

funcoes de varias varidaveis sao utilizadas para calcular os valores maximos ou minimos
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de uma funcao, sujeitos a certas restrigoes. Essas técnicas sdo aplicadas para resolver
problemas em areas como economia, logistica, fisica e engenharia. Para |Vilches| (2012),
elas também desempenham um papel importante na analise de dados e aprendizado de
maquina. As técnicas de regressao miltipla usam func¢oes de varias variaveis para modelar
as relagoes entre varias variaveis independentes e uma variavel dependente. Esses modelos
sao usados para fazer previsoes e tomar decisoes em areas como financas, marketing e

saude.

Neste trabalho, realiza-se a analise da ETTJ onde as funcoes de varias variaveis
desempenham um papel importante. A ETTJ refere-se a relacao entre as taxas de juros
de diferentes vencimentos para um mesmo instrumento financeiro, como titulos de divida
ou empréstimos. As fungoes de varias variaveis sao utilizadas para modelar e entender
essa relagao complexa. Essas fungoes geralmente consideram varidveis como o prazo até

o vencimento, a taxa de juros de curto prazo, a volatilidade do mercado, entre outras.

2.5.7 Limites de Funcdes de Varias Variaveis Reais

Os limites de fungoes de varias varidveis reais sao uma extensao dos conceitos
de limites de fungoes de uma variavel real. Quando se trabalha com funcoes de varias
variaveis, em vez de uma unica variavel, a nocao de limite também ¢é estendida para
capturar o comportamento da fungdo a medida que se aproxima de um ponto especifico
no dominio (LIMAJ 2004).

Definigao 2.5.7. Sejam f: A C R? = R e (a,b) um ponto de acumulagio de A. Diz-se
que o limite de f(z,y), quando (z,y) se aproxima de (a,b) é um nimero real L se, para
todo € > 0, existir um 0 > 0, tal que |f(z,y) — L| < &, sempre que ||(z,y) — (a,b)] < 9,
para todo (x,y) € A .

O limite de uma funcgao de vérias variaveis é definido de forma analoga ao caso
unidimensional. Diz-se que o limite de uma funcao f(z, y) existe quando (x, y) se aproxima

de (a,b) no dominio da funcao, e escreve-se:

lim x,y) = L. 2.19
o f.y) (2.19)

As funcgoes de varias variaveis reais tém diversas aplicacoes na economia, especi-
almente em areas como a teoria da producao, a teoria do consumidor, a teoria dos jogos,
entre outras. Os limites dessas fungoes também sao importantes na analise economica,

por ajudarem a determinar comportamentos e a prever resultados (VILCHES, 2012]).
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2.5.8 Continuidade de Funcoes de Vérias Variaveis Reais

Uma funcao de varias variaveis reais é considerada continua em um ponto se, intui-
tivamente, pequenas variagoes nos valores das variaveis resultam em pequenas variagoes

nos valores da funcao.

Definicao 2.5.8. Seja f: A C R™ — R uma funcao de n varidveis reais, definida em um
conjunto A. Diz-se que f é continua em um ponto (ai, as, cdots, a,) € A se, para todo
e > 0, existe § > 0 tal que, para todo ponto (x1, x, cdots, x,,) € A, se ||(z1, xa, cdots, x,,) —

(a1, az, cdots, a,)|| < 6, entdo |f(x1,xa, cdots, x,) — f(ay,az, cdots, a,)| < e.

Essa definicao pode ser estendida para a continuidade em um conjunto, onde uma
funcao é considerada continua em um conjunto A se for continua em cada ponto de A.
Além disso, uma funcao f(zq, s, ...,x,) é considerada continua em todo o seu dominio
se for continua em cada ponto do seu dominio (LIMA| 2004), em que essas explicagoes
formais estabelecem os critérios para determinar a continuidade de uma funcao de varias

variaveis reais em pontos individuais, em conjuntos ou em todo o seu dominio.

Na economia, a continuidade é especialmente importante em modelos econémicos
que envolvam maximizagao de lucros, minimizacao de custos e na andlise de equilibrio
de mercado. A partir da continuidade das funcoes, é possivel garantir que esses modelos

possuam solugOes Unicas e estaveis, facilitando a analise e o planejamento de politicas
econdmicas (VILCHES, 2012).

2.5.9 Derivadas Parciais

As derivadas parciais sdo uma ferramenta importante na matematica, sendo utili-
zadas para obter as taxas de variacao de uma funcao em relacao a uma variavel especifica,

mantendo as demais varidveis constantes.

Definigao 2.5.9. Dada uma fungao multivariavel f(xi,zs,...,z,), a derivada parcial de

0
f em relacao a variavel x;, para i« = 1,2,3...n, denotada por —f, ¢ definida como o

al’i

limite da taxa de variagdo de f(xy,xs,...,x,) com respeito a x; & medida que a varia¢ao

em z; se torna infinitesimal, mantendo as demais variaveis constantes, isto é:

8f . f(fL'l,.’,UQ,...,l‘i+A$i,"'$n)_f(];l,l'g,...,xi,...,l‘n)
— = lim
8% Ax;—0 Al’z

, (2.20)

onde Az; representa uma pequena variagao em x;.

O resultado da derivada parcial de f(xy,zs,...,z,) em relagdo a z; é uma nova
funcdo que descreve a taxa de variagao instantanea de f(z1,xs,...,x,) com relacdo a z;
em cada ponto do dominio. Isso permite analisar como a funcao f responde as mudancas

em uma variavel especifica enquanto as outras sdo mantidas constantes. As derivadas
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parciais também podem ser usadas para determinar pontos criticos, calcular gradientes e

determinar a diregdo de méxima variagao de uma fungao multivariavel (LIMA, 2004).

As derivadas parciais sao usadas em muitas areas da matematica, economia, fisica
e engenharia para modelar e analisar sistemas complexos com varias variaveis. Elas sao
uma ferramenta fundamental na otimizacao de func¢oes de varias variaveis e na solucao de

equacoes diferenciais parciais.

2.6 Equacoes Diferenciais

As equagoes diferenciais sao ferramentas matematicas essenciais para a modelagem
e resolucao de problemas que envolvem taxas de mudanca. Elas descrevem a relagao entre
uma fun¢ao desconhecida e suas derivadas, representando a variacao instantanea de uma
grandeza ao longo do tempo ou do espaco. Essas equagoes possuem aplicacoes em diversas
areas, como fisica, engenharia, economia e biologia, permitindo a compreensao e previsao

de fend6menos naturais e processos dindmicos (VILCHES| 2012).

Uma equacao diferencial é uma expressao matematica que relaciona uma funcao
desconhecida com suas derivadas. Ela é definida em termos das variaveis independentes
e dependentes, e seu objetivo é encontrar a fungao desconhecida que satisfaz essa relacao.
A solugao de uma equagao diferencial consiste em determinar uma funcao que satisfaca a
equagao em todo o seu dominio (BOYCE| 2015).

Existem diferentes tipos de equacoes diferenciais, dependendo das caracteristicas
das derivadas envolvidas. As equacoes diferenciais ordinarias envolvem apenas deriva-
das em relagdo a uma varidvel independente, enquanto as equacoes diferenciais parciais
incluem derivadas parciais em relagado a varias variaveis independentes. Além disso, as
equacoes diferenciais podem ser classificadas como lineares ou nao lineares, dependendo
da linearidade da func¢ao desconhecida e de suas derivadas (LIMA| 2006).

A solucao de equacoes diferenciais pode ser obtida de varias maneiras, dependendo
da complexidade da equacao e da disponibilidade de métodos analiticos ou numéricos. Mé-
todos analiticos, como a separacao de variaveis e os métodos de coeficientes a determinar,
sao usados para encontrar solugoes exatas. No entanto, muitas equagoes diferenciais nao
possuem solugoes analiticas conhecidas, exigindo o uso de métodos numéricos, como o
método de Euler, o método de Runge-Kutta ou o método de elementos finitos, para obter
solugoes aproximadas (LIMA] 2006)).

2.6.1 Equacdes Diferenciais Ordinarias

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) sao equagoes que envolvem derivadas

de uma ou mais varidveis em relacao a uma variavel independente. Elas sao ampla-
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mente utilizadas para modelar fendmenos fisicos, biolégicos, econdmicos e outros sistemas
dindmicos (FLEMMING, 2006). Uma EDO é uma equagao que relaciona uma fungao
desconhecida y com suas derivadas em relacao a uma variavel independente z. A forma

geral de uma EDO é dada por:

Fr,y, 99", ...,y") =0, (2.21)

onde 3/ denota a primeira derivada de y em relacdo a x, y” denota a segunda derivada e

y" denota a enésima derivada. A funcdo F representa a relacdo entre x, y e suas derivadas
(ZILL, [2001)).

As equacgoes diferenciais ordinarias podem ser classificadas em diferentes catego-
rias com base na sua linearidade ou nao e por sua ordem. Uma EDO é considerada linear
quando todos os termos envolvendo a fun¢do desconhecida e suas derivadas sao lineares.
Em outras palavras, a fungao incognita e suas derivadas aparecem apenas elevadas a po-
téncia 1 e multiplicadas por termos constantes ou variaveis (BOYCE, [2015]). Por exemplo,

uma EDO linear de primeira ordem pode ser representada por:

ae)y (x) + bla)y(z) = c(x). (2.22)

onde y(x) é a fungdo incégnita, y'(z) é a primeira derivada de y em relacao a x, e a(x),
b(z) e ¢(z) sao conhecidas. J4 uma EDO linear de segunda ordem pode ser representada

por:

a(z)y"(z) + b(z)y () + c(x)y(z) = f(z), (2.23)

onde y(z) é a fungdo desconhecida, y”(z) é a segunda derivada de y em relacdo a x, y'(z)
é a primeira derivada de y em relagdo a z, e a(z), b(x), ¢(x) e f(x) sdo func¢des conhecidas

de z.

Uma EDO ¢ considerada nao linear se qualquer termo que envolva a funcao des-
conhecida ou suas derivadas for elevado a uma poténcia diferente de 1, ou multiplicado
por coeficientes que dependem da func¢ao desconhecida (ZILL, [2001). Por exemplo, uma

EDO nao linear de segunda ordem pode ser expressa como:

y' (@) + fz,y(x),y'(x)) =0, (2.24)

onde y"(z) é a segunda derivada de y em relagdo a x e f(z,y(x),y'(z)) é uma funcdo nao

linear que envolve a funcao desconhecida e suas derivadas.

Ja quanto a sua ordem, uma EDO é determinada pela maior ordem das derivadas
que aparecem na equacao. Ela indica o nimero de vezes que a funcao desconhecida é

diferenciada. Por exemplo, uma EDO de primeira ordem tem a forma:
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F(z,y(x),y'(z)) =0, (2.25)

onde y(x) é a funcdo desconhecida e y'(z) é a primeira derivada de y em relagdo a z.

Desse modo, uma EDO de segunda ordem tem a forma:

G(a,y(x), y'(z),y"(x)) =0, (2.26)
onde 3" (z) é a segunda derivada de y em relacao a .

A homogeneidade das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) refere-se a propri-
edade de uma equagao em relagdo a escala das variaveis envolvidas. Uma EDO é consi-
derada homogénea se todos os termos envolvendo a fungao desconhecida e suas derivadas
tém a mesma dimensao ou escala. Ja as equagoes diferenciais ordindrias nao homogéneas
sdo equagoes diferenciais no qual o termo nao homogéneo esta presente (BOYCE, 2015)).
A forma geral de uma equacao diferencial ordinaria ndo homogénea de primeira ordem é

dada por:

dx

Tt P(x)y = Q(x). (2.27)
Y

Resolver uma EDO envolve determinar a funcao y(x) que satisfaz a equagao. Exis-

tem varias técnicas e métodos para resolver EDO, incluindo métodos analiticos, como a

substituicao, a transformada de Laplace e os métodos numéricos, Euler, Runge-Kutta e

de diferencas finitas (ZILL, 2001)).

Neste trabalho, estudam-se as EDOs lineares nao homogéneas de segunda ordem
com raizes reais diferentes e raizes reais iguais, portanto, a solucdo das demais EDOs é

omitida, pois nao faz parte do escopo deste trabalho.

A solugao geral de uma EDO linear nao homogénea de segunda ordem pode ser
obtida pelo método da substituicao, sendo composta pela soma de uma solugao homogénea
yn(x) e uma solugao particular y,(x) (BOYCE, 2015). Suponha-se que se tenha a equacao

diferencial:

ay” + by +cy = k. (2.28)

onde a, b, c e k sdo constantes e a # 0.
Para resolver essa equacgao, primeiramente é necessario determinar a solugao ho-
mogénea, a qual é uma combinagao linear de fungdes exponenciais. Desse modo, faz-se a

substituicao y = €™, onde 7 é uma constante a ser determinada. Derivando y duas vezes
em relagdo a x e substituindo em (2.28)), tem-se:
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at?e™ + bre™ 4 ce™ = 0. (2.29)

Dividindo-se ([2.29)) por €™, obtém-se:

at’* +br +c=0, (2.30)

onde (2.30)) é uma equagao quadratica em 7. Resolvendo-se essa equagao, obtém-se as

raizes T e Ty .

Para raizes reais e diferentes (71 # 73), a solugdo homogénea é da forma:

yp(x) = B-e"* 4 C - e™*, (2.31)

onde B e C sao constantes a serem determinadas a partir de condigdes iniciais e/ou de

contorno.

Para raizes reais iguais (17 = 72), a solugdo homogénea é da forma:

yn(z) = (B+ Cx) - €™, (2.32)

onde B e C sao constantes a serem determinadas a partir de condigdes iniciais e/ou de

contorno.

Para encontrar a solugdo particular, assume-se a forma y,(z) = A, onde A é uma
constante a ser determinada. Essa forma é adequada quando a equacao diferencial possui
um termo constante (ZILL;, [2001]).

Substituindo-se y,(z) = A em (2.28)):

a(0) +b(0) +c- A=k, (2.33)

k
onde, y'(A) =y"(A) =0 e chega-se a ¢+ A = k, portanto, A = —.
c

Entéo, a solugao particular considerando y,(z) = A, onde A é uma constante, é:

k
yp(r) = A= = (2.34)
Logo, a solucao geral é dada por:
y=A+ B-e"" 4+ C - e™" para raizes reais e diferentes, (2.35)
y=A+ B-e™ + Cx - €™ para raizes reias e iguais. (2.36)

Lembre-se de que essas solugoes particulares sdo validas quando f(x) é uma fungao

constante. Para outros tipos de fungoes f(x), como fungées polinomiais ou exponenciais,
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sdo necessarias abordagens diferentes para calcular a solugao particular. Se forem for-
necidas condigOes iniciais, podem-se usar essas condi¢oes para determinar os valores das
constantes A, B e C. Substituindo-se as condi¢oes iniciais na solugao geral e resolvendo-
se o sistema resultante de equagdes para encontrar os valores das constantes (BOYCE;,
2015).

Para a solucao das equagdes diferenciais ordindrias homogéneas, pode-se utilizar
diferentes métodos, dependendo da forma das funcoes envolvidas. Alguns métodos comuns
incluem o método da variagao de parametros, o método dos coeficientes a determinar e o
método de fator integrante (ZILL;, [2001)).

2.7 Regressoes Lineares

A regressao linear é uma técnica estatistica utilizada para modelar a relacao entre
uma variavel dependente continua e uma ou mais variaveis independentes. Ela visa esta-
belecer uma equagao matematica que representa essa relacdo, permitindo a previsao ou
estimativa do valor da variavel dependente com base nos valores das variaveis indepen-
dentes (GUJARATT, 2011). Podendo ser separada em dois tipos, regressao linear simples

e regressao linear multivariada.

2.7.1 Regressao Linear Simples

A regressao linear simples € um método estatistico utilizado para modelar a relagao
entre duas variaveis, uma variavel dependente e uma variavel independente, via uma linha
reta. Essa linha reta é chamada de linha de regressao sendo determinada pelos coeficientes

de regressao.

O objetivo da regressao linear simples é obter a melhor linha de regressao que
minimize a soma dos quadrados dos residuos, ou seja, a diferenga entre os valores obser-
vados e os valores previstos pelo modelo. Para estimar os coeficientes da regressao, sao
utilizados métodos de minimos quadrados (GUJARATTI, 2011)).

O método de minimos quadrados tem em vista encontrar os valores dos coefici-
entes de regressdo que minimizam a soma dos quadrados dos residuos. O coeficiente de
regressao para a variavel independente é chamado de coeficiente angular (f;), e o co-

eficiente de regressdo para a varidvel dependente é chamado de coeficiente linear ()
(WOOLDRIDGE; 2006]).

A estimativa do coeficiente angular (3;) é calculada dividindo-se a covariancia entre
a variavel independente e a variavel dependente pela variancia da variavel independente
(GUJARATTI, 2011). Essa estimativa é dada pela equagao:
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cov(X,Y)
var(X)

onde cov(X,Y) é a covaridncia entre X (variavel independente) e Y (varidvel dependente),

b= (2.37)

e var(X) é a varidncia da varidvel independente.

A covariancia entre duas varidaveis, X e Y, pode ser calculada utilizando:

S (X - X)(¥i—7)
cov(X,Y) = =

Ty , (2.38)

onde X; e Y, sao os valores observados das variaveis X e Y, X e Y sdo as médias das

variaveis X e Y, respectivamente e n o nimero total de observagoes.

A covaridncia entre X e Y indica como essas duas variaveis variam em conjunto.
Se a covariancia for positiva, isso sugere haver uma relacao direta entre as varidveis, o que
significa que, em geral, quando os valores de X aumentam, os valores de Y também au-
mentam. Por outro lado, se a covariancia for negativa, isso indica uma relagao inversa, ou

seja, quando os valores de X aumentam, os valores de Y tendem a diminuir (GUJARATT,
2011).

Para determinar a varidncia da varidvel independente (var(X)), calcula-se a média
dos valores da variavel independente e, em seguida, calcula-se a soma dos quadrados das
diferencas entre cada valor da variavel independente e a média. Essa soma dos quadrados é

dividida pelo nimero total de observagoes menos 1. A formula para encontrar a variancia

(var(X)) é:

(X; — X)?

var(X) = W, (2.39)

n
onde X; é o valor observado da varidvel X, X ¢ a média da varidvel X e n o ntimero total
de observagoes da variavel independente. Vale ressaltar que a varidncia é uma medida da
dispersao dos dados ao redor da média e que fornece uma indicacao da variabilidade dos
valores da variavel independente na amostra (WOOLDRIDGE, [2006)).

A estimativa do coeficiente linear (3y) é calculada subtraindo o produto do coefici-
ente angular pela média da variavel independente da média da varidvel dependente. Essa

estimativa é dada pela equacao:

Bo=Y — X, (2.40)

onde X e Y sao as médias das varidaveis X e Y e 1 é o coeficiente angular estimado.
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Uma vez que os coeficientes de regressao sao estimados, é possivel utilizar a equacao
da linha de regressao para fazer previsoes para novos valores da variavel independente

(WOOLDRIDGE] 2006). A equagao da linha de regressiao é dada por:

Y = Bo+ Bi X, (2.41)

onde Y é a variavel dependente, X é a variavel independente, 3y é o coeficiente linear

estimado e [3; é o coeficiente angular estimado.

A regressao linear simples é amplamente utilizada em diversas areas, como econo-
mia, ciéncias sociais, engenharia e financgas, para analisar e prever o comportamento de
uma variavel em funcao de outra variavel (GUJARATI, 2011]).

2.7.2 Regressao Linear Multivariada

A regressao linear multivariada é uma técnica estatistica utilizada para modelar
a relagdo entre miultiplas varidaveis independentes e uma varidavel dependente continua.
Ao contrario da regressao linear simples, que considera apenas uma variavel indepen-
dente, a regressao linear multivariada considera a influéncia conjunta de varias variaveis

independentes (WOOLDRIDGE; 2006).

Para Wooldridge, (2006)), o objetivo da regressao linear multivariada é encontrar
uma equacao que represente a relacao linear entre as variaveis independentes e a variavel

dependente. Essa equacao é expressa como:

Y:50+61X1 +ﬁ2X2+“‘ +ﬁan+€, (242)
onde Y é a variavel dependente, Xi, X,,...,X,, s@o as varidveis independentes, [, é
o coeficiente de intercepcao (ou coeficiente linear), Sy, s, - , 5, sdo os coeficientes de

regressao correspondentes as variaveis independentes, e € é o termo de erro.

Assim como na regressao linear simples, o método mais comum para estimar os
coeficientes na regressao linear multivariada é o método dos minimos quadrados. Esse
método visa calcular os valores dos coeficientes que minimizam a soma dos quadrados
dos residuos, ou seja, a diferenga entre os valores observados da variavel dependente e os
valores previstos pela equagao de regressao (WOOLDRIDGE, 2006)).

Os coeficientes estimados sao calculados utilizando-se técnicas matematicas que
envolvem a inversao de matrizes. O processo de estimativa envolve a obtencao das matrizes
de covariancia e covariancia-covariancia, bem como a solucao do sistema de equacoes

normais (WOOLDRIDGE] 2006).

Dados n pares de observagoes (y;, T1;, Tai, - - - , Tpi), onde y; é a varidvel dependente,

T1i, T2i, - - ., Tp; SA0 as p variaveis independentes e ¢ varia de 1 a n. Os coeficientes estimados
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sao encontrados utilizando-se:

f=(XT.-x)7'. X"y, (2.43)

onde 3 é um vetor de coeficientes estimados, X7 representa a transpostaﬂ da matriz X,
(XT - X)~!, é a matriz inversaf| do produto entre a transposta de X e X, X7 -Y é o
produto entre a transposta de X e o vetor Y. O resultado é o vetor 3, que contém os

coeficientes estimados para a regressao linear multivariada.

A matriz X é uma matriz de dimensao n x (p+1), n linhas e (p+1) colunas, onde a
primeira coluna é preenchida com uns, representando o termo de intercepcao, e as colunas
restantes sdo preenchidas com os valores das varidveis independentes (WOOLDRIDGE;
2006). Assim, obtém-se:

1 T11 T21 ... Tp1
1 12 T22 T
ce p2
X=1. . . . | (2.44)
1w, ®oy ... Tpn

O vetor Y é um vetor coluna de dimensao 1 x n, 1 linha e n colunas, contendo os

valores da variavel dependente:

Y = [yl Yo ... yn] . (2.45)

A regressao linear multivariada é amplamente utilizada em varias areas, como
economia, ciéncias sociais, ciéncias da satde e engenharia, para modelar e prever o com-
portamento de variaveis dependentes complexas, considerando multiplas variaveis inde-
pendentes. Essa técnica fornece insights sobre as relagoes entre as variaveis e pode ser
usada para fazer previsoes e tomar decisoes informadas com base nos resultados do modelo
(WOOLDRIDGE; 2006]).

No préximo capitulo, apresentam-se os conceitos relacionados ao mercado finan-

ceiro e dos Titulos do Tesouro Direto.

1 A matriz transposta de uma matriz A é obtida ao trocar as linhas pelas colunas de A. Denota-se a

matriz transposta de A como AT Para uma matriz de dados X de dimensdo n x (p + 1), a matriz
transposta T terd dimensdo (p + 1) x n, onde as linhas de X se tornam colunas em X7 .

A matriz inversa de uma matriz quadrada A, denotada como A~!, é uma matriz que, quando multi-
plicada por A, resulta na matriz identidade. Em termos matematicos tem-se, A~'- A =T onde I éa
matriz identidade.
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3 Mercado Financeiro

Em Economia, um mercado financeiro é o ambiente onde ocorre a compra e venda
de ativos como titulos, moedas, acoes, derivativos, commodities, mercadorias e outros

ativos com algum valor financeiro.

A funcao dos mercados financeiros é permitir que compradores e vendedores se
encontrem. Assim, nesse ambiente, a troca de mercadorias ocorre livremente, sem gran-
des interferéncias externas. Geralmente, os participantes nos mercados financeiros sao
divididos em dois grupos: investidores que fornecem capital e mutuarios que levantam

capital em troca de juros ou parte dos lucros de um acordo com os acionistas.

Normalmente, cada pais tem seu préprio ambiente financeiro. Por exemplo, a
Bolsa de Valores de Nova York (NYSE), com o mercado de cdmbio, é um dos maiores
representantes do mercado financeiro do planeta (REIS, 2022). L4, trilhoes de délares sao
negociados diariamente. No mercado financeiro brasileiro, esse mesmo papel é desempe-
nhado pela B3 (Brasil, Bolsa, Balcao), a Bolsa de Valores de Sdo Paulo, cujo principal
indice é o IBOVESPA (REIS, [2022]).

3.1 Titulos Pudblicos Federais

O Governo Federal (GOV) (FEDERAL| |2022)) emite titulos publicos para levantar
capital para financiar suas operagoes e quitar suas obrigagdes mobilidrias (assim chama-
das, porque decorrem da emissao de titulos). O érgao responséavel pela emissao, controle

e administracao da divida mobiliaria federal é a Secretaria do Tesouro Nacional.

Conforme a Comissao de Valores Mobilidrios (CVM) (MOBILIARIOS, 2022) exis-
tem muitos tipos de titulos publicos, cada um com suas caracteristicas proprias em termos
de vencimento e rendimento. Estao disponiveis obrigagoes a juros pré-fixados, pos-fixados
e mistos. Alguns sao atualizados pela taxa de cAmbio, enquanto outros, pela inflacao, atu-
alizados pela taxa SELIC (definida pelo Comité de Politica Monetéria do COPOM, do

Banco Central do Brasil), etc.

A Taxa SELIC ¢é a taxa basica de juros da economia. E o principal instrumento de
politica monetaria utilizado pelo Banco Central do Brasil (BCB) para controlar a inflagao.
Ela influencia todas as taxas de juros do pais, isto é, as taxas de juros dos empréstimos,
de financiamentos e das aplicagoes financeiras (FEDERAL; [2022).
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3.2 Tesouro Direto

Segundo [Federal| (2022)), o Tesouro Direto é um programa do Tesouro Nacional
desenvolvido em parceria com a Brasil, Bolsa, Balcao (B3) para vender titulos publicos
federais a pessoas fisicas pela Internet. Idealizado em 2002, esse programa foi criado vi-
sando democratizar o acesso aos titulos publicos. Antes dos Fundos Diretos, as aplicagoes
em titulos publicos por pessoas fisicas s6 eram possiveis indiretamente, por meio de fundos
de renda fixa. A cobranca de altas taxas de administracao, principalmente para inves-
timentos de baixo valor, reduziu a atratividade desse tipo de investimento. O Tesouro
Direto tem contribuido para a diversificacdo e complementagao das opgoes alternativas
de investimento disponiveis no mercado, oferecendo titulos com diferentes tipos de renta-
bilidade (prefixada, ligada a variagdo da inflacdo ou a variacao da taxa de juros béasica da
economia — SELIC), de prazos de vencimento e de fluxos de remuneracao (FEDERAL|

2022).

A seguir listam-se os titulos publicos federais atualmente em negociagdo no mer-
cado, e a fim de manter o padrao de notacao, nos calculos usam-se as mesmas notagoes
utilizadas pelo Banco Central do Brasil (BC) para os titulos do Tesouro Direto (DIRETO,
2008)).

3.2.1 Titulos Prefixados

Sao titulos do governo com rendimento fixo no momento da compra. Os investi-
dores sabem exatamente quanto receberao, se mantiverem os titulos até a data de ven-
cimento. Sao titulos prefixados: o Tesouro Prefixado (LTN) e o Tesouro Prefixado com
juros semestrais (NTN-F) (DIRETO) 2008]).

3.2.2 Tesouro Prefixado (LTN)

O tesouro prefixado é emitido pelo Tesouro Nacional para cobertura de deficit or-
camentario, bem como para realizacao de operacoes de crédito por antecipacao da receita.
Possui um processo de liquidacao simples, ou seja, o investidor realiza uma aplicacao e
recebe o valor nominal (valor do investimento mais rendimento) na data de vencimento
do titulo (MOBILIARIOS, 2022). A Figura [2| demonstra o fluxo de pagamento simples
do tesouro prefixado (LTN).

O calculo do prego e da rentabilidade do tesouro LTN no momento da compra,
segundo o Tesouro Direto (DIRETO) 2008) é:

VN

Rentabilidade = —
Preco

1. (3.1)
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Figura 2 — Fluxo de pagamento do L'TN.

Valor nominal

Data da compra

Data do vencimento

Valor investido

Fonte: Elaborada pelo autor

VN

Prego = ————,
(1 + taza)ss

(3.2)

onde VN é seu valor nominal no vencimento no qual é sempre R$1.000,00, a taxa é a
taxa de juros a qual é negociada no momento da compra e du é o nimero de dias uteis
entre a data de liquidacdo (inclusive) e a data de vencimento (exclusive). E importante

ressaltar que a data de liquidacao é sempre o primeiro dia 1util apés a data da compra.

Para entender como se calcula a taxa de rentabilidade (a.a) do Tesouro Prefixado
(LTN), apresenta-se a seguir um exemplo. Suponha que o investidor tenha feito uma

compra no Tesouro Direto nas seguintes condigoes:

Tabela 1 — Tesouro Prefixado 2029 disponivel no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 01/01/2029
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tteis entre a data da liquidacao e 1425

a data de vencimento:

Quantidade: 1,0
Precgo do titulo na data da compra: R$ 520,24

Fonte: Elaborada pelo autor

Para iniciar, consideraremos um ano-base de 252 dias uteis. O padrao de 252 dias
uteis para um ano e 21 dias uteis para um meés foi estabelecido pelo Banco Central do
Brasil (BRASIL, 1997) em 1997, por meio da Circular 2.761/1997.

Para calcular a taxa de rentabilidade (a.a) da aplicagao, basta usar (3.2)), valida

para todos os titulos que nao fazem pagamento de cupom de juros. Assim, tem-se:

1.000, 00
(1+ taza) sz
taza = 12,25%(a.a). (3.4)

520,24 =
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Para calcular a rentabilidade bruta da aplicacao, basta usar (3.1)):

1.000, 00

i _
Rentabilidade 520,24

—1~0,92218 =~ 92,21% ao periodo. (3.5)

Portanto, a taxa efetiva que indica a rentabilidade bruta do investidor foi de 92,21%
para todo o periodo em que o investidor ficou com o titulo, 1425 dias tteis, com uma
rentabilidade anual de 12,25%, ou seja, quanto menor for o tempo que o investidor manter

sua aplicacao, menor sera a rentabilidade do titulo.

3.2.3 Tesouro Prefixado com Juros semestrais (NTN-F)

Estes titulos sdo emitidos para fornecer os recursos necessarios para cobrir o defi-
cit or¢camentario ou para realizar atividades de crédito antes da cobranca do orcamento
(DIRETO, 2008)). Os juros do investimento sdo recebidos pelo investidor ao longo do
periodo, através do pagamento de juros semestrais (cupons de juros)E] e no vencimento do
titulo, como pode-se observar o fluxo de pagamento na Figura [3] Atualmente a taxa de
cupons de juros semestrais é uma taxa efetiva de 10% a.a. Os cupons de juros semestrais
sao pagos a cada seis meses, a partir da data de vencimento do titulo. O fluxo de cupons

semestrais aumenta a liquidez, permitindo o reinvestimento (FEDERAL| 2022).

Por serem titulos prefixados, seu rendimento ¢ nominal, ou seja, nao considera a
taxa de inflacdo, indicado para o investidor que acredita que a taxa prefixada serd maior

que a taxa de juros basica da economia (SELIC).

Figura 3 — Fluxo de pagamento do NTN-F.

Cupons de juros (semestral)

Walor nominal
Data da compra ‘[ ‘[ I ‘[ I ‘[ I

Data do vencimento

Valor investido

Fonte: Elaborada pelo autor

Segundo o Tesouro Direto (DIRETO, [2008)), para titulos com pagamentos de cu-
pons semestrais, deve ser descontado cada fluxo de pagamento a taxa de juros para se

obter o preco, assim:

L Cupons de juros sdo pagamentos periédicos feitos por um emissor de titulos de divida, como titulos

do governo ou titulos corporativos, aos detentores desses titulos. Esses pagamentos representam o
interesse acumulado sobre o valor nominal dos titulos.
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Preco l 1.000 dun} iy [1.000 : (\/W = 36)
(1 +taxa)=: | i (1+ taza)=

onde cupom é a taxa do cupom de juros semestrais, a taxa é a taxa de juros negociada no

momento da compra, e du; para i = 1,2,...,n representa a quantidade de dias tteis entre

a data de liquidagao (inclusive) e a data de vencimento do cupom ou do valor nominal

(exclusive). E importante ressaltar que a data de liquidagdo é sempre o primeiro dia ttil

apos a data da compra. A data de pagamento dos cupons de juros podem ser acessados
no site do Tesouro Direto (DIRETO, [2023b).

Para compreender melhor como se calcula o pre¢o do Tesouro Prefixado com Juros
Semestrais (NTN-F), na Tabela [2] apresenta-se um exemplo. Suponha que o investidor

tenha feito uma compra no Tesouro Direto nas seguintes condigoes:

Tabela 2 — Tesouro Prefixado com Juros Semestrais 2033 disponiveis no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 01/01/2033
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tteis entre a data da liquidacao e 2432

a data de vencimento:

Quantidade: 1,0
Taxa Anual: 12,33%

Fonte: Elaborada pelo autor

Para calcular o prego da aplicagdo, basta usar (3.6). Assim, obtém-se:

1.000 " 11.000- (/1,10 — 1
Preco = lm] +>° (V1. T ) = R$908, 82, (3.7)
(1,1233) 252 i=1 (1,1233) 25
onde du; para ¢ = 1,2,...,n representa a quantidade de dias uteis entre a data de liqui-

dagdo (inclusive) e a data de vencimento do cupom ou do valor nominal (exclusive).

Portanto, para o investidor receber o valor nominal mais os valores acrescidos dos
juros semestrais, o investidor pagard pelo titulo o valor de R$908,82 se o manter até a

data do vencimento.

3.2.4 Titulos Pds-fixados

Sao titulos publicos cujo valor é ajustado pelo seu indexador. Portanto, o retorno
de um titulo depende tanto do desempenho de seu indice quanto da taxa contratada no

momento da compra. Existem dois titulos de taxa flutuante em Tesouro Direto, sao eles:
[PCA e SELIC (FEDERAL; 2022).
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3.2.5 Tesouro IPCA+ (NTN-B Principal)

Assim como o tesouro prefixado LTN, tem um processo de liquidacao simples, como
pode-se observar na Figura {4, ou seja, o investidor realiza um investimento e resgata o
valor nominal (valor investido mais rentabilidade) no vencimento do titulo, sendo que
a sua rentabilidade estd atrelada a variacao do IPCA mais a taxa de juros apurada no
momento da compra, proporcionando ao investidor um retorno real, uma vez que seu

valor nominal é corrigido pela inflacao (DIRETO)| 2008).

Figura 4 — Fluxo de pagamento do NTN-B Principal.

Valor nominal

Data da compra

Data do vencimento

Valorinvestido

Fonte: Elaborada pelo autor

O calculo do prego (valor pago na liquidagao do titulo), segundo (DIRETO, 2008)

Preco = Cotacao (%) - VN Aprojetado- (3.8)

Para isso, calcula-se o VN A (valor nominal atualizado) o qual é atualmente fixado
em R$1.000,00 em 15/07/2000 (data-base) de acordo com (DIRETO, 2023a), onde é
multiplicado pelo Varrpca, fator de variagao do IPCA entre 15/07/2000 e o dia 15 do

més anterior da compra. Assim, obtém-se:

VNA = 1.000 - VCLijcA. (39)

O célculo do fator de variagao do IPCA (Varrpca) pode ser obtido por:

n°-indices IPCA ref. ao 15° dia do més anterior da compra
n°-indices IPCA 15/07/2000 ’

VaT[pCA = (310)

onde os respectivos nimeros-indices da série sao disponibilizadas pelo (IBGE, [2023)).

Para o calculo do VN A, sjetado € necessario obter o valor do IPC Ay, gjetado PATa 0
més da compra, sendo possivel encontré-lo no site do (IBGE, [2023). Entao, a expressao
do VNAprojetado é:
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VNAPTOjeme = VNA - (1 + IPCAprojetado)a;; (311)

em que x é a razao entre o numero de dias corridos entre a data de liquidagao e o tltimo

dia 15, e o nimero de dias corridos entre o proximo dia 15 e o ultimo dia 15, ou seja:

n° de dias corridos entre a data de liquidacao e dia 15 do més atual

~ 1° de dias corridos entre o dia 15 do més da compra e o dia 15 do més seguinte
(3.12)

Agora deve-se obter a cotacao, que reflete o agio ou o desagio do titulo:

100
Cotacao (%) = ——, (3.13)
(14 taxa)zs:
onde taxa é a taxa interna de retorno; du é o numero de dias uteis entre a data de

liquidagao (inclusive) e a data de vencimento (exclusive).

O exemplo da Tabela [3] ilustra a compra de um titulo, cujas principais caracterfs-

ticas e metodologia de calculo do prego sao demonstradas na sequéncia.

Tabela 3 — Tesouro IPCA+ 2045 disponivel no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 15/05/2045
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tteis entre a data da liquidacao e 5H37

a data de vencimento:

Quantidade: 1,0
Taxa Anual: 6,03%

Fonte: Elaborada pelo autor

Para calcular o preco da aplicagao, obtém-se:

6.609, 67
=y 131572. 14
Varieea = Jg1 gz = 109363813157 (3.14)

Substituindo (3.14]) em (3.9)), tem-se:

VNA = 1.000 - 4,093638131572 = 4.093, 638131572. (3.15)

O IPCAp pjetado ¢ a projecao do IPCA calculada pelo mercado, e pode ser encon-
trado no site da (ANBIMA| |2023b)), no qual para o més de maio de 2023, o IPC'Ap,ojetado
¢ 0,47%.

Retomando a expressao (3.11]) e substituindo ([3.15)), obtém-se:

VN Aprojetado = 4.093, 638131572 - (1 + 0,0047)% = 4.105, 17136. (3.16)
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Para a cotacao, tem-se:

1
Cotacao(%) = 110 3503)5537 = 27.62317%. (3.17)
+0, Pl

Por fim, substituindo (3.17)) e (3.16)) em (3.§]), obtém-se o preco do investimento:

Prego = 0,2762317 - 4.105,17136 = R$1.133, 97. (3.18)

Logo, o titulo apresenta uma cotagao de 27,62317% ao periodo e um preco pago
de R$1.133,97.

3.2.6 Tesouro IPCA+ com Juros semestrais (NTN-B)

O rendimento dessa aplicacao é recebido pelo investidor ao longo do investimento,
por meio do pagamento de juros semestrais, e na data de vencimento do titulo, quando
do resgate do valor de face (valor investido mais rentabilidade) e pagamento do tltimo
cupom de juros (FEDERAT, 2022). A Figura[f]representa o fluxo de pagamento por meio

de juros semestrais.

Proporciona retornos reais, ou seja, o investidor fica protegido das variagoes do
IPCA durante a duracao do investimento. Atualmente a taxa de cupons de juros se-
mestrais é uma taxa efetiva de 6% a.a. Ele geralmente tem o periodo de aplicagdo mais
longo, indicado para investidores que desejam economias de médio/longo prazo, incluindo

aposentadoria, compra da casa prépria e outros.

Figura 5 — Fluxo de pagamento do NTN-B.

Cupons de juros (semestral)

Walor nominal
Data da compra ‘[ ‘[ I ‘[ I ‘[ I

Data do vencimento

Valor investido

Fonte: Elaborada pelo autor

Em relagao ao seu VNA, sua data-base é 15/07/2000, quando seu valor, por defi-
nicdo, foi estabelecido em R$1.000,00. Desde entdo, mensalmente tal valor é atualizado

pela variacao mensal do IPCA, divulgada entre os dias 10 e 15 de cada més pelo IBGE.

Para o Tesouro Direto (DIRETO) [2008), o célculo do prego (valor pago na data
de liquidagao do titulo) para o Tesouro NTN-B é igual ao do Tesouro NTN-B Principal,

diferenciando-se apenas no calculo da cotacao, isto é:
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B 1 n 1+ cupom — 1
Cota(;ao(%) = [M‘| + Z ( b du, ) ) (319)
(1+taza)>2 | o (14 taxa)z:
onde taxa é a taxa interna de retorno; du; para ¢ = 1,2, ..., n representa a quantidade de

dias tteis entre a data de liquidacao (inclusive) e a data de vencimento do cupom ou do

valor nominal (exclusive).

Para exemplificar o cdlculo do prego e cotagao, utilizam-se os dados da Tabela

que ilustra a compra de um titulo NTN-B:

Tabela 4 — Tesouro IPCA+ com Juros Semestrais 2040 disponivel no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 15/08/2040
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tuteis entre a data da liquidacao e 4346
a data de vencimento:

Quantidade: 1,0
Taxa Anual: 5,92%

Fonte: Elaborada pelo autor

Para o calculo do prego do titulo, usam-se as expressoes (3.8]), (3.9)), (3.10)), (3.11))
e (3.12)). Assim, tem-se:

6.609, 67
Varrpca = 161462 4,093638131572. (3.20)

Substituindo (3.20)) em (3.9)), obtém-se:

VNA = 1.000 - 4.093638131572 = 4.093, 638131572. (3.21)

O IPC Ay, pjetado Para 0 més de maio é 0,47%. Tendo os valores do Varrpca, VN A
e IPC Ay ojetado, € substituindo-os na expressao (3.11)), tem-se:

VN Aprojetado = 4.093, 638131572 - (1 + 0,0047)% = 4.105, 17136. (3.22)

Para obter a cotacao, usa-se a expressao ((3.19):

Cotacio(%) — [1] Ly [(”06_1)] _102,228%  (3.23)

(1,0575) %2 | =5 | (1,0575)%

onde du; para i = 1,2,...,n representa a quantidade de dias uteis entre a data de liqui-

dagdo (inclusive) e a data de vencimento do cupom ou do valor nominal (exclusive)

E para se obter o prego, substitui-se (3.23)) e (3.22]) em (3.8]).
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Preco = 102, 228% - 4.093, 638131572 = R$4.184, 84. (3.24)

Entao, o valor investido na data da compra é de R$4.184,84.

3.2.7 Tesouro Renda+ (NTN-B1)

O Tesouro Renda+ é um titulo hibrido, que combina caracteristicas de titulos
pos-fixados e pré-fixados. Ele possui uma rentabilidade fixa ao longo de todo o prazo
de investimento, mas essa rentabilidade pode ser ajustada a cada ano com base em uma
taxa de juros prefixada. Além disso, possui a particularidade de ndo pagar seu principal
em uma Unica parcela na data de vencimento. Nesse caso, o principal é pago em 240
parcelas mensais que se iniciam na “data de conversao” e terminam de ser pagas na
data de vencimento. A rentabilidade é dada pela taxa anual de juros mais a variacao do
indexador até o vencimento (DIRETO, 2023a).

Dessa forma, o Tesouro Renda+ oferece ao investidor a seguranca de uma renta-
bilidade previsivel, mas também permite que ele se beneficie de eventuais aumentos nas
taxas de juros ao longo do tempo. Além disso, ele tem liquidez diaria, o que significa que
o investidor pode resgatar seu dinheiro a qualquer momento. A Figura [f] ilustra o fluxo

de pagamentos do Tesouro Renda-+.

Figura 6 — Fluxo de pagamento do NTN-B1.

Cupons de juros (semestral)

Valor nominal
Data da compra ‘[ ‘[ I ‘[ I ‘[ I

Data do vencimento

Valor investido

Fonte: Elaborada pelo autor

O célculo do prego (valor pago na data de liquidacao do titulo) para o Tesouro
Renda+ (NTN-B1) ¢é igual ao do Tesouro IPCA+ (NTN-B). Diferenciando-se apenas no

calculo da cotacao.

0,416826 1| 0,416666
Cotagao(%) = [’m] — | > (3.25)
(1 + taza)s: i=1 | (1 4 tazxa)z2
onde a taza é a taxa contratada no momento da compra; du; parai = 1,2,...,n se referem

aos dias uteis entre a data de liquidacao e a data do pagamento da n-ésima amortizacao

e n é a quantidade de parcelas a serem recebidas.
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O exemplo da Tabela [f] ilustra a compra de um titulo, cujas principais caracteris-

ticas e metodologia de calculo do prego sao demonstradas na sequéncia.

Tabela 5 — Tesouro Renda+ Aposentadoria Extra 2030 disponivel no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 15/12/2049
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tteis entre a data da liquidacao e 6688

a data de vencimento:

Data de amortizagao: 15/01,/2030
Taxa Anual: 5,75%

Fonte: Elaborada pelo autor

Para calcular o preco da aplicagdo, basta usar as expressoes (3.9), (3.10]), (3.11)) e
(3.12)). Assim, obtém-se:

6.609, 67
=—"1 =/ 131572. 2
Varrpca 1.614, 62 , 09363813157 (3.26)

Substituindo (3.26]) em (3.9)), tem-se:

VNA = 1.000,00 - 4.093638131572 = 4.093, 638131572. (3.27)

Sabendo que o IPCA, jetado Para o més de maio de 2023 é 0,47% e tendo os
valores do Varypca, VNA e IPC Ay, pjetado, € substituindo-os na expressao (3.11)), tem-se:
VN Aprojetado = 4.093,638131572 - (1 +0, 0047)% = 4.105,17136. (3.28)

Para obter a cotacao, usa-se a expressao ((3.25)):

dun

1.0575) %55

du;

1.0575) 5%

n—1
Cotagao(%) = [(0’416826] + Z [(0’416666

i=1

] — 40,08949% (3.29)
E para se obter o prego, substitui-se (3.28)) e (3.29)) em (3.8]), obtém-se:

Preco = 40,08949% - 4.105, 1713 = R$1.645, 74. (3.30)

Portando, o preco do titulo a ser pago na liquidacao ¢ de R$1.645,74.

3.2.8 Tesouro SELIC (LFT)

Titulo cuja emissao é destinada a assuncao, pela Unido, da divida de responsabili-
dade dos Estados e do Distrito Federal. Possui um processo de liquidacao simples, ou seja,

o investidor realiza uma aplicagdo e recebe o valor nominal (valor do investimento mais
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rentabilidade) na data de vencimento do titulo. Sua rentabilidade acompanha a varia¢ao
da taxa SELIC. Sua remuneracao é baseada na variacao diaria da taxa SELIC observada
entre a data de liquidacao da compra e a data de vencimento do titulo, acrescida de
prémio ou desconto no ato da compra, se for o caso. Para (FEDERAL| 2022), o valor
de mercado do Tesouro SELIC (LFT) apresenta baixa volatilidade, evitando perdas no
caso de venda antecipada. O Tesouro Nacional estabeleceu que uma unidade do Tesouro
SELIC (LFT), equivalendo a R$ 1.000,00 em 1° de julho de 2000 (chamada de data-base).
A Figura [7] representa o fluxo de pagamento simples do Tesouro SELIC.

Figura 7 — Fluxo de pagamento do LFT.

Valor nominal

Data da compra

Data do vencimento

Valorinvestido

Fonte: Elaborada pelo autor

O célculo do prego do tesouro SELIC, segundo o (DIRETO, [2008), é dado por:

Pregco = Cotagao (%) - VN Aprojetados (3.31)
onde o Prego é o valor pago na data de liquidacao do titulo.

Para analisar o efeito do agio no preco, e consequentemente, na rentabilidade do
titulo, deve-se, primeiramente, calcular sua cotacao. Para isso, basta efetuar o seguinte

calculo, utilizando, no valor da taxa, o agio ou desagio presente no momento da compra:

100
Cotacao (%) = ———, (3.32)
(1 + taxa)zs2
onde a tazra é a taxa de juros (com agio ou desigio); du é o nimero de dias uteis entre a

data de liquidagao (inclusive) e a data de vencimento (exclusive).

Agora, é s6 obter o Valor Nominal Atualizado projetado para a data da liquidagao,

a partir da meta para a taxa SELIC definida pelo Banco Central no periodo:

VN Aprojetado = VNA - (1 + tazasppic) 7. (3.33)
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Para obter o VNA do Tesouro SELIC (LFT) em qualquer data, basta corrigir o
VNA em sua data-base (01/07/2000) pelo fatorsgric até a véspera da data de interesse.

Neste caso se tem:

VNA = 1.000 - f(ltO’f’SEch, (334)

onde o fatorsgric ¢ um indice que reflete a rentabilidade de um investimento que acom-
panha a variacdao da taxa SELIC ao longo do tempo, podendo ser encontrado no site do

Banco Central do Brasil (BCB) (BRASIL] [2023)).

Para exemplificar o célculo do prego e cotacdo, utilizam-se os dados da Tabela [6]

que ilustra a compra de um titulo LFT:

Tabela 6 — Tesouro SELIC 2029 disponivel no Tesouro Direto.

Data de Vencimento: 01/03/2029
Data da Liquidagao: 03/05/2023
Dias tuteis entre a data da liquidacao e 1465

a data de vencimento:

Quantidade: 1,0
Taxa Anual: 0,1787%

Fonte: Elaborada pelo autor

Para o calculo do preco do titulo, usam-se as expressoes (3.32)), (3.33)) e (3.34).

Assim, tem-se:

1
Cotacao (%) = a 001227>1245625 = 98,96742%. (3.35)

Para calcular o VN A do Tesouro SELIC (LFT), utiliza-se a expressao (3.34):

VNA = 1.000, 00 - 13,16595348172392 = 13, 16595. (3.36)

Agora determina-se o Valor Nominal Atualizado projetado para a data da liqui-

dacao, a partir da meta para a taxa SELIC definida pelo Banco Central no periodo:

VN Aprojetado = 13,16595 - (1,1365)72 = 13,17263. (3.37)

Por fim, substituindo ([3.35)) e (3.37)) em (3.31)), tem-se:

Prego = 98,96742% - 13.17263 = R$13.036, 61. (3.38)

Sendo assim, o preco a ser pago pelo titulo na liquidacao é de R$13.036,61.
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3.3 Marcacao a Mercado

A Marcacao a Mercado de Titulos Publicos Federais é um procedimento que visa
atualizar o valor dos titulos publicos conforme as condi¢oes de mercado em determinado
momento. Isso significa que o valor do titulo é recalculado diariamente com base nas
cotagoes de mercado, refletindo as variagoes nas taxas de juros e outros fatores que podem
afetar o seu preco. Ela ¢ especialmente relevante para os titulos prefixados e indexados a
inflacdo, pois seus valores sao mais sensiveis as mudancas nas taxas de juros e expectativas
inflacionarias. Com a marcagao a mercado, o valor do titulo pode oscilar diariamente, mas
os investidores tém a garantia de que, se mantiverem o titulo até o vencimento, receberao
o valor acordado no momento da compra, acrescido dos juros acertados. (NETO, 2012;
NETO, 2018)

A Figura [§] apresenta valores hipotéticos de um titulo de renda fixa denominado
“zero cupom”, com uma taxa de juros anual de 15,4%. Esse titulo possui um valor nominal

de R$ 1.000,00 e uma maturidade de 10 anos, correspondendo a 2.520 dias uteis.

Para exemplificar, considere um Titulo Prefixado com vencimento em 01 de janeiro
de 2029 e com um preco de R$ 705,00 a uma taxa de juros de 12,4%, se mantida até o
final. Suponha-se que um investidor queira antecipar a sua venda para o dia 29 de julho
de 2024, no qual o valor deste titulo é de R$ 870,35 a uma taxa de 15,4%. Observe a

Figura [§

Figura 8 — Marcacao a Mercado.
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Fonte: Adaptado de (FROTA/ 2017).

Note que, quando a taxa de juros aumenta para 18,5%, o preco do titulo diminui
em relagdo a curva, refletindo um desagio no titulo; no entanto, quando a taxa de juros
diminui para 11,5%, o valor de mercado do titulo aumenta, no qual é refletido um agio

sobre o titulo.

No préximo capitulo, apresentam-se as defini¢des e conceitos relacionados a ETTJ

e as relagoes entre a taxa a vista e taxa futura.
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4 Estrutura a Termo da Taxa de Juros

(ETTJ)

A Estrutura a Termo da Taxa de Juros (também conhecida como Yield Curve) é a
relagao, em um determinado momento, entre as taxas de juros de titulos de renda fixa das
mesmas linhas de crédito, mas com vencimentos diferentes. Ela é normalmente formada
a partir de titulos que pagam apenas juros no vencimento, ou seja, titulos de cupom zero
(ou zero coupon bonds). Titulos que pagam juros ao longo do periodo investido, como,
por exemplo, o tesouro NTN-F e NTN-B, nao sdo convenientes, porque estaria embutida

a hipdtese de reinvestimento dos cupons a mesma taxa, o que dificilmente é verdade

(ANBIMA], [2022).

Segundo [Frota, (2017), a Yield Curve ou ETTJ, é extremamente importante para
os mercados financeiros, visto que é a base para a precificagdo de instrumentos de renda
fixa, em que, também serve como referéncia para determinar o indice dos demais setores

do mercado de divida.

A ETTJ pode ser construida a partir das taxas a vista, taxas futuras ou pela fungao
desconto, contudo, como todas estao relacionadas entre si, pode-se a partir de uma, deter-
minar ou estimar as outras (SVENSSON| 1994)). Nas ultimas décadas, diversos modelos
de construcao da curva de juros foram desenvolvidos, por exemplo: (DOBBIE; WILKIE,
1978), (NELSON; SIEGEL; [1987), (MCCULLOCH], 1971)) e (SVENSSON; |1994).

Neste trabalho estudam-se os modelos de Charle R. Nelson e Andrew F. Siegel
(NELSON; SIEGEL| |1987) e Lars E. O. Svensson (SVENSSON| |1994)), um dos mais
utilizados pelo Banco Central do Brasil e por diversos outros bancos centrais, como os
bancos centrais da Bélgica, Franga, Alemanha, Suécia e Suiga (SETTLEMENTS] 2005).

4.1 Taxa a vista

A taxa a vista, ou taxa spot, é a taxa de juros subentendida no pre¢o de um titulo
zero cupom adquirido para uma certa maturidade, essa refere-se ao periodo em que um
titulo atinge sua data de vencimento, sendo conhecida também como yield to maturity.

Ou seja, ¢ a taxa a vista que o investidor ird receber ao comprar um titulo e resgata-lo

ao final da maturidade (FROTA] 2017)).

O célculo do prego P(t,T) no instante ¢ de um titulo zero cupom que faz um
pagamento no tempo 7" é obtido a partir do desconto da taxa i(t,T) sobre o valor nominal.

Entao:



Capitulo 4. Estrutura a Termo da Taza de Juros (ETTJ) 50

P(t,T) = &I, (4.1)

Assim, a taxa a vista i(¢,T) pode ser obtida a partir de (4.1)):

In P(t,T) = Ine ‘&I, (4.2)
Logo,
, In P(¢,T)
t,1T)=——+1—-. 4.3
it T) = ———— (43)

De acordo com [Frotal (2017)), como P(t,T) é o pre¢o de uma unidade no tempo
m, entdo P(t,T) < 1, para todo t < T'. Isso decorre do fato que a taxa de juros i(t,T) é

maior que zero, para todo t < T

4.2 Taxa futura

A taxa futura, taxa a termo ou forward rate, implicita pode ser facilmente calculada
a partir da taxa a vista para periodos no futuro, ou seja, as taxas futuras indicam o
retorno esperado entre duas datas no futuro. Mais precisamente, seja f(t,s,T) a forward
rate continuamente composta do contrato negociado no tempo ¢, mas que entrard em
vigor entre s e T', com t < s < T,. Entao, para Frota (2017) a combinacao da taxa a vista
i(t, s) e a taxa futura f(¢,s,T’) tenha o mesmo retorno que a taxa a vista i(t,7). Ou seja,
a taxa futura f(¢,s,T) quando aplicada a um titulo adquirido no tempo ¢ e liquidado em
s por um prego P(t,s), tem de produzir o mesmo retorno de um titulo com seu prego

P(t,T) adquirido no tempo t com maturidade 7.

Definicao 4.2.1. Taxa futura no intervalo [¢, '] determinada no tempo m com ¢t < s < T

é denotada por f(t,s,T) e definida como a taxa de juros f(t,s,T) tal que;

P(t,T) = P(s,t)e”T=9)ftsT), (4.4)

A partir de (4.3]) e (4.4]), obtém-se f(t,s,T) como:

Flto.T) = z'(t,T)(T—tT):;'(t,s)(s—t)‘ @5

De fato, seja P(t,T) o pre¢o de um titulo no tempo ¢ com maturidade em 7T e
P(t,s) o preco de um titulo também em ¢ mas com vencimento em s onde t < s < T.
Note que as taxas a vista i(t,T") e i(t, s) implicitas em P(¢,T) e P(t, s) respectivamente,

determinam a taxa futura f(t,s,T) no qual, ao obter o titulo com tempo de maturidade
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s —t e ao final de sua maturidade no tempo, s reinvesti-lo no titulo de maturidade T'— s
tenha o mesmo retorno do titulo de maturidade 7" — ¢ (FROTA| 2017).

Sendo P(t,T) = e "D ¢ P(t,s) = e "t5)~H)  pode-se determinar a taxa de
juros futura f(t,s, T) = e~ /®5T)(T=5) jgyalando as duas opgdes de precos dos investimen-

tos (CAPINSKI; ZASTAWNIAK, 2004). Assim

oI (T—) _ =ilts)(s—t) = (t.T)(T—s) (4.6)

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da equagao, tem-se:

1n(6—z‘(t,T)(T—t)) _ ln(e—i(t,s)(s—t)) + ln(e_f(t’S’T)(T_S)). (47>
Portanto,

f@ﬁjvzi@TXT—?:quw—ﬂ'[] (4.8)

Por exemplo, considere dois titulos zero cupom, ambos com o mesmo valor de face.
O titulo A tem maturidade de dois anos e o titulo B tem maturidade de quatro anos.
Seja i, = 7% a.a a taxa de juros do titulo A, e i, = 10% a.a, a taxa de juros do titulo B.
Suponha que um investidor queira aplicar seu dinheiro por quatro anos. Ele precisa entao
analisar qual é a melhor estratégia, comprar o titulo A com vencimento de dois anos e
reinvestir por mais dois anos em um titulo de mesma maturidade ou comprar o titulo B

de maturidade de quatro anos e manté-lo até o final.

Supondo que a escolha tenha sido o titulo A com maturidade de 2 anos, calcula-se
qual deve ser a taxa futura f(0,2,4) para o contrato de um titulo no ano posterior que

resulte no mesmo rendimento do titulo B de maturidade de 4 anos:

4-(0,10) — 2 - (0,07)
4-2

£(0,2,4) = =0,13. (4.9)

Portanto, a taxa para o préximo contrato de dois anos deve ser de 13% a.a para o

investidor ter o mesmo retorno nas duas opc¢oes.

4.2.1 Taxa Futura Instantanea

A taxa futura instantdnea é uma estimativa da taxa de juros esperada para um de-
terminado periodo no futuro, com base em informagoes e modelos disponiveis atualmente.
Ela desempenha um papel fundamental na analise financeira e na tomada de decisoes de
investimento, proporcionando insights sobre as expectativas do mercado em relagao as

taxas de juros futuras.
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Como definido anteriormente, a taxa futura f(t,s7) é a taxa determinada no
tempo ¢ e que atua no intervalo[s,T], com t < s < T. Para [Frota (2017), quando o
tempo para maturidade de um titulo tender a zero, chama-se o rendimento de taxa futura
instantanea. Entao, se o intervalo de tempo entre o tempo s e o tempo 7" tender a zero,
entao é conveniente usar 1" como o instante s mais um acréscimo de tempo infinitesimal

h, ou seja, T'= s + h.

Definicao 4.2.2. A taza futura instantanea em s determinada no tempo t é dada por:

f(t,s) = }lli% f(t,s,s+h). (4.10)

Para finalmente ter todos os elementos necessarios para determinar o ETTJ,
precisa-se da relagdo entre a taxa futura instantanea e a taxa a vista. Entao, se tiver
o preco do titulo de cupom zero, pode-se conhecer todas as taxas instantaneas futuras
para todos os pontos no intervalo [t, 7]. Da mesma forma, se tiver uma taxa futura ins-
tantanea para o periodo de tempo [t,T], obtém-se a taxa a vista integrando a fungao da

taxa futura, ou seja, interpreta-se a taxa a vista como a média da taxa futura instantanea.

Teorema 4.2.1. Mantidas as notages anteriores e assumindo i(¢, T') diferencidvel, tem-se

1.
Flt,s) = i(t,s) + (s — t)aasz'(t, ). (4.11)
II. . .
i(0T) = 7 /t F(t,5) ds. (4.12)

Demonstracao:

Com efeito, demonstra-se o item (I), usando a equagao (4.8)),

i(t, T)(T —t)—i(t,s)(s — t).

t,s,T) = 4.13
f(t,5.7) 2 (113)
Substituindo-se T" por s + h, chega-se a

f(t5.T) = i(t,s+h)(s+h—1t)—i(t,s)(s — t). (4.14)

s+h—s

Aplicando-se o limite quando h — 0:

f(t,s) = }lli_%f(t,s,s +h) = illl_% i(t,s+h)(s+h —ht) —i(t,s)(s — t)‘

Usando-se a propriedade distributiva, tem-se:
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. hei(t, s+ h) it s+ h)(s —t) —i(t,s)(s — 1)
f(t,s) = Jim h

Aplicando-se a propriedade da soma e do produto de limites, e resolvendo-os chega-

se a:

h—0 h h—0
= i(t,s) + (s — 1) lim it s + h})L —i(t, s)
(1) = ilt,5) + (5~ ) it 5) w1

Assim, conclui-se a demonstragao do item (I).

Demonstra-se o item (II). A partir do prego P(t,7) de um titulo zero cupom,
pode-se saber as taxas futuras f(t,T) para todos os valores de ¢ no intervalo [t, T|. Desse
modo, se as taxas futuras instantdneas do intervalo de tempo sao dadas [¢t,T] pode-se
obter as taxas a vista ao integrar a funcao das taxas futuras, ou seja, pode-se interpretar
a taxa a vista como uma média das taxas futuras instantaneas. Portanto, integrando

(4.11)) no intervalo de t a T tem-se:

/tT f(t,s)ds = /tT li(t, s)+ (s — t)(;ii(t, s)] ds. (4.16)

:/f{i[(s—t)-i(t,s)]}ds. (4.17)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtém-se:

[ 5695 = (s = 0 it = (T~ 1)-i(e.T)

Portanto,
1 T
i(t,T)zif f(t,s)ds. O (4.18)
T—tJe

Dessa forma, pode-se calcular o preco P(t,T") em fun¢ao do actimulo das taxas de

juros futuras f(¢,7') no intervalo de tempo entre t e 7. Entao tem-se:
T
P, T) = e Jo s, (4.19)

4.3 O Modelo Nelson e Siegel (1987)

Em seu trabalho Parsimonious Modeling of Yield Curves, (NELSON; SIEGEL,

1987)) propoem o uso da solugdao da equacao diferencial ordindria linear de segunda ordem
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com valores reais e raizes diferentes para representar uma previsao das taxas a termo. Por
exemplo, se a taxa de juros instantdnea na maturidade m, denotada f(m), é dada pela
solucao de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem com valores reais e raizes

diferentes, tem-se

f(m) =50+61-e(7) +52-e(7), (4.20)
onde 71 e T sdo constantes de tempo associadas a equacao, e 5y, 51 e B2 sao determinadas

pelas condigoes iniciais.

Mais adiante, notaram que a curva se ajustava melhor e de forma mais suave
com a solucao de equagdes ordindrias lineares de segunda ordem com raizes da equacao

caracteristica reais e iguais. Portanto, a equacao do modelo de Nelson e Siegel passou a

ser:
Flm) = Bo+ 5 - o(F) 4 By - (Tf) (), (4.21)
O rendimento até a maturidade, denominada F'(m), é a média das taxas a termo,
dado por:
1 m
F(m) = — - / F(m) dm. (4.22)
m Jo

Para se obter o rendimento em fun¢do da maturidade m para raizes iguais, basta
integrar (4.21]) de zero a m e dividir por m. Assim, obtém-se:

1— e(%)

F(m) = Bo+ (81 + B2) - (m> — Ba- 6(%» (4.23)

T

O termo 7 é um parametro de tempo que determina o decaimento exponencial da
taxa de juros, em que, para pequenos valores atribuidos a ele, ha um decaimento mais
rapido na taxa de juros. Esse resultado é o mais apropriado para taxas de juros a curto
prazo. E quando 7 assume valores maiores, tem-se um decaimento exponencial mais lento,

ou seja, é mais apropriado para taxas a longo prazo.

J& os termos By, B1 e B2 sao parametros de regressao, que podem ser interpretados

como termos de curto, médio e longo prazos.

O parametro By é uma constante que define o nivel da curva de juros. Para |Broco
(2013), o nivel da curva refere-se a um movimento paralelo (deslocamento para cima ou
para baixo) da curva de juros, ou seja, todos os retornos da mesma magnitude se movem

na mesma direcao.
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Quando sua maturidade tende ao infinito, a taxa a termo converge para [y, ou

seja, representa o chamado “fator de longo prazo”, tem-se

lim f(m) = lim |Gy + G- e(F) + 8, - (T) .e(I”)} = By, (4.24)

m—o0

O termo [; é interpretado como a inclinacdo da curva de juros, ou “fator de
curto prazo”. Este fator influencia muito as taxas de juros a curto prazo, por convergir
rapidamente para zero. O sinal desse coeficiente determina se a curva é crescente ou
decrescente, de modo que, se 3; for negativo, isto é, a funcao cresce, entdo, de modo
analogo, se (31 for positivo a funcao decresce. Quando a maturidade m tende a zero,

obtém-se:

. . —_m m —_m
lim f(m) = lim Bo+61-e< T )+62- () e )] = Bo + bi. (4.25)
m—0 m—0 T
J& Py ¢ interpretado como curvatura, ou “fator de médio prazo”. Estd associado
as taxas de juros de médio prazo, em que assume valor zero, cresce, e depois converge

para zero nas maturidades a longo prazo, e entao gera a curva, como pode-se observar na
Figura [9]

Figura 9 — Componentes da curva de taxa a termo.
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Fonte: Adaptado de (NELSON; SIEGEL 1987)

Segundo |Litterman e Scheinkman| (1991) em um estudo realizado em titulos do
tesouro dos Estados Unidos. Concluiram que o nivel, inclinacao e curvatura representam
cerca de 97% da movimentacao da curva de juros, onde o nivel descreve 79%, a inclinacao

cerca de 13% e a curvatura 5%.
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4.4 O Modelo de Svensson (1994)

Para a estimativa das taxas a vista e a termo, segundo J.Huston McCulloch (MC-

\CULLOCH], [1971) no ajuste para cada termo em uma data de negocia¢do de uma fungao

de desconto, usa-se a equagao (4.21) de [Nelson e Siegel (1987), onde assumiram que a

taxa a termo instantanea é a solugao para a equacao ordindria linear de segunda ordem.

Para aumentar a flexibilidade e melhorar o ajuste, Svensson| (1994) adicionou um

quarto termo & equagao de [Nelson e Siegel (1987), uma segunda forma com dois pardme-

tros adicionais, um parametro de regressao (3 e um pardmetro de tempo 7, (7o deve ser

positivo). Assim a funcao estendida passa a ter seis pardmetros:

f(m) =B+ 516(7@ + Be <m) e(i> + B (_m) e(ﬁ) (4.26)

T1 T2

Os componentes de (4.26) mantém as mesmas caracteristicas que o modelo de

(=)

é monotona

Nelson e Siegel (1987)), onde, By é uma constante, o termo exponencial ;e

decrescente (ou crescente, se 3, for negativo) em dire¢ao a zero em fungdo do tempo de
(1)

liquidacao. O terceiro termo 62(%)6 7’ gera uma forma de “corcova” (ou uma forma de

pardbola “U”, se (5 for negativo) em funcao do tempo de liquidac¢ao. Por fim, o quarto

-_m
termo adicionado por Svensson (1994 ﬁ3<%)6( ™2 ), gera uma forma de “corcova” ou forma

de parabola “U”, assim como o segundo termo, possibilitando novos formatos de curvas.
Observe a Figura

Figura 10 — Parametros da curva do modelo de |Svensson| (I1994|).

40
Maturidade em Anos

Fonte: (FROTA] 2017).

A taxa spot (& vista) poder ser obtida pelo mesmo método utilizado por

(1987), ou seja, basta substituir (4.26]) em (4.22)) e integrar de zero a m e dividir por
m. Assim, obtém-se a equagdo que expressa a taxa a vista segundo o modelo de

(1994):
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1_e<%) 1_e<%> e(ﬂ) N

F(m) = B+ 5 (m) + Ba <m>_

116(5) (=)
D

No préximo capitulo, apresenta-se o Software de Computacao Estatistica R, o qual

(4.27)

se utiliza para simular aplicagdes do modelo de Svensson (SVENSSON| |1994) em Titulos

Prefixados do Tesouro Direto.
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5 Software de Computacao Estatistica

5.1 O Projeto R para Computacao Estatistica

O The R Project é um ambiente de software livre e gratuito para andlise estatistica,
modelagem de dados e visualizagdo de dados com o uso da linguagem de programacao R.
A linguagem de programacao R é uma linguagem de cédigo aberto e gratuita desenvolvida
inicialmente em 1993 por Ross Thaka e Robert Gentleman, professores da Universidade
de Auckland, Nova Zelandia (COMPUTING/ 2023).

O R oferece uma ampla gama de ferramentas para analise de dados, incluindo
estatisticas descritivas, regressao linear e nao linear, analise de séries temporais, analise
de dados de sobrevivéncia, analise de dados de contagem, entre outros. Também oferece
recursos avancgados de visualizagdo de dados, permitindo que os usuarios criem graficos
para entender seus dados. Ele é amplamente utilizado por estatisticos, cientistas de dados,
pesquisadores e analistas de dados em uma variedade de areas, incluindo ciéncias sociais,

biologia, finangas, satude e muitas outras.

5.1.1 RStudio Desktop

O RStudio é um ambiente de desenvolvimento integrado (IDE) gratuito e de cdédigo
aberto para a linguagem de programacao R. Ele foi desenvolvido para facilitar a progra-
macao em R, fornecendo recursos avangados de edi¢ao de codigo, depuracao, visualizacao
e gerenciamento de projetos. Ele possui uma interface gréafica de usuario (GUI) intuitiva
que permite aos usuarios interagir com o R de forma mais facil e eficiente. Ele inclui recur-
sos como realce de sintaxe, autocompletar, depuracao interativa, acesso a documentacao
e pacotes, gerenciamento de arquivos e ambiente, graficos e visualizagbes interativas, e
muito mais (POSIT), 2023).

O software RStudio Desktop pode ser obtido gratuitamente na internet (dispo-
nivel em: https://posit.co/download /rstudio-desktop/), porém, para seu funcionamento,

requer que o usuario tenha instalado em sua maquina o R.

Na proxima secao, apresentam-se instrugoes preliminares necessarias antes de usar

a linguagem R.
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5.2 Operacoes

5.2.1 Operacdes Aritméticas

As operagoes aritméticas sao aquelas que envolvem calculos matematicos bésicos,
tais como adicao, subtracao, multiplicacao e divisao. Na linguagem R, as operagoes
aritméticas sao realizadas utilizando os operadores matematicos correspondentes, observe
na Figura (11} alguns exemplos (BATTISTI, 2019).

[. Adicao: o operador (+) é utilizado para realizar a operacao de adigao.

II. Subtragdo: o operador (—) é utilizado para realizar a operagao de subtragao.
III. Multiplicagdo: o operador (x) é utilizado para realizar a operagdo de multiplicacao
IV. Divisao: o operador (/) é utilizado para realizar a operacao de divisao.

V. Exponenciacao: o operador (A) é utilizado para realizar a operacao de exponencia-

¢ao.

VI. Logaritmo: o operador de logaritmo é representado pela funcao log(x,base), onde

x ¢ o numero para o qual o logaritmo serd calculado e base ¢ a base do logaritmo.

Figura 11 — Exemplos de Operagoes Aritméticas no R.

R R430
= #Adicio
> 5+6
[1] 11
= #subtracao
= 5-6
[1] -1
= #Multiplicacao
= 5%6
[1] 30
= #D1visao
> 5/6
[1] 0.8333333
= #Exponenciacao
506
[1] 15625
= #Logaritmo (base 10)
= Tog(5, 10)
[1] 0.69897

Fonte: Elaborada pelo autor

5.2.2 Operacoes Logicas

As operacoes logicas sao uma das formas mais bésicas e importantes de mani-
pulagdo de dados em qualquer linguagem de programagao, incluindo a linguagem R. As
operagoes logicas sao utilizadas para testar condiges e retornar valores booleanos (ver-
dadeiro ou falso). Observe na Figura (12| alguns exemplos (BATTISTI, [2019)).

A linguagem R oferece seis operagoes logicas basicas.
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L.

I1.

I1I.

IV.

VL

5.3

Igualdade (==): retorna TRUE se o valor da esquerda for igual ao valor da direita,

caso contrario, retorna FALSE.

Diferenga (!=): retorna TRUEFE se o valor da esquerda diferir do valor da direita,

caso contrario, retorna FALSE.

Maior que (>): retorna TRUE se o valor da esquerda for maior do que o valor da

direita, caso contrario, retorna FALSE.

Menor que (<): retorna TRUE se o valor da esquerda for menor do que o valor da

direita, caso contrario, retorna FALSE.

Maior ou igual a (>=): retorna TRUFE se o valor da esquerda for maior ou igual ao

valor da direita, caso contrario, retorna FALSE.

Menor ou igual a (<=): retorna TRUFE se o valor da esquerda for menor ou igual

ao valor da direita, caso contrario, retorna FALSE.

Figura 12 — Exemplos de Operagoes Logicas no R.

R R430
> #Igualdade
=2 ==12
[1] TRUE
= 2 == 3
[1] FALSE

> #Diferenca
=2 1=2
[1] FALSE
=3 1=2
[1] TRUE

= #Maior que
>3 > 2

[1] TRUE

=2 >3
[1] FALSE

> #Menor gue
=2 <3

[1] TrRUE

=3 <2

[1] FALSE

> #Maior ou igual
=3 »=2
[1] TRUE
=2 »=3
[1] FaLsE
> #Menor ou igual
> 2 <= 3
[1] TRUE
> 3 <=2
[1] FALSE

Fonte: Elaborada pelo autor

Estrutura de Dados

A linguagem R possui diversas estruturas de dados que permitem armazenar e

manipular informacoes de diferentes tipos e formatos (BATTISTI, 2019). As principais

estruturas de dados no R sao:
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I. Vetor: é uma sequéncia ordenada de valores de um mesmo tipo de dado. Existem

dois tipos de vetores no R: vetores numéricos e vetores de caracteres.

IT. Matriz: é uma colecao de valores dispostos em uma tabela de linhas e colunas.

Todos os elementos de uma matriz devem ser do mesmo tipo de dado.
ITI. Lista: é uma colecao de objetos de diferentes tipos e tamanhos.

IV. Data frame: é uma estrutura de dados bidimensional que permite armazenar dados

em forma de tabela, onde cada coluna pode ser de um tipo diferente.

Observe na Figura [13| exemplos de estrutura de dados.

Figura 13 — Exemplos de Estrutura de Dados no R.

R R430
- #Varor
- c(1,2,3,4,5
[1]112345
= c("a", "b", "c") #vetor de caracteres
[1] "a"™ "b" "c”

) #vetor Numérico

= #Matriz (3x3)

= matrix(1:2, nrow = 3, ncol = 3) #nrow= 3 Tinhas, ncol= 3 colunas
[.1] [.2]1 [.3]

[1,] 1 4

[2,] 2 5

[3.1 3 6

0 @~

- #Lista

= Tist(nome = "Jodo", idade = 25, altura = 1.73)
$nome

[1] "Jodc”

$idade
[1] 25

$altura

[1] 1.75

- #Data Frame

= data.frame{nome = c{"J0dc0", "maria"”, "pPedro”),

+ idade = c(25, 30, 35), altura = c(1.75, 1.60, 1.80))
nome idade altura

1 Jcdo 23 1.75

2 maria 30 1.60

3 pedro 35 1.80

Fonte: Elaborada pelo autor

Além dessas estruturas de dados basicas, a linguagem R também oferece outras
estruturas mais avancadas, como arrays, factors e tibbles. Cada uma dessas estruturas de
dados possui caracteristicas especificas que a tornam mais adequada para determinadas

tarefas.

5.4 Pacotes no R

Os pacotes do R sao bibliotecas de funcoes e dados que permitem expandir as
funcionalidades da linguagem. Eles sao instalados uma tnica vez e depois podem ser

carregados a qualquer momento para serem usados em um determinado script ou projeto.

O RStudio torna o gerenciamento de pacotes muito facil, permitindo que vocé
instale, carregue, descarregue e atualize pacotes com apenas alguns cliques. Vocé pode

acessar a lista de pacotes instalados na guia Packages no painel inferior direito do RStudio.
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Para instalar um pacote, vocé pode clicar em Install na guia Packages e digitar o nome

do pacote que deseja instalar. O RStudio ird baixar e instalar o pacote automaticamente

(BATTISTI, 2019).

Para carregar um pacote que ja esta instalado, vocé pode usar o comando da

Figura [14]

Figura 14 — Carregar pacote ja instalado no R.

= Tibrary("NOME DO PACOTE")

Fonte: Elaborada pelo autor

5.4.1 Pacote zoo

O pacote zoo é um pacote da linguagem R utilizado para manipulacao e andlise
de séries temporais. O zoo fornece uma classe de dados para lidar com séries temporais
irregulares, com suporte para indexacao baseada em datas e horarios, agrupamento de

dados, interpolacao e outros recursos para analise de séries temporais.

O zo0 é construido sobre o pacote “base” do R e fornece fungoes para lidar com
dados de séries temporais, como calculo de médias moéveis, desvio padrao, corregao auto-
maética, entre outras (ZEILELS, [2023)).

Para utilizar o pacote zoo, é necessario primeiro instala-lo e carrega-lo no ambiente

R. Vocé pode fazer isso executando os comandos da Figura |15}

Figura 15 — Comandos para instalagdo e carregamento do pacote zoo.

R R430
= install.packages("zoo")
Tibrary(zoo)

Fonte: Elaborada pelo autor

5.4.2 Pacote xts

O pacote zts ¢ um pacote da linguagem R utilizado para manipular e analisar
séries temporais. Ele é construido sobre o pacote zoo, que fornece uma classe de dados

para lidar com séries temporais irregulares.

O ats fornece uma classe de dados chamada zts que estende a classe zoo e adici-
ona recursos para analise de séries temporais, sendo eles: suporte para séries temporais
regulares e irregulares, indexacao baseada em datas e horérios, operagoes de agregacao,
calculo de média, soma e outras fungoes estatisticas, suporte para varios fusos horérios,
funcoes para calculo de retornos, volatilidade e outras medidas de desempenho financeiro
(RYAN;, [2023).
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Para utilizar o pacote zts, é necessario primeiro instald-lo e carregé-lo no ambiente

R, conforme o exemplo da Figura [16]

Figura 16 — Comandos para instalacao e carregamento do pacote wts.

R R430
> install. packages ("xts")
Tibrary(xts)

Fonte: Elaborada pelo autor

O pacote zts oferece muitas outras fungoes uteis para analise de séries temporais,
como period.apply(), apply.daily(), apply.monthly(), entre outras. Consulte a documen-

tagao oficial do pacote para obter mais informacoes sobre suas funcionalidades.

5.4.3 Pacote YieldCurve

O pacote YieldCurve refere-se a um conjunto de ferramentas e func¢oes em lingua-
gem de programacao R que permitem aos analistas financeiros e investidores modelar,
analisar e visualizar curvas de rendimento (yield curves). Além disso, é usado principal-
mente em andlise financeira, gestdo de riscos e modelagem de investimentos. Ele pode
ajudar a encontrar e tracar curvas de rendimento usando diferentes métodos, como a
interpolacao, e também pode auxiliar na construgdo de curvas de rendimento suaves a

partir de dados de mercado (GUIRRERI, 2023)).

Desse modo, os usuarios podem acessar dados historicos de rendimentos de titulos
e calcular métricas financeiras, como taxas de juros spot (spot rates) e as taxas a termo
(forward rates). Essas informagoes sdo essenciais para a precificagao de titulos, avaliagao

de riscos, analise de mercado e tomada de decisoes de investimento informadas.

Para utilizar-se o pacote YieldCurve, primeiramente é necessario instalar os pacotes

zo00 e xts, entdo instald-lo e carregd-lo no ambiente R, conforme o exemplo da Figura [17]

Figura 17 — Comandos para instalacao e carregamento do pacote YieldCurve.

R R430

> install.packages ("vieldcurve")
Tibrary("vyieldcurve")

Fonte: Elaborada pelo autor

No préximo capitulo, apresentam-se os resultados e simulacoes obtidos utilizando
o software RStudio, com o uso do pacote YieldCurve a fim de obter os parametros 3y, (1,

B2, B3, 71 e 75 do modelo de Svensson |Svensson| (1994)) para a construgao da ETTJ.
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6 Resultados e SimulacGes

Neste capitulo apresenta-se a aplicacdo do modelo de Svensson com a linguagem R,
a partir do emprego da funcao Svensson do pacote YieldCurve para obter os parametros

para a construcao da ETTJ de um titulo do Tesouro Prefixado.

Para calcular os parametros do modelo de Svensson, define-se como nosso item
de estimagao, a taxa a vista de um titulo do Tesouro Direto Prefixado. Titulos de curta
maturidade sdao menos afetados por mudancas nas taxas de juros em comparagao com
titulos de maturidades mais longas. Uma pequena flutuagdo nos precos de titulos de
curto prazo pode ter um grande impacto nas taxas de juros. A Tabela[7] contém os titulos

do Tesouro Prefixado (LTN) disponiveis no Tesouro Direto no dia 11 de maio de 2023.

Tabela 7 — Tesouro Prefixado (LTN) disponivel no Tesouro Direto.

Maturidade em dias | Maturidade em anos | Taxa & Vista (% a.a)
21 0,0833333 13,4959
42 0,166667 13,6580
63 0,25 13,7150
126 0,5 13,5102
252 1 12,6160
504 2 11,5999
756 3 11,5079

1008 4 11,6765
1260 5 11,8662
2.394 9,5 12,3494

Fonte: (ANBIMA| 2023a))

Conforme comentado anteriormente, considera-se um ano-base de 252 dias tteis e
21 dias 1teis para um més, como foi estabelecido pelo Banco Central do Brasil (BRASIL;
1997)), por meio da Circular 2.761/1997.

O célculo dos vértices de um titulo prefixado é feito pelo Circular 3.361 do Banco
Central do Brasil (BRASIL, |2007) e nao faz parte do escopo deste trabalho, portanto é
omitido. Os vértices de um titulo ptublico sdao definidos como o prazo no qual os fluxos de
caixa devem ser alocados ou agrupados, conforme o nimero de dias 1teis remanescentes

até a data de seu vencimento.

A partir dos dados coletados da Tabela[7], estima-se por meio do software RStudio
os parametros Sy, B1, b2, 83, 71 € 7. Para isso, usa-se o pacote YieldCurve com a funcao
“Svensson(rate, maturity)”, onde rate (taxa) é o vetor linha com as taxas de juros (a.a) e
maturity (maturidade) o vetor linha com a maturidade em anos. Desse modo, os valores
encontrados foram: [y = 13,13126, f; = 0,3110679, 5, = 18,65667, f3 = —21,86461,
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71 = 0,6041051 e 5 = 0,8364546, conforme a Figura Substituindo os parametros
calculados na equacao (4.27)) de Svensson (SVENSSON; [1994)), obtém-se:

— e(5aotios)
F(m) = 13,13173 + 0, 3105974 n
m
<0,604105>_
1-— 6(075;)721105> m
+18,66107 |- — elowoiios) | 4 (6.1)
m
(o)
—21,8708 l:fﬁf??ﬂu—daﬁ%m)

_m_
0,8364546

Figura 18 — Parametros do modelo de Svensson (SVENSSON, 1994) obtidos como o soft-
ware RStudio

R R430

> maturity <- c(0.0833333, 0.166667, 0.25, 0.5, 1, 2, 3, 4, 5, 9.3)
> rate <- €(13.4959, 13.6580, 13.7150, 13.5102, 12.6160, 11.5999, 11.5079, 11.6765,
11.8662, 12.3494)
> Svensson(rate, maturity)
beta_0 beta_1 beta_2 beta_3 taul tauz
[1,] 13.13126 0.3110679 18.65667 -21.86461 0.6041051 0.8364546

Fonte: Elaborada pelo autor

A ANBIMA, em sua rotina didria, realiza a divulgagdo em seu portal oficial (AN-
BIMA| 2023al) os dados de sua ETTJ estimada. Nesse sentido, coleta-se tanto a curva
como os pardmetros relacionados divulgados no dia 10/05/2023, permitindo uma compa-
ragado com a curva obtida , conforme ilustrado na Figura . Importante salientar
que tal comparagao revela a presenca de um erro quadratico médio (EQM)H de 0,3172%.

A Tabela [§| ilustra os Titulos do Tesouro IPCA+ disponiveis no Tesouro Direto
no dia 18/05/2023 e a partir de seus dados, utiliza-se o método adotado anteriormente
para estimar-se os parametros [y, 51, (2, (3, 71 € To. Desse modo, os valores obtidos
foram: [y = 6,647655, f; = 6,811119, B, = —11,75189, 53 = —1,846923, 7, = 1,115279
e 75 = 13,38328. Substituindo os parametros calculados na equagao de [Svensson
(1994)), obtém-se:

1

O Erro Quadratico Médio (EQM) é uma medida comum utilizada para avaliar a qualidade de um
modelo de regressdo ou previsdo em relacdo aos valores reais dos dados. Ele mede a média dos
quadrados das diferengas entre os valores previstos pelo modelo e os valores reais observados.
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Figura 19 — Comparacao ETTJ ANBIMA com a ETTJ Estimada.

—— Curva Estimada
= Curva Ambima

125 130
| |

Taxa de Juros Anual (%)
12.0
|

115

Prazo de Maturidade (anos)
Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 8 — Tesouro IPCA+ (NTN-B) disponivel no Tesouro Direto

Maturidade em dias | Maturidade em anos | Taxa a Vista (% a.a)
252 1 8,1252
504 2 6,1398
756 3 92,5799

1.008 4 02,4277
1.260 5 5,4179
2.520 10 0,6467
3.780 15 2,7765
5.040 20 02,8432
6.300 25 02,8833
7.560 30 5,91

Fonte: (ANBIMA| 2023a))

1 — e(l,lilﬁ)
_ _l’_
_om
(1,115279)
1‘4ﬁ%ﬁ)_4m%m)
om
(1,115279)

1 — o ma8ems) o
e )

13,38328
_m
13,38328

F(m) = 6,647655 + 6,811119

—11,75189

—1,846923



Capitulo 6. Resultados e Simulacdes 67

Obtendo-se a curva e os parametros da ETTJ estimada pela ANBIMA, os quais
foram divulgados em 18/05/2023, é possivel realizar-se uma comparagio entre a curva
estimada e a curva obtida (6.2]), como apresentado na Figura . Nesse contexto, foi

observado um erro quadratico médio de 2,0825%.

Figura 20 — Comparacao ETTJ IPCA da ANBIMA com a ETTJ IPCA Estimada.

— Curva Estimada
= Curva Ambima

12

10

Taxa de Juros Anual (%)

Prazo de Maturidade (anos)

Fonte: Elaborada pelo autor

Tendo em vista que o método utilizado nao é ideal para a construcao da ETTJ para
titulos publicos com pagamentos de cupons de juros, como no Tesouro IPCA+ (NTN-B),
observou-se que para maturidades maiores que dois anos, a curva obtida (6.2)) tem um

boa aproximagao sobre a curva coletada da ANBIMA, conforme observado na Figura

6.1 Analise dos Resultados

A curva obtida pela simulag@o é uma boa aproximacao para a curva estimada pela
ANBIMA. A diferenca entre as duas curvas ocorre pelo método utilizado para obter-se
os parametros do modelo de Svensson, no qual a ANBIMA utiliza o algoritmo genético
criado por |Holland| (1992). Devido ao prazo da ultima NTN-F ficar inferior a 10 anos,
em dias tuteis, o vértice 2.520 divulgado pela ANBIMA (ANBIMA| 2023a)), deixou de ter
seu ponto de ancoragem para interpolacao das taxas que possibilitassem seu cédlculo, ou
seja, nao foi possivel obter uma aproximacao melhor se comparada a ETTJ divulgada

pela ANBIMA.

Para efeitos de validagao, utilizam-se os dados do Tesouro Prefixado (LTN) no dia
08/09/2022, anterior a data de retirada do vértice 2.520 pela ANBIMA, os quais estao

disponiveis na Tabela [9]
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Tabela 9 — Tesouro Prefixado (LTN) disponivel no Tesouro Direto em 08/09/2022.

Maturidade em dias

Maturidade em anos

Taxa a Vista (% a.a)

21
42
63
126
252
504
756
1008
1260
2.252

0,0833333
0,166667
0,25
0,5
1
2
3
4
5
10

13,2653
13,5596
13,7558
13,9345
13,4350
12,1954
11,6589
11,5414
11,5787
11,9165

Fonte: (ANBIMA| 2023a))

Para fins de comparacgao, usa-se a curva e os parametros divulgados pela ANBIMA,

conforme a Figura [21, na mesma data em questao.

Figura 21 — Curva de Juros - Fechamento dia 08/09/2022 pela ANBIMA.

X
ANBIMA

Fonte: Site da ANBIMA no dia 08/09/2022

Como pode-se observar na Figura [22] a curva estimada pelos métodos destes tra-

balho, é uma étima aproximacao para a curva estimada pela ANBIMA, apresentando um

erro quadratico médio (EQM) de 0,057926%.

No préximo capitulo, apresenta-se a conclusao.
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Figura 22 — Comparacao ETTJ ANBIMA com a ETTJ Estimada em 08/09/2022.
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Fonte: Elaborada pelo autor
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7 Conclusao

O objetivo central era demonstrar os calculos dos precos, taxas, rentabilidades e
cotacoes dos Titulos Piblicos Federais, além de construir e analisar a ETTJ obtida para
titulos zero cupom. Para isso, foram apresentados os conceitos basicos da matematica
financeira, como os regimes de capitalizagdo simples, composta e continua, e taxas de
juros. Além disso, foram revisadas as defini¢oes de regressoes lineares, calculo diferencial e
integral e das equagoes diferenciais, com enfoque maior nas equagoes diferencias ordinérias
lineares nao homogéneas de segunda ordem. Para a construgao da ETTJ foram estudados
os modelos de Nelson e Siegel e sua extensao proposta por Svensson para a previsao da
curva de juros, onde esses modelos sdo amplamente utilizados pelo BCB, ANBIMA e por
diversos bancos centrais de varios paises, pelo fato de serem de facil implementacao e por

seu ajuste aos diversos formatos de curvas de taxas de juros.

Foram apresentados os Titulos Publicos Federais ofertados pelo Tesouro Nacional
e suas caracteristicas, em que foram demonstrados os calculos matematicos envolvidos
na precificagao, cotacdo, taxagdo e rentabilidade dos mesmos. Destacou-se também a
relevancia da ETTJ nos mercados financeiros, ao servir como base para a precificacao
de instrumentos de renda fixa e como referéncia para determinar o indice dos demais
setores do mercado de divida. Apresentam-se também as taxas de juros a vista, futura e

instantanea e suas relacoes matematicas entre elas.

Utilizando dados do Tesouro Direto sobre as taxas de juros do tesouro prefixado,
aplica-se um método computacional utilizando o software RStudio em conjunto com o
pacote YieldCurve através de regressoes lineares que minimizam o modelo de Svensson,
para se obter os parametros (g, $1, B2, 03, 71 € T a fim de construir a ETTJ que descreve a
curva de juros da taxa a vista, onde, observa-se que essa curva de juros mostra as taxas de
juros de diferentes prazos de vencimento, ou seja, o retorno que um investidor receberia ao
comprar e manter esses titulos até seus respectivos vencimentos. Essa estrutura permite
que os investidores e analistas avaliem as expectativas do mercado em relacdo as taxas
de juros futuras, bem como a percepcao de risco e as condig¢oes economicas. Por fim,
foram realizadas simulagoes com base nos resultados, as quais se mostraram em conforme
a ANBIMA e observou-se que houve uma excelente aproximacao dos resultados obtidos
com um EQM de 0,057926%.

Como trabalho futuro sugere-se realizar o estudo de como a inflagdo nas taxas
de juros afeta a ETTJ no curto, médio e longo prazo e demonstrar como sao obtidos os

vértices dos titulos prefixados que implicam na construgao da mesma.
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