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Resumo

A area é um conceito muito antigo e essencial até os dias de hoje que determina a extensao
de uma figura plana fechada. Contudo, no passado longinquo, era dificil realizar o célculo
de area de figuras pouco convencionais como o circulo, por exemplo. Conforme o tempo
seguia seu rumo natural, a evolucao matematica, em geral, progrediu de modo excepcional
principalmente no que tangencia o conceito de area; acabou ganhando uma teoria geral
sobre areas chamada de Teoria da Integracao, que foi estruturada independentemente pe-
los matematicos Isacc Newton e Gottfried Leibniz. Essa teoria procura encontrar a area
de regides abaixo de curvas geradas por funcoes. Diversos métodos foram construidos
dentro dessa teoria, um deles era através das Somas de Riemann desenvolvido pelo ma-
tematico Georg Friedrich Bernhard Riemann e assim surgiu a Integral de Riemann. No
século XIX, o matematico Henri Léon Lebesgue notou que a Integral de Riemann possuia
lacunas e generalizou-a através do conceito de medida; assim surgiu a Integral de Lebes-
gue. Nosso objetivo principal com este trabalho é realizar uma discussao acerca da Teoria
de Integracao, mais especificamente das Integrais de Riemann e Lebesgue evidenciando

semelhancas e diferencas entre ambas as integrais.

Palavras-chaves: Integracao; Medida; Fungoes Mensuraveis; Integral de Riemann; In-

tegral de Lebesgue.



Abstract

The concept of area is a very ancient and essential idea that persists to this day, deter-
mining the extent of a closed flat figure. However, in the distant past, it was challenging
to calculate the area of unconventional figures such as the circle, for example. As time
followed its natural course, mathematical evolution, in general, progressed exceptionally,
especially concerning the concept of area. It eventually gained a general theory about
areas called the Theory of Integration, independently developed by mathematicians Isaac
Newton and Gottfried Leibniz. This theory seeks to find the area of regions under curves
generated by functions. Various methods were constructed within this theory, one of which
was through Riemann Sums developed by the mathematician Georg Friedrich Bernhard
Riemann, giving rise to the Riemann Integral. In the 19th century, the mathematician
Henri Léon Lebesgue observed that the Riemann Integral had gaps and generalized it
through the concept of measure, thus giving rise to the Lebesgue Integral. Our main
objective with this work is to engage in a discussion about the Theory of Integration, spe-
cifically Riemann and Lebesgue Integrals, highlighting similarities and differences between

the two integrals.

Key-words: Integration; Measure; Measurable Functions; Riemann Integral; Lebesgue

Integral.
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Introducao

A drea é um conceito muito antigo cuja definicdo é a medida da extensao de
uma figura plana fechada. A area de figuras como, por exemplo, quadrados, retangulos,
losangos, trapézios, entre outras figuras elementares ja eram conhecidas por antigos povos.
No entanto, o circulo era uma adversidade para tais civilizacoes ao tratar-se da érea por

conta do contorno nao linear desta figura.

Muitas civilizagbes primitivas conheciam as férmulas para a area de
poligonos como quadrados, retdngulos, tridngulos e trapézios. Contudo,
os matematicos primitivos se deparavam com muitas dificuldades para
encontrar férmulas para a drea de regides com contornos curvilineos, das
quais o circulo é o exemplo mais simples. (ANTON; BIVENS; DAVIS,
2014, p. 316).

O matemadtico grego Arquimedes de Siracusa (x287 a.C. —1212 a.C.) foi o primeiro
a tratar do problema de area para figuras pouco convencionais. Ha indicios, em seus
textos, do calculo de areas de regioes abaixo da parabola e outras curvas; e o método
empregado por ele é chamado de Método da Fxaustao, que fora concebido por outro
matematico grego denominado Eudoxo de Cnido (x408 — 1355 a.C.). Esse método, que
logo mais sera descrito, teve sua origem baseada no problema da quadratura do c{rculoﬂ,
um dos problemas classicos da geometria grega. Segundo ANTON, BIVENS e DAVIS
(2014}, p. 316),

Esse método, quando aplicado ao circulo, consiste na inscricio de uma
sucessao de poligonos regulares no circulo, permitindo que o niimero
de lados dos poligonos cresca indefinidamente. A medida que cresce o
nimero de lados, os poligonos tendem a “exaurir” a regiao do circulo e

suas areas se aproximam cada vez mais da area exata do circulo.

Ainda de acordo com ANTON, BIVENS e DAVIS (2014), embora o Método da
Exaustao fosse genial, muitos matematicos gregos da época evitavam utiliza-lo por se
tratar de uma sucessao indefinida (que envolve o conceito de infinito — que na época
era visto com desconfianga por ndo se ter uma formalizagdo precisa). Dessa forma, apds
varios séculos, o calculo de area ficou estagnado até que, no século XVII, os matematicos
Isaac Newton (%1643 — 11727) — inglés — e Gottfried Leibniz (x1646 — 11716) — alemao —

fizessem a descoberta geral para obter-se areas de figuras curvilineas pouco convencionais

1O problema consiste em construir, utilizando apenas régua e compasso, um quadrado cuja area seja

igual a area de um dado circulo.
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dando inicio ao que hoje chamamos de Cdlculo Diferencial-Integral.

O método desenvolvido por Newton e Leibniz, de maneira independente, é cha-
mado de Método da Antiderivacao. Esse método consiste em um processo o qual se baseia
em encontrar uma fungdo a partir de sua func¢ao derivada (conceito ligado geometrica-
mente a ideia de reta tangente a curva) e, a partir dai, a drea abaixo da curva gerada pela
funcao. Isso é possivel gracas a relagao fundamental também descoberta independente-
mente por esses dois grandes matematicos, uma relagao que envolvia area e derivada (hoje
chamado de Teorema Fundamental do Cdlculo). Cabe destacar que esse teorema evidencia

que derivada e integra]ﬂ sao operacoes inversas a menos da constante de integracao.

[...] o progresso no problema da &rea ficou em um nivel rudimentar até
a segunda metade do século XVII, quando Isaac Newton e Gottfried
Leibniz, independentemente, descobriram uma relagdo fundamental en-
tre area e derivadas. Em resumo, eles mostraram que, se f é uma funcao
continua nao negativa no intervalo [a,b] e se A(x) denota a area sob o
grafico de f acima do intervalo [a,z], onde z é um ponto qualquer do
intervalo [a,b], entdo A'(z) = f(z). (ANTON; BIVENS; DAVIS| 2014,
p. 319).

Nao obstante, o Método da Antiderivacao, por mais eficiente que fosse, possui
alguns empecilhos como, por exemplo, encontrar tal funcao dada a sua fungao derivada,
nem sempre isso era tao imediato ou simples na época; e para a realizacao de demonstra-
¢oes formais de resultados matematicos. Nesse sentido, precisava-se encontrar um novo
método — esse viria a ser o conceito de Integral de Cauchy devido ao matematico frances
Augustin-Louis Cauchy (x1789 — 11857); que, pela primeira vez, formalizava a integragao
de fungoes contz”nuasﬂ como limite de somas finitas, chamadas de Somas de Cauchy (ap6s

o proximo paragrafo, retornaremos a falar precisamente de como Cauchy considerava tais

somas). (DOERING] 2021]).

Nos meados do século XIX, o mateméatico alemao chamado Georg Friedrich Ber-
nhard Riemann (x1826 — 11866) aperfeicoou o conceito de Integral de Cauchy através
do que é hoje chamado de Somas de Riemann. Ele dividia o intervalo [a,b] do domi-
nio da fun¢ao f em n subintervalos de comprimento Az (ndo necessariamente iguais e
k=1,2,...,n) e, em cada um destes subintervalos, escolhia-se um ponto zj; a partir dai,

construia-se n retdngulos abaixo da func¢do de comprimento Axy, e altura f(z}) cuja area

2 Operacdo matematica cuja interpretacio geométrica é o calculo de 4reas abaixo de curvas definidas

por funcgoes.
Uma funcgao f : X € R — R é dita continua em a € X quando, para todo € > 0 dado, pode-se
encontrar d > 0 de tal maneira que, para x € X, |z —a| <& = |f(z) — f(a)| < e.

3
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é dada por f(z})Axy. Por fim, Riemann somava as areas destes retangulos obtendo

n

Sp=>_ f(zy)Az;  (Somas de Riemann).
k=1

Fazendo o comprimento do maior subintervalo dividido tender a zero (denotado por

max Az — 0), fazia com que S, tendesse a area abaixo da curva no intervalo [a, b].

Destacamos que as Somas de Cauchy eram Somas de Riemann (afinal, Riemann
generalizou a Integral de Cauchy) em que x} era o extremo inferior do k-éssimo intervalo
subdividido. Além do mais, de acordo com DOERING| (2021)), esse aperfeicoamento dado
por Riemann possibilitou um nimero maior de fungoes a serem integraveis, da mesma

forma que simplificou demonstragoes de resultados matematicos da época.

Entretanto, a Integral de Riemann possui algumas incapacidades perante algumas
fungoes como, por exemplo, a inexisténcia da integral para a Fung¢do de Dirichlet ® :
[0,1] — R definida como:

D(z) =

0, se x é irracional
1, se x éracional

e também a impossibilidade de se integrar fung¢oes nao limitadas como f : [0,1] — R dada

por:

0, caso contrario

f(x):{ ﬁ, se x € (0,1]

Nesse sentido, ao final do século XIX, outros matematicos apdés Riemann viram
a necessidade de aprimorar a Integral de Riemann, até mesmo generalizd-la para que
pudesse reparar as incongruéncias por ela gerada — um desses matematicos foi o francés
Gaston Darboux (x1842 — 11917) que, em 1875, definiu a Integral de Riemann utilizando
as nogoes de infimo e supremo. Entretanto, em 1902, o matematico francés Henri Léon
Lebesgue (x1875—11941) foi a principal figura por tal generalizacao quando ele apresenta
sua tese intitulada “Intégrale, longueur, aire” (em portugués: Integral, medida e &area).
Seu trabalho fora tao extraordinario ao fugir dos preceitos aceitos a época que levantou,
inicialmente, criticas; apesar disso, suas ideias tiveram grande reconhecimento. (BOYER;
MERZBACH] 2012]).

Lebesgue, ao contrario de Riemann, procurava subdividir a imagem da funcao f
em n subintervalos Ay e, em cada um destes [subintervalos|, escolhia um valor ay. Dessa
forma, encontrava a “medida” p(Fj) do subconjunto Ej do dominio de f os quais os
valores de f(z) sao préximos do valor ay, escolhido (isto para x € Ej). Por fim, agrupava
indivisiveis de tamanhos semelhantes para entao soma-los. Em outras palavras, Lebesgue
substituira as Somas de Riemann por o que vieram a ser as Somas de Lebesgue:

Sy = z": api( Ey).

k=1
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Quanto mais se divide a imagem de f, mais S, se aproxima da area abaixo de f; ou seja,
quando n tende ao infinito, S, tende a drea abaixo da curva gerada por f. (BOYER;

MERZBACH, 2012).

A Integral de Lebesgue, além de permitir o calculo de drea de uma classe de fungoes
mais amplas perante a Integral de Riemann, é também mais flexivel quando tratamos da
passagem do limite sobre o sinal da integral. Em sintese, nao ¢ necessario que a sequéncia
de fungdes f,, convirja uniformemente para f como na Integral de Riemann, mas sim
convirja pontualmente. Cabe ressaltar aqui que os resultados que tratam dessa passagem
do limite sdo conhecidos como: Teorema da Convergéncia Monétona (TCM) e Teorema

da Convergéncia Dominada (TCD).

Por todos os motivos elencados anteriormente, introduziremos as integrais de Ri-
emann e Lebesgue expondo e demonstrando os resultados fundamentais de ambas as
teorias de integracao, bem como os paralelos que as diferencia, expondo exemplos para
facilitar a compreensdo. Ressaltamos ainda que para isso dividimos esse Trabalho de
Conclusao de Curso em 4 capitulos dos quais: Capitulo 1: Integral de Riemann,
abordara propriamente dito a Integral de Riemann, segundo a definicao dada por Dar-
boux, e seus principais resultados; Capitulo 2: Medida, que estara voltada a definir
medida de conjuntos especificos (conjuntos mensurdveis); Capitulo 3: Integral de Le-
besgue, voltado a introduzir obviamente a Integral de Lebesgue e os teoremas TCM e
TCD; e Capitulo 4: Consideragoes Finais, onde faremos um retrospecto dos capitulos

anteriores comentando os comparativos entre ambas integrais.
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1 Integral de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann, frequentemente conhecido como Benhard Ri-
emann ou simplesmente Riemann, foi um matematico nascido em 17 de setembro de 1826
em uma aldeia alema de Hanover e falecendo, ainda “jovem” aos seus 39 anos de idade
devido a tuberculose (conhecida com o mal do século), no dia 20 de julho de 1866 no
norte da Italia. Ele era filho de um ministro protestante, que lhe forneceu uma boa edu-
cacao elementar, e ainda com pouca idade, demonstrando eximio talento, interessou-se

por Aritmética. (EVES| 2011; ANTON; BIVENS; DAVIS| 2014)).

Riemann, em 1846, ingressou na Universidade de Gottingen com intuito de estudar
Teologia e Filosofia, contudo fez a mudanca de curso para estudar Matematica orientado
por Johann Carl Friedrich Gauss (%1777 — 11855). Ele recebeu, em 1851, seu Ph.D ainda
sob orientacao de Gauss apresentando “[...] uma brilhante tese no campo da teoria das
fungbes complexas” (EVES, 2011, p. 613) e, pouco tempo depois de obter essa sua
titulagdo (mais especificamente, em 1854), permaneceu na universidade de Gottingen

como professor (mas sem remuneragao). (EVES| 2011)).

No ano de 1857, Riemann torna-se professor assistente na Universidade de Got-
tingen e sucede Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (%1805 — 11859) como professor
titular apenas em 1859 em uma disciplina que antes fora ocupada pelo seu orientador,
Gauss. J4, em 1866, viajou para o norte da Itdlia a procura de assisténcia médica e, ainda
na Itélia, sucumbiu a tuberculose. (EVES| |[2011]).

Benhard Riemann foi sem dividas um matematico extraordindrio em seu tempo,
pois contribuiu para varios ramos da Matematica como, por exemplo, Geometria e Analise.
Nesse ultimo, podemos citar as contribui¢gdes por meio das equacoes de Cauchy-Riemann
cuja aplicagdo nos proporciona sabermos se uma funcao complexa é analitica; e na defi-
nicao da Fungdo Zeta de Riemann, que esta interligada com a distribuicao dos nimeros

primos através da Hipdtese de Riemann (problema até hoje em aberto).

Ele certamente exerceu uma influéncia profunda em varios ramos da
matematica, em particular geometria e teoria das fungoes, e poucos ma-
tematicos deixaram a seus sucessores um legado de ideias tao rico para

desenvolvimentos posteriores. (EVES| 2011} p. 613).

Neste capitulo, exibiremos uma das contribuicoes de Benhard Riemann para a
Anélise — Integral de Riemann. Salientamos que exporemos a definicao apresentada por
Darboux e, para tal, nosso texto baseard-se a partir do que as bibliografias (LIMA| 2018}
LIMA| 2019; |AXLER] 2020; DOERING] 2021; |[ZAHN, 2022)) abordam sobre o tema.
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1.1 Infimo & Supremo

Nesta secao, discorreremos acerca de alguns conceitos relevantes para compreen-
dermos a Integral de Riemann. Dentre as principais ideias, podemos elencar as nogoes
de cota inferior e superior; elemento minimo e maximo; infimo e supremo; bem como

conjunto limitado e fun¢ao limitada.

Enfatizamos que denotamos de forma usual, como na maioria das literaturas mate-
maética, os conjuntos numéricos (conjunto dos nimeros naturais (N), inteiros (Z), racionais
(Q), reais (R) e complexos (C)) e ndo nos aprofundamos nas teorias de conjuntos e fun-
¢Oes para nao nos postergar e se perder do escopo desse trabalho (para mais informagoes
a respeito dessas teorias, aconselha-se a consulta de (LIMA] 2019)) e (ZAHN} 2022)). Ou-
trossim, para que nao haja duvidas, o conjunto dos nimeros naturais em todo o texto é

igual a N = {1,2,3,...}.

Definicao 1.1.1. Considere X um subconjunto do conjunto R dos ntmeros reais. Um

numero real a é dito:

(a) cota inferior de X quando a < x para todo = € X

(b) cota superior de X quando a > x para todo = € X

(c) elemento minimo de X quando a é cota inferior de X e a € X;
(d) elemento mdzximo de X quando a é cota superior de X e a € X.

Observacao 1.1.1. Se X admite cota inferior, essa nao é unica. De fato, se a é cota
inferior de X, entdo a < x para todo x € X. Assim, dado € > 0, vé-sequea—e€ < a < =

para todo x € X. Logo, a — € é também uma cota inferior de X.

Reforcamos ainda que a observacao acima ¢ igualmente valida para cota superior

e a forma de garantirmos isso é andloga ao que foi feito para cota inferior.

Proposicao 1.1.1. Seja X um subconjunto do conjunto R dos ntimeros reais. O elemento

minimo (respectivamente, elemento méaximo) de X, quando existe, é unico.

Demonstrag¢io. Suponha que a e a’ sejam elementos minimo de X. Entao, pelo fato de
a ser o elemento minimo, a < d’; enquanto, por ' também ser elemento minimo de X,
a’ < a. Portanto, a = a’. Analogamente, demonstra-se que o elemento maximo de X é

unico. O

Observacao 1.1.2. Os elementos minimo e maximo de X sao, respectivamente, denota-

dos por min X e max X.

Definicao 1.1.2. Um subconjunto X do conjunto R dos ntimeros reais ¢é dito:
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(a) limitado inferiormente quando admite uma cota inferior;
(b) limitado superiormente quando admite uma cota superior.

Observacao 1.1.3. Quando X ¢ limitado inferiormente e superiormente, dizemos que X
é limitado. Em contrapartida, quando X nao é limitado inferiormente ou superiormente,

dizemos que X é ilimitado.

O proximo resultado nos fornece uma caracterizacdo para que um conjunto de

nimeros reais seja limitado.

Proposicao 1.1.2. Seja X um subconjunto do conjunto R dos ntmeros reais. Tem-se

que X é limitado se, e somente se, X C [—c¢, ¢] para algum ¢ € R.

Demonstragdo. Segue abaixo.

Sendo X um conjunto limitado, entdao X ¢ limitado inferiormente e superiormente.
Com isso, existem a,b € R tais que a < x < b para todo z € X (note que a é uma cota
inferior e b é uma cota superior de X). Defina o ntimero real ¢ = max{|al, |b|}. Assim, vé-
se que |a] < ¢ donde —¢ < a < ¢; enquanto que b < ¢ (afinal, b < |b]). Logo, —c < x < ¢
para todo x € X isto é, X C [—¢,(].

Por outro lado, sendo X C [—¢, ¢| para algum ¢ € R, entdo —c < = < ¢ para todo
r € X. Vé-se claramente que —c e ¢ sao, respectivamente, uma cota inferior e superior

de X. Assim, X é limitado inferiormente e superiormente; logo limitado. O]

Proposicao 1.1.3. Sejam X e Y conjuntos de ntimeros reais tais que X C Y. Se Y é

limitado, entdao X também o é.

Demonstragio. Basta reparar que, como Y é limitado, Y C [—¢,¢| para algum ¢ € R.
Segue pela transitividade da relacdo de inclusdo que X C [—¢,¢] para algum ¢ € R.
Portanto, X ¢é limitado. O]

Comentario 1.1.1. E comum escrevermos a Proposicao da seguinte forma: Consi-
dere X um conjunto de ntimeros reais. Para que X seja limitado é necessario e suficiente

que exista ¢ € R tal que |z| < ¢ para todo z € X.

Definicao 1.1.3. Seja X um subconjunto nao-vazio e limitado inferiormente do conjunto

R dos ntimeros reais. O ntmero real a é dito infimo de X quando:

i) a é cota inferior de X;
i1) Para todo € > 0, existe x € X tal que = < a + €.

Definicao 1.1.4. Seja X um subconjunto nao-vazio e limitado superiormente do conjunto

R dos ntimeros reais. O numero real b é dito supremo de X quando:
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i) b é cota superior de X;
i1) Para todo € > 0, existe x € X tal que b — e < z.

Observacao 1.1.4. O infimo e o supremo de X sao, respectivamente, a maior das cotas

inferiores e a menor das cotas superiores do conjunto X.

Proposicao 1.1.4. O infimo (respectivamente, supremo) de um subconjunto X nao-
vazio e limitado inferiormente (respectivamente, limitado superiormente) do conjunto R

dos niimeros reais é tnico.

Demonstragio. Considere o conjunto C := {c € R;c < z,Vr € X}. E claro que C # @,
afinal X ¢é limitado inferiormente (isto é, existe ¢y € R tal que ¢y < z para todo z € X;
logo, ¢o € C). Sendo a e @' os infimos do conjunto X, entdao a,a’ € C. Pelo infimo ser
a maior das cotas inferiores de X e pela Proposicao , segue que a = max(C = a'.

Mostra-se de forma andloga que o supremo de X é tnico. O

Observagao 1.1.5. O infimo e o supremo de X sao, respectivamente, denotados por
inf X e sup X.

Lema 1.1.1. Sejam a,b € R tais que a < b+ € para todo € > 0. Entao a < b.

Demonstracao. Forneceremos, para esse resultado, duas demonstragoes diferentes uma da
outra. Segue abaixo cada um dos modos.

a+b
2

que b < g < a. Por b < ¢, existe t € R de modo que ¢ = b+ t. Segue por hipdtese que

(1° modo) Suponha por absurdo que b < a. Repare que ¢ = é de tal forma

a < g (absurdo!). Portanto, a < b.

(2° modo) Suponha por absurdo que b < a. Assim, a —b > 0. Tomando € = a — b,
tem-se que a < b+ (a — b) = a (absurdo!). Portanto, a < b. O

Teorema 1.1.1. Sejam X e Y subconjuntos nao-vazios do conjunto R dos niimeros reais.
Se x < y para todo x € X e todo y € Y, entdo sup X < infY. Além do mais, vale a

igualdade se, e somente se, para todo € > 0, existem z € X ey € Y tais que y — x < €.

Demonstracao. Segue abaixo.

(Primeira Afirmagao) Inicialmente, veja que X e Y admitem, nessa ordem, su-

premo e infimo; afinal X é limitado superiormente pelos elementos de Y e Y é limitado
inferiormente pelos elementos de X. Supondo por contradi¢ao que inf Y < sup X, tem-se
que existe ¢ € R de forma que sup X = infY +¢. Segue da definicdo de infimo que
existe yp € Y tal que yo < inf Y +¢ = sup X (absurdo porque sup X é a menor das cotas
superiores de X). Portanto, sup X < infY.



Capitulo 1. Integral de Riemann 18

(Segunda Afirmacao) Por conta do supremo de X, dado € > 0, existe x € X de

tal modo que sup X — § < x. De mesma forma, para o infimo de Y, existe y € ¥ tal que

y <infY + 5. Somando ambas as desigualdades e reordenando seus elementos, obtém-se
supX —infY +y—z <e.

Desde que sup X = inf Y, segue que y — x < € para todo € > 0.

Reciprocamente, tem-se por hipotese que, para todo € > 0, existemx € X ey € Y

tais que:
Yy—r<e << y<ax-+e
Em particular, sabe-se que inf Y <y e x < sup X. Logo, para todo ¢ > 0,
infY <sup X +e.

Segue do Lema que inf Y < sup X. Como a outra desigualdade é sempre verdadeira

por conta da primeira afirmacao, segue que sup X = inf Y. O

Proposicao 1.1.5. Sejam X e Y subconjuntos limitados do conjunto R dos ntimeros
reais. E também limitado o conjunto X +Y := {z+y;x € X,y € Y}. Inclusive, é valido:
e inf (X +Y)=inf X +infY;

e sup (X +Y)=supX +sup?Y.

Demonstracao. Segue abaixo.

(Primeira Afirmagdo) Sendo X e Y limitados, tem-se a partir da Proposicao[l.1.2
que X C [—a,a] e Y C [=b,b] para algum a,b € R. Com isso, X +Y C [—c¢,c| com
¢ = a+ b. Pela reciproca da Proposicao[1.1.2 X + Y ¢é limitado.

(Segunda Afirmagao) Sabe-se que inf X < z e inf Y < y para todo z € X e todo
y €Y. Logo, inf X +infY <24y = 2 para todo z € X +Y. Com isso, inf X +infY ¢

cota inferior de X + Y. Resta garantir que é a maior cota inferior de X 4+ Y.

Dado € > 0, tem-se que existem zg € X e yy € Y tais que:
. € ) €
o <1an+§ e Yo <1an—i—§.
Logo, zo = xo + yo < (inf X +inf V) 4+ €. Portanto, inf (X +Y) = inf X + inf Y.
A outra igualdade do enunciado é demonstrada de forma analoga. O

Proposigao 1.1.6. Sejam X um subconjunto limitado do conjunto R dos ntimeros reais

e ¢ € R. E também limitado o conjunto ¢ - X := {cz;x € X}. Inclusive, é valido:
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e Sec >0, entdo inf (c¢- X)=c-inf X esup(c-X) = c-sup X;

e Se ¢ <0, entdo inf(c- X)=c-supX esup(c-X)=c-inf X.

Demonstracao. Segue abaixo.

(Primeira Afirmacao) Sendo X limitado, tem-se a partir da Proposicao que

X C [—a,a] para algum a € R. Com isso, ¢- X C [—b,b] com b = ca. Pela reciproca da
Proposigao [I.1.2] ¢+ X é limitado.

(Segunda Afirmagao) Se ¢ = 0, entdao ¢- X = {0}. Consequentemente,

inf(c-X)=0=c-infX e sup(c-X)=0=c-supX.

Suponha entdo ¢ > 0. Sabe-se que inf X < z para todo x € X. Assim, ¢-inf X <cxr ==z

para todo z € ¢+ X. Resta mostrar que c-inf X é a maior das cotas inferiores de ¢ - X.

Dado € > 0, existe xg € X tal que:
€
ro<infX +- < zg=cxg<c-inf X +e.
c

Portanto, inf (¢- X) = ¢ - inf X.

Por outro lado, se ¢ < 0; entdo c¢-inf X > cx = z para todo z € ¢- X. Além disso,

existe xg € X tal que
x <ian—|—i <~ zg=crg>c-inf X —e.
—c
Portanto, sup (¢- X) = ¢ -inf X.

As demais igualdades sao demonstradas de forma analoga. O]

Proposigao 1.1.7. Sejam X, X' Y e Y’ conjuntos limitados de niimeros reais. Considere
ainda que X' C X eY'  C VY. Se,paracadax € X ey € Y, existem 2/ € X' ey € Y’
tais que ' < x ey <y, entdo inf X' =inf X esupY’ =supV.

Demonstragio. Sabe-se que inf X < x para todo x € X. Em particular, inf X < 2’ para
todo ' € X' (afinal, X’ C X). Entao, inf X é cota inferior de X’ e por isso inf X < inf X’
Por outro lado, dado € > 0, existe x € X tal que

r <inf X +e.
Por x € X, segue por hipétese que existe 2’ € X' de tal modo que 2’ < z. Assim,
2 <inf X +e.

Pelo Lema [1.1.1] segue que 2/ < inf X. Contudo, inf X’ < 2/ e, consequentemente,
inf X’ <inf X. Portanto, inf X’ = inf X.

Procedendo de maneira analoga, obtém-se que sup Y = sup Y". O]
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Para encerrarmos essa secao, apresentaremos a no¢ao de fungao limitada e algumas
de suas propriedades para utilizacao imediata em resultados envolvendo a Integral de

Riemann em segoes subsequentes.

Definicao 1.1.5. Seja f : X C R — R uma fungdo. Diz-se que f € limitada quando o
seu conjunto imagem, f(X) = {f(z) € R;x € X}, é limitado.

Definicao 1.1.6. Seja f: X C R — R uma fungao limitada. O infimo e o supremo de f
sdo, respectivamente, inf f = inf f(X) e sup f = sup f(X).

Corolario 1.1.1. Sejam f,g: X C R — R fungoes limitadas. Sdo também limitadas as

fungoes f + g e cf para todo ¢ € R. Inclusive, tem-se:
o inf(f+g)>inff+infg e sup(f+g) <supf+supgy;
e Sec >0, entao infcf =c-inf f e supcf = ¢ - sup f;

e Sec<0,entao infef =c-sup f esupcf = c-inf f.

Demonstracao. Segue abaixo.

(Primeira Afirmagao) Por hipdtese, f(X) e g(X) sdo conjuntos limitados. Con-

sequentemente, f(X) + g(X) e ¢ f(X) sao limitados por conta, respectivamente, das
Proposicoes e|l.1.6l Observa-se ainda que:

(f+9)(X) Cf(X)+9(X) e (cN)X)=c- f(X),

De fato, (f + g)(X) C f(X) + g(X) porque, dado y € (f + ¢)(X), existe z € X tal que
(f + 9)(x) = y. Uma vez que (f + g)(z) = f(z) + g(x), entdo y € f(X) + g(X). Jd a
igualdade (¢f)(X) = c¢- f(X) é imediata, afinal, (¢f)(z) =c- f(x).

Sendo assim, pela Proposicao 3, (f 4+ ¢)(X) é limitado; enquanto (cf)(X) é
limitado por conta da igualdade estabelecida anteriormente. Logo, f 4+ g e cf sao fungoes

limitadas.

(Segunda Afirmagao) Enfim, para garantir a validade de pelo menos uma das ex-

pressoes matematicas enunciadas no resultado, é essencial mostrar que se A e A’ sdo con-

juntos limitados de niimeros reais tais que A’ C A, entdo inf A’ > inf A e sup A’ < sup A.

De fato, repare que inf A < a para todo a € A. Em particular, inf A < o’ para todo
a’ € A (afinal, A’ C A). Como inf A’ é a maior das cotas inferiores de A’ e inf A é cota

inferior de A’, segue que inf A’ > inf A. De maneira similar, verifica-se que sup A" < sup A.

Segue entao das informacoes anteriores, juntamente da Proposicao que:

inf (f +g) (X) 2 inf f(X) +infg(X) e sup(f +g) (X) < sup f(X) +sup g(X),
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ou seja,
inf (f+¢g)>inff+infg e sup(f+g) <supf+supg.

Outrossim, por conta da igualdade (¢f)(X) = ¢ f(X), segue da Proposi¢ao [L.1.6]
as demais expressoes matematicas contidas no enunciado desse resultado. O]
Proposicao 1.1.8. Seja f: X C R — R uma funcao limitada. Entao tem-se que

sup £(X) — inf £(X) = sup {|f(x) — £(3)]; 2,y € X}

Demonstragao. Por f ser uma fungao limitada, entao f(X) é um conjunto limitado e, por
conseguinte, f(X) admite infimo e supremo.

Considere z,y € X quaisquer. Suponha ainda, sem perda de generalidade, que
fly) < f(x). Assim,

inf f(X) < f(y) < f(z) <sup f(X).
Com isso,
|f(z) = f(y)| = f(z) = fy) <sup f(X) —inf f(X).

A desigualdade acima garante que sup f(X)—inf f(X) é uma cota superior para o conjunto

{If(x) = f(y)];x,y € X} e dessa maneira tal conjunto é limitado superiormente.

Por outro lado, para todo € > 0, existem z,y € X tais que f(y) < inf f(X) + 5 e
sup f(X) — § < f(z). Sendo assim,
|f(z) = f(y)l = f(x) = f(y) > [sup f(X) — inf f(X)] —e.
Portanto, sup {|f(z) — f(y)|;z,y € X} = sup f(X) — inf f(X). O

1.2 Integral de Riemann

Apresentaremos, nesta secdo, o conceito da Integral de Riemann, que é baseado
em outras duas ideias — Integral Inferior e Integral Superior. E claro, entretanto, que para
estabelecé-las necessitaremos de conceitos predecessores como, por exemplo, as nogoes de
particao e comprimento de um intervalo fechado, bem como somas inferior e superior de

uma funcao limitada.

Definigao 1.2.1. Uma particio P do intervalo fechado I = [a, b] é um subconjunto finito
de I que contém os extremos desse intervalo. Em outras palavras, pondo ty = a e t,, = b;

e escolhendo ainda t1,t5...,t,_1 € I dois a dois distintos, tem-se que
P = {to,t1,ta,. .., tn_1,tn}

¢ uma particao do intervalo I.
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Observacgio 1.2.1. E comum escrever P da seguinte maneira:
P={to=a<t; <ty<.. <ty <t,=D}

Assim, diz-se que a particao P é ordenadamente crescente.

A partir de agora quando nos referirmos a uma particao de um intervalo fechado,
sempre estaremos considerando ela ordenadamente crescente para evitar demasiadas re-

peticoes no texto.

Veja uma representacao da partigao P = {tg = a,t1,1s,...,t,_1,t, = b} do inter-
valo fechado I = [a, b] na Figura [1| abaixo.

[ ]
— —t ' ' ' — R
a t bota e b b e

1 2 l3 i-1 n-1 _b
to tn

Figura 1 — Representagdo geométrica da particao P do intervalo I = [a, b].

Definigao 1.2.2. Considere uma partigdo P = {ty = a,t1,ta,...,t,_1,t, = b} do inter-
valo I = [a,b]. O comprimento do i-éssimo intervalo fechado [t;_1,t;] da particio P é o

numero real A; = t; — t;_;.

Observagao 1.2.2. Se P = {ty = a,t1,t2...,tp_1,t, = b} é uma partigdo de I = [a, ],

entao
n
Z AZ =b—a.
i=1
De fato, repare que:

A = A+A++ A+ A,

= (ti—ty)+(ta—t) + -+ (tno1 — o) + (tn — th
t, —

= (A —to) + (08 — ) + 7+ (bnt — L=2) + (b — L1
= 1, — 1
= b—a.

Definigao 1.2.3. Sejam P e Q partigoes do intervalo fechado I = [a,b]. Diz-se que Q
refina P quando P C Q.

Exemplo 1.2.1. Uma parti¢ao do intervalo fechado I = [0, 1] é:

1
P:{O,Q,l}
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Outras parti¢des do mesmo intervalo sdo:

1 1 1 11 1234
"= 07 ) 77771} *:{07777a1}'
& { 1.000° 100" 10 5" 2 c P 5955 H

1 1
O comprimento do intervalo {2,1] das partigoes P e P' é 1 — 3= 5 Ja o
2 2 1
comprimento do intervalo {5, 5} da particao P* é ETETE

Além disso, veja que P’ refina P porque P C P’; entretanto, P* nao refina P e
muito menos P’ porque P ¢ P* e P’ ¢ P*.

Defini¢ao 1.2.4. Sejam P = {ty = a,ty,ts,...,t,_1,t, = b} uma particio do intervalo
fechado I = [a,b] e f : I — R uma funcdo limitada. Em cada intervalo [t;_1,;] da

particao P, o infimo e o supremo de f sao, nessa ordem, dados por
m; =inf {f(x);z € [t;i_1,t;]} e M;=sup{f(x);x € [t;i_1,t:]}.

Defini¢ao 1.2.5. Sejam P = {ty = a,t1,t5...,t,1,t, = b} uma parti¢do do intervalo
fechado I = [a,b] e f : I — R uma fungdo limitada. Em relagdo a particdo P, a soma

inferior de f e a soma superior de f sdo, respectivamente, dadas por

n n
s(f;P) = ZmzAi e S(f;P)= ZMlAZ
i=1 =1
Se f:[a,b] — R é uma funcao limitada néo—negativaﬂ, entao percebe-se que m;A;
¢ a area do retangulo [¢;_1,t;] X [0, m;] abaixo da curva descrita por f. Com isso, somando
todos os m;A;’s, obtém-se a soma inferior de f que nada mais é do que a area aproximada

por falta da regidao abaixo da curva de f. Veja a Figura [2|

()

\d/tl to t3 fats---tiq1 bt -+ th1 b

to tn
Figura 2 — Representagao da soma inferior de f em relacao a particao P.

De maneira andloga, vé-se que a soma superior de f é a aproximagao por excesso

da area abaixo da curva descrita por f. Veja a Figura

1

Uma fungéo é dita ndo-negativa quando o seu conjunto imagem esta contido em Ry := { € R;z > 0}.
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()

M; 1

&tl to @3 tgts- -t t; - th_1 \b/
to tn

Figura 3 — Representagdo da soma superior de f em relacao a particao P.

Quando f é negativa (f(z) < 0 para todo x € [a,b]), tem-se que as somas inferior
e superior de f sdo, na devida ordem, a aproximacao por falta e excesso da area abaixo

da curva de f com o sinal oposto.

Lema 1.2.1. Seja P = {tg = a, t1,ts,...,t,_1,t, = b} uma parti¢do do conjunto dominio

da fungao limitada f : [a,b] — R. Entéo,
s(f;P) < S(f;P).

Demonstragio. Repare que m; = inf {f(z);z € [t;i—1,t:]} <sup{f(z);z € [tio1, t;]} = M;
e A; = t; —t;i-1 > 0 para todo i € {1,2,...,n}. Com isso, m;A; < M;A; para cada
i €{1,2,...,n}. Somando membro a membro as n desigualdades anteriores, obtém-se

> omi <> MA;,
=1

=1

ou seja,
s(f;P) < S(f;P).
]

Lema 1.2.2. Sejam f : [a,b] — R uma funcdo limitada e, P e Q, duas partigdes do
dominio de f tais que P C Q. Entao,

s(fiP) <s(f;Q) < S(f;Q) <S(f;P).

Demonstragio. Seja P = {tg,t1,t2,...,tn_1,t,}. Suponha, em um primeiro momento,
que @ = P U {r}. Digamos que t;_; < r < t; para algum ¢ € {1,2,...,n}. Ponha ainda

m’ e m” os infimos de f nos intervalos [t;_1,7] e [r, t;], respectivamente. Evidentemente,

m; <m' e m; <m’,
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afinal, [t;_1, 7], [r,t;] C [ti—1,t;]. Além disso, t;_ 1 —t; = (t; — ) + (r — t;i_1).

Portanto,

s(f; Q) —s(f;P) = m'(t; —r)+ /(T—tz 1) —my(ti —tio1)
= m"(ti —r) +m'(r —ti1) — {my[(t: =) + (r —ti1)]}

= (m" —m)(t; —r) + (m —m)(r —ti1).

Uma vez que m' —m; > 0 e m”" —m; > 0 (bem como os comprimentos dos intervalos

[ti_1,7] e [r,t;]), segue que
s(f:Q) = s(f;P) 2 0= s(f;Q) = s(f;P).

Para obter o resultado geral, em que Q resulta de P acrescido de k elementos,
usa-se k-vezes o que foi provado acima. A desigualdade central é imediata e a ultima

desigualdade prova-se de forma analoga ao que fora feito acimal m

O Lema nos garante que, ao refinarmos uma dada parti¢do, as somas inferior
e superior, nessa dada ordem, ndo diminui e nem aumenta. Assim, quando refinamos
cada vez mais uma particao, aumentamos o nimero de retangulos e, consequentemente,
fazemos com que a defasagem entre a soma inferior (respectivamente, soma superior) e
a area exata abaixo da curva da funcao seja diminuida; ou seja, a aproximacao fica cada

vez mais precisa/proxima da drea real.

Definigao 1.2.6. Sejam o conjunto A := {P; P é particdo de [a,b]} e f : [a,b] - R uma

funcao limitada. A integral inferior de f e a integral superior de f sao, respectivamente,

/abf:sup{s(f;P);PE/\} e /abf:inf{S(f;P);PE/\}.

Exemplo 1.2.2. Considere a fungao f : [a,b] — R dada por f(z) = ¢, onde ¢ é um

ntimero real fixado. E claro que f ¢é limitada, pois f([a,b]) = {c} é limitado. A partir daf,

considere P = {tg = a,t1,ta,...,tn_1,t, = b} uma partigdo qualquer de [a,b]. Veja que,
para cada i € {1,2,...,n}, tem-se m; = M; = ¢ uma vez que f([t;_1,t;]) = {c}. Com
isso,
S(fiP) =Y mihi =Y cAj=cY A =clb—a)
i=1 i=1 i=1
e

=1 i=1 i=1

Portanto,

/ / c(b — a).
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Exemplo 1.2.3. Seja a fungao f : [0,1] — R dada por f(z) = 2z. Veja que f é limitadal
De fato, dado z € [0, 1], entdao 0 < z < 1 donde 0 < 2z < 2, ou seja, 0 < f(z) < 2. Uma
vez que os numeros 0 e 2 sdo, respectivamente, cotas inferior e superior para f ([0, 1]),

entao f([0,1]) é limitado, ou melhor, f é limitada.

o Afirmacgdo: /Olfz/olf: 1.

Com efeito, seja P = {tg = 0,t1,1s,...,t,_1,t, = 1} uma particdo qualquer do
intervalo fechado [0,1]. Para ¢ € {1,2,...,n}, tem-se m; = 2t,_y e M; = 2t; (pois f é

uma funcgao crescentemente continua no conjunto compactoﬂ i—1,ti]). Com isso,

n

= Z 261t — tis1) <Y [Qtiq(ti —ti1) + (t — 751;71)2}

(ti = tic) (21 +t; — tiq)

I
. N
M: I
I

.
Il
—

I

.
Il
—

(ti —tioa)(ti +tic1)

(152 — 1)

I
i Mz

»—ll\')

( )(t%—t%)+-.-+(ti—ti_1>
= =10+ (h— 1)+t (6 — 25)
= ti - to
= 1.
Logo, 1 é cota superior do conjunto A := {s(f;P); P é particao de [0,1]}. Resta
mostrar que sup A = 1.

De fato, para todo € > 0 dado, considere a parti¢ao do intervalo [0, 1] descrita por

P,=140% 2 . =11l comn € Ntal quen > 1. Veja que, paracadai € {1,2,...,n},
n’'n n €
— 1 ' 1
mi:2-l s Mz:2£ (§ Az:*
n n n
Assim,
" i—1 1 1 &
s(f;Pn):'_1<2 n 77,> = 2@2(1—1)
— 2.i.n(n—1)
n? 2
~ on—1
B n
1
= 1-—=
n
> 1—c¢€

2 Um conjunto X C R é dito compacto quando toda sequéncia de pontos de X possui uma subsequéncia

que converge para um ponto de X.
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1
Portanto, / f=1
JO

1
Usando um procedimento analogo, garante-se que / f=1
0

Corolario 1.2.1. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Tem-se que

b b
s(fsP) < [ 1< [ <SP,
onde P é uma partigdo qualquer de [a, b].

Demonstragio. Considere o conjunto A = {P;P é particao de [a,b]} e f : [a,b] — R uma
fungao limitada. Pelo Lema [1.2.1] segue que s(f;P) < S(f;P) seja qual for a partigdo P
do dominio de f. Entao, pelo Teorema [1.1.1], tem-se

sup {s(f;P); P € A} <inf {S(f;P); P € A},

ou seja,

[r<[r

As desigualdades externas apresentadas no resultado sdo triviais. O

Veremos, no préximo exemplo, um caso em que a desigualdade central do Corolario
é estrita, afinal, até o momento observamos dois exemplos em que ocorria a igualdade

entre as integrais inferior e superior.

Exemplo 1.2.4. Seja a Fungao de Dirichlet © : [0, 1] — R dada por

1, se x é racional

D(z) = { 0, se x é irracional .

E claro que D ¢é limitada, pois ® ([0,1]) = {0,1} é limitado. Agora, considerando uma
particio P = {to = 0,t1,t2,...,tn_1,t, = 1} qualquer de [0, 1], tem-se que m; = 0 e
M; = 1parai€ {1,2,...,n}. Defato, parai € {1,2,...,n}, vé-se que em [t;_1,t;| sempre
se encontra um numero racional e outro irracional por conta dos conjuntos dos niimeros
racionais e irracionais serem densos na reta real. Com isso, D([t;—1,t;]) D ©([0,1]), mas
por outro lado sempre se tem que D([0,1]) D D ([t;—1,%:]). Logo, D([ti—1,t:]) = D([0,1])
donde m; =0 e M; = 1. A partir dai,

i=1 =1

Uma vez que P é uma partigdo qualquer de [0, 1], segue que

/()1©:O<1:/01©.
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Defini¢ao 1.2.7. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Diz-se que f é integrdvel a

Riemann quando
b b
1=

b b
Nesse caso, a esse valor, chamamos de integral e o denotamos por / f ou / f(z) dx.
A partir dos Exemplos e percebemos que
b 1
/ cdr=clb—a) e / 2¢ dx = 1.
a 0

Com relagao ao Exemplo [I.2.4] vemos que a Funcdo de Dirichlet ndo é integravel

a Riemann. Entretanto, no Capitulo 3, veremos que essa fun¢ao é integravel a Lebesgue.
Vejamos outros exemplos!

Exemplo 1.2.5. Seja a funcao f : [—1,1] — R definida por f(z) =1, se z € [—1,0); e

f(z) = %, se z € [0,1]. E claro que f é limitada, afinal f([—1,1]) = {%, 1}. Além disso,

observe que f nao ¢é continua. Considere, paran € N com n > 1,

11
Pn = {_17 R ) 1}
n n

uma particao de [—1,1].

Assim,

RO

S(f;Pn) = 1(—1+1>+1<1+1>+;<1_1)

n n o n n
b2 11

N n n 2 2n

B 3 1 1

2 n 2n

Pelo Corolario [1.2.1],
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Logo, pelo Teorema das Sucessoes Enquadmdaﬂ, quando n — oo, conclui-se que

-3

Exemplo 1.2.6. Considere a funcio limitada f : [0,1] — R dada por f(z) = z* — 1.

Além disso, para n € N, seja

Pr

Il
—N
=
S|
S

3
S|
—_
—_
——

uma particao de [0, 1].

A partir dai, vé-se que

S(fiPa) = Zl(i_l)z_"2-1]

pr n? n
1 &y 2 2
= E'Z[(Z—l) —n’
i=1
1 n ) n
i—1 i—1
1 In@n-1)(n—1) 3
3 6 -
(2n—1)(n—1)
= -1
6m2
— _1+1_i+i
N 3 2n  6n?
2z 11
- 3 2n  6n?

s(iP) = 3| ]

1
I [n(2n+1)(n+1) 3

= — -n
n3 6

_ 4 2n+1)(n+1)

N 6m2

U

N 3 2n  6n?

_o2 1

B 3 2n  6n?

3 Enunciado: Sejam a,, b, e ¢, sequéncias de ntimeros reais tais que:

1) ap < b, < ¢, para todon € N;
i) lim a, = lim ¢, = L.
n— oo n—oo

Entao, lim b, = L.
n—oo
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Pelo Corolario [1.2.1},

2

1+1</1f</1f< 2+1+1
on  6n2 Jo " Sl T 3 2n

3 6n2’

Logo, pelo Teorema das Sucessoes Enquadradas, quando n — oo, conclui-se que
1 2
[
0 3

1.3 Condicoes de Integrabilidade a Riemann

Estaremos, a partir de agora, interessados em saber quando uma funcao limitada
¢ ou nao integravel a Riemann porque evita a realizacao de calculos desnecessarios para
encontrar o valor da integral, que é inexistente caso a fungdo venha ser nao integravel.
Nesse sentido, apresentaremos os principais resultados que versao sobre as condigoes que

precisam ser satisfeitas/garantidas para que uma fungao seja ou nao integrével a Riemann.

Teorema 1.3.1 (Condigdo Imediata de Integrabilidade). Seja f : [a,b] — R uma fungao

limitada. S&o equivalentes as seguintes afirmacoes:

i) f é integravel;
i1) Dado € > 0, existem partigoes P e Q de [a, b] tais que S(f;P) — s(f; Q) < €;

i7i) Dado € > 0, existe uma particao P’ de [a, b] tal que S(f;P") — s(f;P') < €.
Demonstracao. Segue abaixo.

i) = ii) Suponha que f é integravel, ou seja,

7= (s(7:P):P e AL =l (S(PYPEA} = [ 1
onde A :E?; P é particao de [a, b]}.
Pela segunda parte do Teorema [I.1.1] existem P, Q € A tais que
S(f;P)—s(f;Q) <e,
para todo € > 0 dado.
 1i) = 4ii) Dado € > 0, existem duas parti¢oes P e Q de [a, b] tais que
S(f;P)—s(f;Q) <e.
Tomando a particao P’ = P U Q, segue do Lema que
s(f;Q) <s(f;P) < S(fP) <S(f5P).
Decorre das desigualdades acima que

S(fsP') = s(fiP") < S(fiP) — s(f; Q) < e.
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 4ii) = i) Dado € > 0, existe uma parti¢ao P’ de [a, b] tal que S(f;P’)—s(f;P’) < e.
Logo, segue do Teorema que:

sup {s(f;P); P € A} =inf {S(f;P); P € A},
isto é,
[1=]7r

Portanto, f é integravel.

Assim, fica mostrado o resultado. O

Comentario 1.3.1. No item 4ii) do Teorema [1.3.1} é comum escrever
S(fiP) = s(f;P') =D wi;,
i=1
onde w; = M; — m; é chamado de oscilagdo de [ no i-éssimo intervalo da particao P'.

Teorema 1.3.2. Para a funcdo f : [a,b] — R ser integravel é suficiente que essa seja

continua.

Demonstragio. Pela continuidade da fungdo f no conjunto compacto [a,b], temos que f
é limitada e uniformemente continua. Por f ser uniformemente continua, segue que, para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que, para x,y € [a,b),

€
b—a

[z —yl <& = [f(z) = fly)l <

Tome P = {ty = a,li,ts,...,tn_1,1,} uma particio de [a,b] de tal modo que
A; < dparatodoi € {1,2,...,n}. Além disso, no conjunto compacto [t;_1,t;] da partigdo
P, f admite elementos de minimo e maximo; ou seja; existem z;,y; € [t;_1,t;] tais que

m; = f(x;) e M; = f(y;). Uma vez que |z; — y;| < A; (afinal, t; 1 < x;,y; < 1),

|z, —yi| <& = |my — M;| = |M; —m;| = M; —m; <

b—a
A partir dai,

n n

S(fiP)—s(f;P) = ZMiAi - ZmiAi
i=1 i=1

= zn:(Mz - mi)Ai
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Portanto, pelo Teorema [1.3.1] f é integravel. m

Comentario 1.3.2. Observe que nao é necessario que a func¢ao seja continua para que

essa seja integravel como nos mostra o Exemplo

Teorema 1.3.3. Para a funcao f : [a,b] — R ser integravel é suficiente que essa seja

mondtona.

Demonstracdo. Suponha, sem perder a generalidade do resultado, que f seja uma funcao
decrescente, isto é, dados x,y € [a,b] tais que x > y, entdo f(x) < f(y). Veja também
que f é limitada, afinal, f(b) < f(z) < f(a) para todo = € [a,b]. Ademais, nota-se que

f(a) e f(b) sdo, na posta ordem, os elementos de méximo e minimo de f.

Para garantir que f seja integravel, deve-se, para todo € > 0 dado, encontrar uma
parti¢do de [a,b] cuja diferenca entre as somas superior e inferior seja menor do que o
dado €.

Tome a particdo P = {to = a,t1,ta,...,ty_1,t, = b} uma parti¢do de [a,b] de tal

forma que

€
A=t —t,_1 < m

Além disso, no conjunto compacto [t;_1,t;], f admite elemento de minimo e méa-
ximo nos extremos de tal intervalo (pois f é decrscente), isto é, m; = f(t;) e M; = f(ti—1).

Com isso,

S(P) — s(f:P) = S M -3 ma,
=1

=1

= zn:(Mz - mi)Ai

Portanto, pelo Teorema [1.3.1] f é integravel. ]

O proximo resultado nos determina de uma vez por todas quando uma funcao
f i la,b] — R é integrével, pois nos fornece a condi¢do, ndao apenas suficiente, mas

necessarial
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Teorema 1.3.4 (Borel-Lebesgue). Considere a fungao limitada f : [a,b] — R. A condigao
necessaria e suficiente para que f seja integravel é que o seu conjunto D de pontos de

descontinuidade tenha medida nuldi

Demonstragao. Vide (LIMA| 2018| p. 132-133). m

1.4 Propriedades da Integral de Riemann

Encontrar o valor da integral de uma func¢ao integravel nem sempre é simples, em
virtude de que podemos ter fungoes cujos elementos que compoem sua lei de formacao
sao operagoes entre outras estruturas matematicas que podem ser complexas. Em vista
disso, iremos apresentar, nesta ultima secao, algumas propriedades intrinsecas a Integral

de Riemann que visam facilitar os calculos para obter tal valor.

Teorema 1.4.1. Sejam f, ¢ : [a,b] — R duas fungoes integraveis. Entdo a soma f + g é

/(f+g /f+/g

Demonstragio. Como f e g sdo integraveis, segue do item iii) do Teorema que, dado

integravel e vale

€ > 0, existem as parti¢des P e P’ de [a, b] tais que

S =s(fiP) <5 e S(gP)—s(gP) < 3.

(\]

Tomando a partigdo @ = P UP’, tem-se ainda por conta do Lema [1.2.2] que:

S(f;Q)—s(f;Q) < e S(gQ) —s(g:Q) <

N ™
DO m

Pondo que m}, m! e m; sdo, respectivamente, os infimos de f,g e f + g; e M/, M/
e M; sao, na posta ordem, os supremos de f,g e f 4+ g no i-éssimo intervalo da particao
Q, tem-se m; = m} + m! e M; < M!+ M/ pelo Corolério |1.1.1} Multiplicando ambas as
desigualdades anteriores por A;, faz-se m;A; = (m};+m})A; e MiA; < (M4 M])A,;. Dai,

n

i=1 =1 2*1

4 Um conjunto X C R tem medida nula quando, para todo € > 0 dado, existe uma familia de intervalos

limitados da reta (I;)rer, onde L é uma conjunto enumeravel, tal que

XclUk e D Ikl<e,

keL kel

onde |Ii| é o comprimento do intervalo I, — que é igual ao médulo da diferenga entre os extremos do
intervalo.



Capitulo 1. Integral de Riemann 34

ou melhor,

s(f+9:Q) =2s(f;Q)+3(3;Q) e S(f+gQ) <S(f;Q) +S(g;9).

Assim,
S(f+9:Q) —s(f+9:2) < [S(f;Q)+S(g; Q)] — [s(f; Q) + s(g; Q)]
= [S(f; Q) —s(f; Q)] +[5(g; Q) — s(g; Q)]
<y

Portanto, pelo Teorema [1.3.1} f + g é integravel.

Por outro lado, considerando P e P’ partigoes quaisquer de [a, b] e o refinamento
Q =P UP’ de tais partigoes, segue pelo Corolario que

b b
s(f; Q)é/a F<S(FQ e sy Q)</a < S(g; Q).

Assim,
S(1Q s < [ F+ [ 9<5(7:0)+5(:Q)
Uma vez que 5(f; Q)+ s(g; Q) < s(f+9:Q),S(f+9:Q) < S(f; Q)+ 5(g;:Q) e

(09 < [(Fro <SG +5:9)

tem-se
S P) 45l P) < [[(f +9) < SU5P) + S(o:P).

Logo, aplicando convenientemente duas vezes o Teorema [[.1.1] e em seguida a

/abf+/abg</ab(f+g)</abf+/abg-

Proposicao [1.1.5

Portanto,

/(f+g /f+/g

Teorema 1.4.2. Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes integraveis. Entdo o produto fg é

integravel.
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Demonstracao. Como f e g sao fungoes integraveis, entdo f e ¢ sao limitadas. Logo,

existem nimeros reais M e M’ tais que
[f@) <M e [g(x)] <M,
para todo z € [a, b].
Tome K = max {M, M'} e, assim,
f@) <K e |g(z)| <K,
para todo z € [a, b].

Dada uma particao P = {tg = a,t1,ta,...,ts_1,t, = b} qualquer, sejam w}, w! e

w; as oscilagoes de f,g e fg no i-éssimo intervalo [t;_1, 1] dessa particao.

Repare que, para quaisquer x,y € [t;_1, 1],

((fo)(y) — (fo) (@) = |f(y)aly) — f
|f(y)aly) — f

2)g(x)]

3
Q
+ &
+
=

x)g(y) — f(2)g(y)|

= [(f(y) = f(@)g(y) + (9(y) — 9(2)) f(y)]
< () = f@)g)l + [(9(y) — g(x)) f(z)]
= [f(y) = F@)llgW)] + l9(y) — g9(@)[|f ()|
< fly) = f@)|K +[g(y) — g(2)| K

K([fy) = f(@)] +19(y) — g(z)]).

Uma vez que as oscilagoes de f e g no i-éssimo intervalo da particao P sao,
respectivamente, as diferengas entre o supremo e infimo de f e g nesse intervalo, segue da

Proposicao [1.1.8| que
K (1f(y) = f(@)] + [g(y) — g(2)]) < K (w; + ).
Como consequéncia, tem-se |(fg)(y) — (fg)(z)] < K(w} + w}).

Vé-se assim que K (w)+w?) é cota superior de {|(fg)(y) — (fg)(z)|;z,y € [ti—1,t:]}
Logo, w; < K(w} 4+ w!). Multiplicando essa desigualdade por A;, reordenando-a e so-

mando membro a membro para ¢ € {1,2,...,n}, obtém-se
n n n
i=1 i=1 i=1

que é

S(fg:P) — s(fg: P) < K[(S(f;P) — s(f;P)) + (S(g: P) — s(g; P))] -
Uma vez que f e g sao integraveis, segue que, para todo ¢ > 0 dado, existem
partigdes P’ e P” de [a, ] tais que

SUP) = s(fiP) < 5= e S@P")=s(g:P") < 5=
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Tomando o refino @ = P’ U P”, decorre pelo que foi visto anteriormente que

S(fg;Q) —s(fg: Q) < KI[(S(f;Q) —s(f;Q))+ (S(g; Q) — s(g; Q))]
< K(3%+31)
- K.}E{

= €.

Portanto, pelo Teorema [1.3.1 fg ¢é integravel. O]
Comentario 1.4.1. Se f e g sao integraveis, nao é verdade que se tenha

/abfgz/abf-/abg-

Para ver isso, note que ja sabemos pelo Exemplo [1.2.6{ o valor de

1 2
21 dr=—=
| @1 de= -3,

mas

/01(x+1) dm-/ol(m—l) dx:—i.

Contudo, se g for uma fun¢ao constante (digamos g(x) = ¢ para todo = € [a,b]) vale o

/abcf:c/abf.

Para a demonstracao desse fato, vide (LIMA] [2018, p. 128).

seguinte:

E natural nos perguntarmos se o quociente entre as fungoes integraveis f e g é
integravel, ja que o produto o é. Pois bem, o préximo resultado nos dira exatamente que
tal afirmagao é veridica e para demonstra-la basta garantirmos que 1/g seja integrével

quando g é integravel com 0 < k < |g(x)| para todo x € [a,b], afinal, f/g=f-1/g.

Teorema 1.4.3. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes integraveis. Se 0 < k < |g(x)| para todo

x € [a,b], entdo o quociente f/g é integravel.

Demonstragao. Vide (LIMAL 2018, p. 128). O

Teorema 1.4.4. Sejam f,g : [a,b] — R fungdes integraveis. Se f(z) < g(z) para todo

/abféfabg-

x € [a,b], entdo
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Demonstracio. Seja P = {ty = a,t1,ta,...,tn_1,t, = b} uma parti¢do qualquer de [a, b].
Tem-se que f(z) < g(x) para todo [t;_1,t;]. Pondo m; e m}, respectivamente, os infimos de
f e g enquanto M; e M sdo, nessa ordem, os supremos de f e g no intervalo [t;_1, t;]; segue
do Teorema [L.1.1] que M; < m}. Assim, m; < M; < m} < M/. Logo, s(f;P) < s(g;P) e
S(f;P) < S(g;P). Consequentemente, pelo Teorema novamente, [ f < [Pg. O

Teorema 1.4.5. Seja f : [a,b] — R uma fungdo integravel. Entao |f| é integravel e vale

|/abf </ab|f|-

Demonstragao. Vide (LIMA] 2018| p. 128). m

Para finalizar, demonstraremos um resultado que fala sobre a passagem do limite
sob o sinal da integral para podermos comparar a validade com resultados similares vol-

tados a Integral de Lebesgue, que sera introduzida em capitulos subsequentes.

Definicao 1.4.1. Uma sequéncia de funcgoes f, : X C R — R converge pontual-
mente/simplesmente para a fungao f : X C R — R quando, para todo € > 0 ez € X
dados, existe nyg € N (que depende de z e de €) tal que n > ny = |f.(z) — f(z)] < €.

Definigao 1.4.2. Uma sequéncia de fungdes f,, : X C R — R converge uniformemente
para a funcao f : X C R — R quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N (que depende
exclusivamente de €) tal que, para todo z € X, n > ny = |fu(z) — f(z)] < e.

()

X

Figura 4 — Exemplo de uma representacao geométrica da convergéncia uniforme.
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Teorema 1.4.6 (Passagem ao limite sob o sinal da integral). Seja f, : [a,b] — R uma

sequéncia de fungoes integraveis. Se f, converge uniformemente para f : [a,b] — R, entdo

[ ()=t ([ 5).

Demonstracao. Como f,, converge uniformemente para f, entdo, dado € > 0, existe o

f é integravel e vale

numero natural ng tal que

n>ny = |f(z)— falz)] < i0—a)

para todo z € [a, b].

Fixe o nimero natural m tal que m > ng. Por f,, ser integravel, existe pelo item
iii) do Teorema uma particdo P = {to = a,t1,ta,...,t,_1,t, = b} de [a,b] tal que,

escrevendo w’ como a oscilagdo de f,, no intervalo [t;_1,t;] de 73, tem-se

Contudo, para =,y € [t;_1,1;] quaisquer,

1fy) = F@) = ) = f(@) + fu(@) = fn(@) + [ (y) = i (y)]
= (W) = fn) + (fn(2) = f(2)) + (fin(y) = fin(2))]
< W) = fm@ + (@) = (@) + [fin(y) = fn ()]

e L& L
40b—a) 4(b—a) '

A

L + w/
2(b—a) g

Denotando por w; a oscilagao de f no intervalo [¢;_1,t;] da particio P, tem-se por conta
da Proposicao [I.1.§ e da Definicao [I.1.4] que

€
; <
w; w’+2(b—a)
Dai,
n n € n
TAVEIES At o) A
2@ 2 Wbt g &
<S4 ¢ oy
2 2(b—ay
_ e ¢
202
= e

Logo, f é integravel.
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Agora, para n > ng, veja que

b
h—Wf < 1= 1)
b €
= a4(b—a)
c b
TR
€

Portanto,

Exemplo 1.4.1. Considere a sequéncia de fungoes f,, : [0, 1] — R definida por f,(z) =

SR 0

Cada f,, é integravel porque sao fungoes continuas (fungoes lineares). Veja que | f,(z)| < 1
para todo n € N e para todo = € [0,1]. Com efeito, dado = € [0,1] qualquer, entdo

se tem 0 < = < 1. Dal, é claro que —1 < = < 1 se, e s6 se, || < 1. Por fim,

T 1
| fo(z)| = Iz <-< L
n n

Para todo € > 0 dado, tome ng > é Assim,

||

n>ny = \fn(x)\:;<]x|€<€

Portanto, f, converge uniformemente para a funcao identicamente nula. Pelo Teorema

1.4.6| decorre que
1
AOIJ%/%

Exemplo 1.4.2. Seja rq,79,...,7,,... uma enumeracao dos nimeros racionais do inter-
valo [0, 1]. Defina f, : [0,1] — R dada por f,(z) =1, se x € {r1,79,...,r0}; e fu(z) =0,
caso contrario. Repare que cada f,, é integravel, pois o conjunto D,, dos pontos de descon-
tinuidade de f,, tem medida nula. Com efeito, o conjunto dos pontos de descontinuidade
de f, é D, = {r,r2,...,7,}. Dado € > 0, tome I; = (r; —
zo7) para j € {1,2,...,n}. Veja que

. :
57+ 7j + 57) (de comprimento

n n
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Logo, D,, tem medida nula e, pelo Teorema[[.3.4] f,, é integrdvel. Além disso, f, converge
pontualmente para a Funcao de Dirichlet, mas nao uniformemente. Sendo assim, nao vale
a igualdade estabelecida pelo Teorema m (até porque a Fungao de Dirichlet nao é

integravel a Riemann).
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2 Medida

A Teoria da Medida tem seu desenvolvimento em um periodo que os mateméaticos
estavam interessados em mensurar conjuntos nao tao habituais como eram os intervalos
da reta real, os reticulados retangulares do plano e até mesmo os blocos retangulares do
espaco euclidiano tridimensional. Esses conjuntos habituais tinham seu tamanho definido
através do que chamamos de comprimento (para intervalos da reta), area (para reticulados
retangulares do plano) e volume (para blocos retangulares do espacgo tridimensional). A
ideia principal com essa teoria foi entao de generalizar o tamanho de conjuntos através
do que ja se conhecia e estava bem posto/definido. (TAYLORY [1966]).

Essa teoria embora teve uma evolucao gigantesca no final do século XIX e inicio
do século XX, ha indicios de métodos para o calculo de medida de conjuntos singulares
muito antigos. Os gregos primitivos ja progrediam “|[...] como parte do desenvolvimento
de um sistema numérico.” (SION} 1990 apud MIRANDA; GRISI, 2022, p. 240, tradugao
do autor). Além disso, destacamos de acordo com TAYLOR (1966) que a relagdo entre
medida de conjuntos no plano com a area abaixo de uma curva gerada por uma funcao
real de uma variavel surge ja com um certo grau de generalidade devido o conceito de

integral, desenvolvido na segunda metade do século XVII por Newton e Leibniz.

Uma teoria mais sistematica apareceu na forma de integragdo no célculo
de Newton e Leibniz, na segunda metade do século 17. Nesta teoria
o grafico de uma funcao f é usado para descrever a fronteira de um
conjunto cuja medida é a integral de f. (SION| 1990/ apud MIRANDA;
GRISL, 2022, p. 240, tradugao do autor).

A partir dos meados do século XIX, segundo |SION| (1990 apud MIRANDA; GRISI,
2022)), as expressoes eram cada vez mais complicadas para se integrar e isto acabou na
re-examinacgao de ideias como, por exemplo, derivada e integral. Coube ao matematico
Bernhard Riemann uma definicdo mais precisa da noc¢ao de integral, todavia percebeu-
se que diversos teoremas relacionados as operagoes de limite envolvendo a Integral de
Riemann exigiam demasiadas hipdteses para serem validados, sem contar as func¢ées nao
integraveis (como vimos no Capitulo 1). Em virtude desses contrapontos, no inicio do
século XX, Henri Lebesgue desenvolve sua Teoria da Medida e Integracao generalizando

assim as ideias de E. Borel (Medida) e B. Riemann (Integral).

Exibiremos, neste capitulo, a definicao de medida positiva, que sera intensamente
utilizada na elaboracao da Integral de Lebesgue no Capitulo 3. Enfatizamos ainda que
nosso texto sera baseado nas literaturas: (AXLER, 2020; RUDIN| |1987; [TAYLOR, 1966)).



Capitulo 2. Medida 42

2.1 Espacos Topologicos & Métricos

Nesta secao, iremos apresentar duas estruturas algébricas — espagos topologicos e
métricos. Os espagos topoldgicos sao estruturas que permitem definir os conjuntos abertos
de um conjunto, enquanto que os espacos métricos permitem calcular distancias entre os
elementos de um conjunto munido de uma métrica. Inclusive, exibiremos a relagiao entre

essas duas estruturas algébricas.

Definigao 2.1.1. Seja T uma colecao de subconjuntos de um conjunto qualquer X. Diz-se

que T é uma topologia de X se as condi¢Oes abaixo sao satisfeitas:
i) 9, X e

n
i1) Se Ay, Ag, ..., A, € T, entdo ﬂ A; ey
i=1
i1i) Se {Ax}acr ¢ uma colegdo de subconjuntos de T indexados por elementos de um

conjunto qualquer L, entao U Ay €T
axeL

Ademais, os elementos de T sdo chamados de conjuntos abertos de X e o par (X, T) é dito

espaco topologico.

Exemplo 2.1.1 (Topologia Cadtica). Sejam X um conjunto qualquer e T = {&, X}.

Evidentemente, o par (X, T) é um espago topolégico.

Exemplo 2.1.2 (Topologia Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Defina ainda a

colegdo T = P(X) = {A; A C X}. Afirma-se que o par (X, T) é um espago topoldgico.

De fato, basta averiguar que T é uma topologia de X, isto é, verificar se as condi¢oes
i),11) e iii) da Definigao sado satisfeitas. Pois bem, a condigdo i) é imediatamente
satisfeita (afinal, @, X C X donde @, X € 1). Agora dado a cole¢ao {V1,Va,...,V,} de
elementos de T, entao V; C X para i = 1,2,...,n. Vé-se facilmente que ﬁ Vi X e

=1
n

assim ﬂ V; € 7 verificando assim a condigao 7). Por fim, dado uma cole¢do qualquer
i=1
{Va}ser, de elementos de T, entdo V,, C X para todo « € L. Dai, | J Vaer, C X donde se
«x€L
tem | J Vi € T, cumprindo a condicdo ).
xel
Exemplo 2.1.3. Considere o conjunto X = N dos ntiimeros naturais. Para cada n € N,
defina N, = {n,n+ 1,n+ 2,...} e ponha ainda Ny = &. O par (X,T) é um espago

topoldgico com T = { Ny, N1, Na, ...}

De fato, veja que @, X € T, afinal Ny = @ e N; = X. Repare agora que, dados
N;, N; € T com ¢ > j nao nulos, tem-se N; N N; = N; e N; UN; = Nj; afinal N; C N;.
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Nesse sentido, considerando o conjunto finito L C N e pondo & = max L, tem-se que
(1N: = N: € 1. O caso em que {0} C L ¢é evidente que [|N; = Ny € t. Por

ieL i€L
fim, considerando L’ C N e pondo & = min L’ (que existe por conta do Principio da

Boa Ordenagdo), tem-se | J N; = Ng € 1. O caso em que {0} C L’ é evidente que
il

U N = JN €1 (onde M =L —{0}), pois o conjunto vazio ndo agrega nada na
il ieM

uniao.

Exemplo 2.1.4. Seja o conjunto X = Z dos numeros inteiros. Para n € N, defina a
colecao T, = {D,nZ,nZ +1,...,nZ+ (n—1),Z}, onde nZ + a = {nx + a;x € Z} com
a€{0,1,2,...,n—1}. Paran > 2, o par (Z,T,) ndo é espago topologico uma vez que

nZ U (nZ + 1) & 1,, por exemplo.

Uma topologia que encontraremos com frequéncia é a da extensdao da reta real
[—00, +00] com sua topologia definida declarando os conjuntos (a, b), [—00, a), (a, +o<] e

qualquer uniao de conjuntos desse tipo para serem os conjuntos abertos.

Defini¢ao 2.1.2. Sejam os pares (X, T,) e (Y, T, ) espagos topolégicos. Diz-se que uma
aplicagao f : X — Y ¢é continua quando, para todo V € T, tem-se f~1(V) € 1,. Em
outras palavras, f é continua quando, dado qualquer conjunto aberto V' de Y, o conjunto
imagem inversa de V pela aplicaciao f, f~1(V) = {z € X; f(z) € V}, ¢ um conjunto
aberto de X.

Exemplo 2.1.5. Seja (X, P(X)) um espaco topolégico. A aplicagdo f : X — X definida
por f(xz) = x é continua. De fato, dado V' € P(X), conclui-se que V' C X. Por conta
da definicdo da aplicacdo f, repare que f~1(V) = V. Logo, f~1(V) C X implicando que
f7H(V) € P(X).

Exemplo 2.1.6. Sejam (N U {0},7) e (Z,w) espagos topoldgicos cujas topologias sao
descritas por T = {&,{1},{2},{1,2},NU{0}} e w = {©,2Z,2Z + 1,Z}. A aplicagao
f:7Z — NU{0} dada por f(m) =0,se m =0 (mod 2); e f(m) =1,se m =1 (mod 2), é
continua. De fato, basta reparar que:

o [T1(2)=0 € w; o [1({1,2})=2Z +1 € w;

o f[FI{1}) =2Z+1¢€ w; e [TI(NU{0}) =Z € w.

e fT{2}) =2 € w;

Agora apresentaremos uma outra estrutura matematica — os espagos métricos —
que permitem calcular distdncia entre elementos de um conjunto. Além do mais, veremos

a conexao que os espagos métricos possuem com os espagos topolégicos!
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Definicao 2.1.3. Uma métrica sobre um conjunto qualquer X nao vazio é uma aplicacao
d: X x X = R que associa cada par (z,y) € X x X a um ntmero real d(z,y) (chamado

de distancia de z a y) que satisfaz as condigoes abaixo:

i) d(x,z) = 0;
i1) Se x # y, entao d(x,y) > 0;
iii) d(z,y) = d(y, );

i) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Ademais, o par (X, d) é denominado espago métrico.

Exemplo 2.1.7. Considere X um conjunto nao vazio qualquer. Defina d: X x X — R
por d(z,y) =0, se z = y; e d(x,y) = 1, se x # y. Entdo, d define uma métrica em X.

De fato, basta verificar que d cumpre as quatro condigoes da Definicao [2.1.3]

i) E claro pela definicio de d que d(z,y) > 0;
i1) Temos também pela definicao de d que d(x,y) = 0 se, e s6 se, © = y;
iii) Se x =y, entdo d(z,y) = d(y,z). Por outro lado, se x # y, entdo também temos
d(z,y) = d(y,z);
iv) Veja que:

d(z,z) =0 ou d(z,z)=1.

Se d(z,z) = 0, entdo = = z. Logo, d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) porque pode ser que

=z ou y # z. Por outro lado, se d(z, z) = 1, entdo x # z. Contudo, pode-se ter
y =z donde y # z, ou y = z donde y # x; ou ainda y # x e y # z. Analisando os
casos, ve-se que d(zx, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Portanto, (X, d) é um espago métrico.

Exemplo 2.1.8. Seja n um nimero natural. Considere ainda, para = = (x1,z9,...,z,)
ey=(y1,Y2,.-.,Yn) em R" a aplicacdo d : R” x R — R dada por
d(z,y) = | D_(i — yi)*
i=1

Assegura-se que d define uma métrica em R™.

De fato, veja abaixo que as quatro condi¢oes da Definigao sao satisfeita!
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i) Lembrando que (z; — y;)? > 0 para todo i € {1,2,...,n}, segue que

(d(z,y)* = (2 — ;) > 0 & d(z,y) > 0.

=1

i1) Para a,b € R, é valido que a® + b*> = 0 se, e 86 se, a = b = 0. Assim,

(d(z,9)*=0 < Z(Iz‘ —4)?=0
& ;:;1—3/@-:0,%6{1,2,...,71}
& xp=vy;,Vie{l,2,...,n}.
Dessa ultima equivaléncia, tem-se z = y.

i11) Lembrado que a® = (—a)? para qualquer a € R, decorre que

dlavy) = J (i — ) = sz ~a0)? = d(y, ).

2

iv) Por fim, pondo z = (z1, 29, ..., 2,), deve-se mostrar que d(x, z) < d(x,y) + d(y, z).
Para tal tarefa, utilizara-se da Desigualdade de Cauchy, que sera demonstrada como

uma afirmacao logo abaixo!

e Afirmacao: Dados ay,as,...,a,,b1,bs,...,b, € R, vale que

n 2 n n
(Z aibi> < (Z af) <Z b?) : (2.1)
i=1 i=1 i=1
De fato,
» Se be = 0, entdo b; = 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}. Logo, ocorre a
i=1
igualdade em [2.1}
» Agora se sz2 # 0, entdao be > (. Com isso, para todo A € R,

=1 i=1

(a; +Ab)* =N b7+ 20> ab; + Y a; = 0.
= 1=1 i=1 =1

=1

Uma vez que tal inequacao quadratica em A é nao-negativa e o coeficiente
que acompanha o termo quadratico é estritamente positivo, entao é porque
o discriminante da férmula resolutiva das equacoes quadraticas deve ser

nao-positivo. Assim,

o) o5 ) <

=1

Portanto, fica provado a Desigualdade de Cauchy.
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A partir disso,

i=1 i=1 i=1
Za?—{—?Zaimebe < Za?+2 Za? be%—Zb?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

( 'n (a,-+bi)2> < (Jiazud'n b§>

iw+m2<dfh%¢ﬁ%

i=1 i=1

Dessa tultima desigualdade, considerando a; = x; — y; e b; = y; — z; obtém-se o

desejado!

d,z) = Zn:m —z)? S Ji(% —¥i)* + J

(yi — z:)? = d(z,y) +d(y, 2).
i=1 =1

(2
Portanto, (R",d) é um espago métrico.

Exemplo 2.1.9. Defina d : R x R — R pela regra d(z,y) = (z — y)?. Entao d nio define

uma métrica sobre R.

De fato, basta verificar que uma das condigoes da Defini¢ao [2.1.3|nao é verdadeira.

Contudo, isso é simples porque tomando z = 1,y = 2 e z = 3 na condi¢ao v), segue que
d(z,z) =4 >2=d(z,y) + d(y, 2).
Portanto, (R, d) ndo é um espago métrico.

Definigao 2.1.4. Sejam (X,d) um espago métrico, a € X e o nimero real r > 0. Uma
bola aberta de centro em a e raio r é o conjunto B(a,r) := {x € X;d(a,x) < r} enquanto

que uma bola fechada de centro em a e raio r é o conjunto Bla,r| := {z € X;d(a,z) < r}.

Exemplo 2.1.10. Seja X = R? com a métrica definida no Exemplo 2.1.§ para n = 2.

Considerando x = (0,0) € X e o ntimero real r = 1, segue que
B(z;r) = {y= (y1,y2) € X;d(z,y) <r}
= {ww exi0—pr+0-wr <1}

= {n ) e Xyl +13 <1}

¢ uma bola aberta em X com raio r e centro em x cuja representagao no plano cartesiano
¢é o interior de uma circunferéncia de raio 1. Veja a representagao dessa bola aberta no

plano na Figura [5| abaixo.
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Figura 5 — Bola aberta de centro em (0,0) e raio 1.

Afirmacao 2.1.1. Se x € B; N By, onde By e By sao bolas abertas; entdo x é o centro
de uma bola aberta B C B; N Bs.

Demonstracio. Sejam x € By N By. Sendo assim, x € By e x € B, onde, digamos,
By = Bi(y1,71) e By = Bs(y2,7m2). Como By e By sao bolas abertas de X contendo z,

entao segue que
dly;,z) <r e d(ys,x) <roe,

Observe que:

0< T — d(yl,l’) = L1
0< o — d(yg,flf) = LQ.

Defina B = {y € X;d(x,y) < min{Ly, Ly}}. E claro que B é uma bola aberta de

centro em x. Resta mostrar que B C By N Bs.

Seja y € B. Dal,

d(y1,y)

/A

d(y1, ) +d(z,y)
d(y1,x) + min {Ly, Ly}
d(yl,x) + Ly
dlyrT) + 11 — dlyrT)

.

N A

Logo, y € By. Procedendo de maneira anéloga, y € Bs.

Portanto, B C B; N Bs. ]
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trico.

O préximo resultado nos permitirda construir uma topologia para um espaco mé-

Nesse sentido, podemos enxergar espagos métricos como espacos topologicos através

da topologia induzida pela métrica consideradal

Teorema 2.1.1. Seja (X, d) um espaco métrico. O par (X, T) é um espago topoldgico,
onde T={Y € P(X);3dB, CY,Vy € Y}, onde B, é uma bola aberta de centro em y.

Demonstracio. Basta mostrar que T satisfaz as trés condi¢oes da definicdo de topologia.

i)

i)

i)

g XenT

Repare que @ € T, pois, como o conjunto vazio nao possui nenhum elemento, somos
levados a considerar por vacuidade. Além disso, X € T por conta da definicao de

bola aberta.

n
Se Vi, Va,...,V, €T, entdo [ V; €7

=1

De fato, veja que x € ﬂ V; implica que x € V; para todo i € {1,2,...,n}. Como
i=1
cada V; € T e x € V, decorre que existe uma bola aberta B(x,r;) de tal forma

que B(z,r;) C V;. Sendo assim, (| B(z,r;) C (] Vi- A partir dai, utilizando a
i=1 i=1

Afirmacao [2.1.1],

v € ()B(z,r;) = 3B, C () B(z, 1),

i=1 i=1
n n
Logo, B, C ﬂ V; e, consequentemente, ﬂ Vier
=1 =1

Se {Vi}aer € uma cole¢do de elementos de T, entdao | J Vo, €1
xel

De fato, considere {V,}4cr uma colecao qualquer de elementos de t. Veja que:

T E UV(X = do; x € V,.
xeL

Por V, € T e x € V4, segue que existe uma bola aberta B, centrada em x tal que

B, C V4. Consequentemente, B, C U V., donde U V, €T
x€eL xeLl

Portanto, T é uma topologia de X. O]

Comentario 2.1.1. Uma vez que (R, d) é um espago métrico com d : R xR — R definido

por d(z,y) = |z — y| e uma bola aberta de R é um intervalo aberto, decorre que (R, T) é
um espago topolégico com T = {A € P(R);Jde > 0;(z —e,x +€) C A,V € A}.
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2.2 Espacos Mensuraveis

Espacos mensuraveis sao o tema central desta se¢ao, pois permitem definir o que
sao conjuntos e aplicagoes mensuraveis. Esses conceitos sao cruciais para a Teoria da
Integracao de Lebesgue, visto que apresentam intrinsecamente um comportamento sim-
ples. Inclusive, destacamos que as aplica¢oes mensuraveis possuem fortes relagoes com as

aplicagoes continuas.

Definigao 2.2.1. Seja 9t uma colegao de subconjunto de um conjunto X. Diz-se que 9

é o-algebra de X se as condig¢oes abaixo sao satisfeitas:

i) X €9,
i1) Se A € M, entdo AL = X — 4 e,
iii) Se A; € M para i =1,2,...; entdo U A; e M.
i=1
Ademais, os elementos de 9t sdo chamados de conjuntos mensurdveis de X e o par (X, 90)

¢é dito espaco mensurdvel.

Observagao 2.2.1. Se (X,9) é um espago mensuravel, entao:

e U
De fato, como X € 9, entdo Xt = & € M (condicdes i) e i) da Definicio [2.2.1)).

e Ay UAU---UA, €M, para Ay, Ay, ..., A, €M
Basta tomar A,;; = A,42 = --- = @ na condi¢do i7i) da Defini¢do que se

obtém: -
AUAU---UA, =4 em.

=1

° ﬂAnESﬁ, para Ay, Ao, ..., A,, ... €M;

n=1

Basta notar que:

9] 00 9] C
Na= A () = (U) em
n=1 n=1 n=1

e A—Be M, para A, B € M.
Com efeito, sejam A, B € 9. Como A — B = B* N A, decorre que A — B € 9.

Exemplo 2.2.1. Sejam X um conjunto qualquer e 9 = {&, X}. Evidentemente, o par

(X, 1) é um espago mensuravel.
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Exemplo 2.2.2. Sejam X um conjunto qualquer e M = P(X) := {4; A C X}. Afirma-se

que o par (X,91) é um espago mensuravel.

De fato, basta averiguar que 9t é uma o-algebra de X, isto é, verificar se as condi-
goes 1),14i) e iii) da Defini¢ao sao satisfeitas. Pois bem, a condicao i) é imediatamente
satisfeita (afinal, X C X donde X € 9M). Agora dado A € M, entdo A’ C X imediata-

mente. Por fim, dado uma colecao {V,}, .y de elementos de 9, entdo V,, C X para todo

oo o
n € N. Dal, U V, C X e consequentemente U V, € M, cumprindo a condigao #it).

n=1 n=1
Exemplo 2.2.3. Seja X = {a,b, ¢,d}. Considere a colegao M = {0, {a}, {b}, X}. Tem-se
que M nao é o-dlgebra de X porque {a} U {b} = {a,b} ¢ M.

Definigao 2.2.2. Sejam os pares (X,9) e (Y, T) um espago mensuravel e um espago
topologico, respectivamente. A aplicacao f : X — Y diz-se mensurdvel desde que
f~YV) € 9 para todo V € 1. Em outras palavras, f ¢ mensurdvel quando, dado
qualquer conjunto aberto V de Y, o conjunto imagem inversa de V pela aplicacao f,
Y V) ={z € X; f(z) € V}, é um conjunto mensurdvel de X.

Exemplo 2.2.4. Sejam (X,91) um espago mensuravel e (Y, T) um espago topologico.
Fixe yo € Y. A aplicagdo f : X — Y definida por f(x) = yo é uma aplica¢do mensuravel.
De fato, dado um aberto V' C Y qualquer, tem-se que yg € V ou yo € V. Na primeira
situagao, f~H(V) = @ € M enquanto que na segunda tem-se f~1(V) = X € M.

Exemplo 2.2.5. Considere (X, 9) um espago mensuravel e (Y, T) um espago topoldgico,
onde X = {a,b,c,d}, Y = {1,2,3,4}, M = {2, {a},{b,c,d}, X} e 1 = {@,{1},Y}. A
aplicagdo f : X — Y definida por f(a) = 1; f(b) = 2; f(c) = 3 e f(d) = 4 é dita

mensuravel. De fato, basta reparar que:

o [T(2)=02eMm, o [T1{1}) ={a} €M o f[AUY)=XeM.

Por outro lado, se f fosse definida pondo f(a) =1, f(b) =2, f(c) =3 e f(d) =1,
entdo f nao seria mensurdvel porque f~1({1}) = {a,d} & M.

Vamos agora apresentar algumas defini¢oes e resultados envolvendo continuidade

e mensurabilidade de fungoes.

Definicao 2.2.3. Uma wvizinhangca V de um ponto xy € X é um conjunto aberto que

contém xg.

Definicao 2.2.4. Uma aplicacao f: X — Y ¢ dita ser continua no ponto xy € X se para
toda vizinhanga V' de f(x) corresponder a uma vizinhanca W de z; tal que f(W) C V.

Quando (X,d,) e (Y,d, ) sdo espagos métricos, a continuidade local de f : X — Y

em zg € X pode ser considerada/definida assim: Para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal
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que, para ¢ € X, d, (z,z9) < & implica em d, (f(z), f(z9)) < €. No entanto, podemos

considerar o espago métrico como espaco topologico pelo Teoremal2.1.1]e seguir a Defini¢ao

224

Proposicao 2.2.1. Sejam os pares (X,T,) e (Y, T, ) espacos topolégicos. Um mapea-

mento f: X — Y é continuo se, e somente se, é continuo em todo ponto o em X.

Demonstragdo. Veja abaixo.

(=) Seja a aplicacao f : X — Y continua. Considerando zy € X, vé-se claramente
que f(xg) € Y. Tomando uma vizinhanga V qualquer de f(zg), tem-se que f~*(V) € 1,
e contém xg. Logo, f~1(V) é uma vizinhanga de zg. Inclusive, f(f~!(V)) C V. Portanto,

f é continua em .

(<) Seja f : X — Y uma aplicacdo continua pontualmente em todos os pontos
de seu dominio. Considerando um conjunto aberto V' em Y, mostra-se que f~'(V') é um
conjunto aberto em X. Com efeito, tomando = € f~1(V), entdo f(z) € V. Por hipdtese,
existe uma vizinhanca W, de x tal que f(W,) C V. Logo, W, C f~'(V). Neste sentido,

assegura-se que U W, C f~Y(V) enquanto que a outra inclusio é ébvia. Portanto,
zef~1(V)
4 V)= |J W, éum conjunto aberto. O
zef~H(V)
Teorema 2.2.1. Sejam (Y, 71,) e (Z,7,) espagos topoldgicos e uma aplica¢do g : Y — Z

continua. Assim,
a) Se (X, T, ) éum espago topoldgico, f : X — Y é uma aplicagdo continua e h = go f,
entao h é continua;
b) Se (X, M) é um espago mensuravel, f : X — Y é uma aplicacio mensuravel e
h=go f, entdo h: X — Z ¢é mensuravel.

Demonstragdao. Veja abaixo.

a) Pela continuidade de g, g~ (V) € T, dado qual for o conjunto V' € t,. Agora, como
[ também ¢é continua, advém que f~!(g7'(V)) € t,. A partir dai, conclui-se que
Yot (V) =(go f)"(V)=h"1 (V) € 1,. Portanto, h é continua.

b) Como g é uma aplicagao continua, entdo dado qual for o conjunto V' € 1 decorre
que g~ (V) € 1,. J& por f ser mensuravel, segue que f~'(g7'(V)) € M. Assim,
FHg " (V)= (go /)" Y(V)=h"YV) € M. Portanto, h é mensuravel.

Assim, fica demonstrado o resultado! O

Corolario 2.2.1. Seja o par (X, 1) um espago mensuravel. Se f = u+ vi é uma funcao

complexa mensuravel em X, entdao u,v e |f| sdo fungoes reais mensuraveis em X.
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Demonstragio. Defina g : C — R dada por g(z+yi) = x. Entao g é uma funcao continua.

De fato, seja w = a + bi € C. Para todo € > 0, tome § = € que
(z—yi) — (a+bi)|<e = |(x—a)+ (y—D)i|<e
— \/(I—a)2+(y—b)2<e.
Claramente tem-se |z — a| = /(2 —a)? < \/(x —a)?+ (y — b)2. Logo, resulta na desi-
gualdade |z — a| < €, ou seja, g é continua. Portanto, pelo item b) do Teorema

u=go f:X — R émensuravel.

Defina agora h : C — R dada por h(x +yi) = y. Esta fungao é continua e a prova
disso é andloga ao que foi feito anteriormente para g. Por consequéncia do item b) do

Teorema [2.2.1, v =ho f : X — R é mensuravel.

Por fim, defina 1 : C — R dada por P (z + yi) = |z + yi|. Essa fungdo é continua

e vé-se imediatamente, pois
(z+yi)—(a+bi)|<d=€¢ = ||(x +yi) — (a+ b)|| <e.
Contudo,
(W (z +yi) —b(a+bi)| = [|z + il —[a+bil] <|[|(z +yi) — (a +bi)|| <e
Portanto, pelo item b) do Teorema |[fl=vof:X — C émensuravel. O
Lema 2.2.1. Dado um conjunto aberto A C R?, entdo A é escrito como uma uniao

contavel de retangulos abertos.

Demonstragio. Seja A um subconjunto aberto de R?. Assim, dado (p,q) € A qualquer,
entao existe € > 0 tal que B((p, q); €) C A. Defina a partir dai o retdngulo aberto

€ € € €
B =(p=5t5)x (1= 50+ 3):

Afirma-se que R,, C A.

Com efeito, dado (z,y) € R,, qualquer, entdo

Ccr<pts o= —S< <€<:>| |<€
——-<=x = ——<T- = T — =
P=y PTy 2 P=7 PI=75
e
C y<gte = s < <€<:>\ ]<€
¢—5 <Yy<q+g 5 <Y—4<3 y—dl <3
Dai,
d((p,q); (2,9) =z =)+ (y — 0)? < (@ —p)?+/(y—q)?
= |z —pl+|y—d
€ €
< -4 -

2 "9
€.
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Com isso, (z,y) € B((p,q);€) C A. Logo, R,, C A.

Veja agora que

{pa}C Ry = U {watc U Ru

(p,g)eA (p,g)€A

Uma vez que U {(p,q)} = A, segue que A C U R,,. Com isso, utilizando o
(p,g)€A (p,q)€EA
Teorema de Lindelofl] segue

A C | Rpigi-

=1

Por outro lado, como R,, C A para todo (p,q) € A, segue que R,., C A para
(o]

todo i € N e, consequentemente, | J Ry, C A.

i=1
[e.e]
Portanto, A = | J Rp,q,- O
i=1
Teorema 2.2.2. Sejam u e v fungdes reais mensuraveis no o espago mensuravel (X, 9t).
Considere ¢ uma aplicagao continua do plano sobre o espaco topologico Y e defina h :

X — Y pela regra h(z) = ¢(u(x),v(z)). Entdo h é mensuravel.

Demonstragio. Defina f : X — R? por f(z) = (u(z),v(z)),ondeu: X - Rev: X - R
sao funcoes mensuraveis. Veja que f estd bem definida, pois dados x,y € X tais que
x = y tem-se, pelas fungoes u e v estarem bem definidas, que u(z) = u(y) e v(z) = v(y).

Com isso,

Agora repare que h = ¢ o f. Logo, para mostrar que h é mensuravel, basta garantir que

f é mensuravel e aplicar o item b) do Teorema (uma vez que ¢ é continua).

Considere R C R? um conjunto retangular aberto. Podemos supor sem perder a
generalidade que os lados sejam paralelos aos eixos coordenados. Nesse sentido, R = I; x I

com I; e I, intervalos abertos de R. Veja dai que
fHR) = wH (L) N ().

Com efeito, dado z € f~!(R), entdo f(x) = (u(z),v(x)) € R = I} x I,. Sendo assim,
u(x) € I} e v(z) € Ih. Dessa forma, z € u'(I;) e z € v~ !([y) simultaneamente, logo
r € v (I;) Nv (). Por outro lado, se x € u'(I;) N v~ (I), entdo x € u'(I;) e
x € v~ (1y). Comisso, u(z) € I ev(z) € I. Segue assim que f(z) = (u(z),v(x)) € [ XI5
e, consequentemente, z € f1(I; x I) = f~Y(R).

! Enunciado: Seja X C R" arbitrario. Toda cobertura aberta X C |J
enumerdvel X C [J;2; Aq,.

wel A, admite uma subcobertura
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Como u e v sao mensurdveis, temos que u~'(I;) e v™(I3) sdo conjuntos men-
surdveis. Logo, f~'(R) = u () Nv™!(l3) é um conjunto mensurdvel. Seja V C R?
um conjunto aberto qualquer. Esse é, por sua vez, uma uniao contavel de conjuntos R;
retangulares abertos por conta do Lema [2.2.1] Assim,

Sy =t (U Ri) = U ().
i=1 i=1
Sendo assim, f~*(V) é um conjunto mensurdvel. Portanto, f ¢ mensurdvel. O
Corolario 2.2.2. Seja (X,9) um espago mensuravel. Se f = u + vi, onde u e v s@o
funcoes reais mensuraveis em X, entdo f é uma funcido complexa mensuravel em X.
Demonstragio. Considere ¢ : R? — C dada por ®(x,y) = z +yi. Essa fungao é continua!
Com efeito, seja (a,b) € R% Para todo € > 0 dado, tome § = € que

(2, y) = (a,0)] <e = |(z—ay—-b)|<e

= \/(:E—a)2+(y—b)2<e
= |(z—a)+(y—0b)i| <e
_

|(z —yi) — (a + bi)| <e.
[&(z,y)—b(a,b)|
Portanto, ¢ é continua. Ora, u e v fungodes reais mensuraveis, ¢ continua do plano real
sobre C e ainda f(z) = u(z) + v(x)i = ¢(u(z),v(x)). Portanto, pelo Teorema [2.2.2]

f =u+ vi é uma funcdo complexa mensuravel em X. O

Corolario 2.2.3. Seja (X, 9) um espago mensuravel. Se f e g sdo fungoes complexas

mensuraveis em X, entao f + g e fg sdao fungdes complexas mensuraveis em X.

Demonstracio. Escreva f = uj + v1i € g = ug + voi, onde uy, vy, us € vy sdo fungoes reais
mensuraveis por conta do Corolério [2.2.1] Assim,

fHg=(u+u)+(vi+v)i e fg= (uuy —v1ve) + (u1ve + ugvy)i.

o Afirmacdo: u+v e uv sdo fungdes reais mensuraveis, desde que u e v sejam fungoes

reais mensuraveis.

De fato, ponha ¢ : R?> — R dada por ¢(x,y) = z + y. Claramente ¢ é continua.
Note dai que (u + v)(x) = p(u(x),v(x)) para x € X. Pelo Teorema [2.2.2, v + v é uma
funcao mensurdvel. Procedendo-se de maneira andloga para a funcao P : R? — R dada

por P(z,y) = xy, conclui-se que uv é uma fungao real mensuravel.

Pela Afirmacgdo acima, u; 4+ us e v; + vy sdo fungdes mensuraveis. Pelo Coro-
lario , [+ g é uma funcdo complexa mensuravel. Ainda pela Afirmacao acima,
U Uy, V1V, U1Uy € V1Uy Sa0 fungdes mensuraveis e, consequentemente, suas combinagoes

também o sao. Portanto, pelo Corolario[2.2.2 fg é uma fungdo complexa mensuravel. [
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Proposicao 2.2.2. Seja (X, 9) um espago mensuravel. Se £ € M e x, : X — R dada

por

1, se xe F

xE(w)Z{O v 2rd B

entao X, ¢ uma funcao mensuravel.

Demonstragcio. Considere V' C R um conjunto aberto qualquer. Se 0,1 ¢ V', segue que
X, (V) =@M Ji se0eV, mas 1 &€ V;entdo x;' (V) =X — E € M (afinal, F é
mensurével). Por outro lado, se 1 € V, mas 0 ¢ V; entdo x,'(V) = E € M. Por fim, se
{0,1} C V, entdo X;(V) = X € M. Portanto, X, ¢ uma funcao real mensuravel. O

Comentario 2.2.1. A fungao x,, definida no resultado anterior ¢ conhecida como funcao

caracteristica ou ainda como fung¢do corte.

Corolario 2.2.4. Seja (X,9%) um espago mensurdvel. Dada uma fungdo f : X — C,
entdo existe uma funcao o : X — C tal que || =1 e f = o f].

Demonstragio. Considere Y = C—{0} e defina ¢ : Y — Y dada por ¢(z) = %. Evidente

|2l

que ¢ é continua, pois

1
b(z) =2 - R
hi(z) ~—~~
ha(z)

onde hy, hy : Y — Y sdo fungdes continuas (produto de fungoes continuas é continua).

Seja E = {z € X; f(x) = 0} (esse conjunto pode ou nao ser vazio). Estabelega

a @ X — C dada pela regra a(z) = ¢(f(z) + X, (x)). Repare que, se x € FE, entao

_ @
7))

porque f(z) # 0 e x,(z) = 0. Em qualquer caso, sempre se tem || =1e f = «|f].

a(x) = 1 porque f(z) = 0 e x,(z) = 1. Por outro lado, se x ¢ E, entdao «(x)

O conjunto E é mensurdvel. De fato, seja o conjunto Y o aberto considerado (Y
é aberto porque Y = C — {0}). Por f ser uma fun¢ado complexa mensuravel em X, entao
FFUY)={z € X;f(z) #0} = X — E € M. Assim, F € M. A partir dai, vé-se pela
Proposicao que X, € mensuravel.

Uma vez que &« = ¢ o (f + X,), segue do item b) do Teorema que « é

mensuravel demonstrando o resultado! O

O proéximo resultado garante a existéncia de uma menor o-algebra que é gerada
por uma colecao de subconjuntos de X. Isso abre portas para definirmos o-algebra de
Borel.

Teorema 2.2.3. Seja § uma colecao de subconjuntos de X. Existe uma menor o-algebra
MNM* em X tal que § C IN*.
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Demonstragio. Considere Q := {9 C P(X); M é o-algebra de X e F C M}. Veja que
Q # @. De fato, basta notar que 9t = P(X) é uma o-algebra de X com § C M = P(X);
logo M = P(X) € Q.

Considere IMM* = ﬂ M. Primeiramente, repare que § C IM*, pois § C M para
MeQ

todo M € Q. Além disso, por M* = ﬂ M, advém IM* C M para todo M € Q). Resta
MeQ
mostrar que 9 é o-algebra de X.
i) X € m*;
De fato, como X € 91 para todo 9 € Q; tem-se que X € ﬂ M =M™,

MeQ
ii) Se A € M*, entdao X — A € M*;

De fato, se A € IM* = ﬂ M, entao A € M para todo M € Q. Por M ser o-algebra

MeQ
de X, temos que X — A € M para todo M € Q. Sendo assim, X — A € IM*.

iii) Se 4, € M* paran =1,2,..; entdo | J A, € M".
n=1

De fato, se A, € IM* para n = 1,2,...; entdo A, € M para todo M € Q e
n=1,2,.... Assim, U A, € M para todo M € Q. Logo, U A, € M.

n=1 n=1
Portanto, 9t* é a menor o-algebra de X que contém 3§. O

Definigao 2.2.5. Sejam (X, T) um espago topoldgico e B a menor o-dlgebra de X que
contenha T. O espago mensuravel (X, B) é denominado de espago de Borel e os elementos

de B sao chamados de conjuntos de Borel.

Comentario 2.2.2. A partir da Definigao [2.2.5] percebe-se que os conjuntos abertos
tornam-se conjuntos de Borel através da o-algebra de Borel. Inclusive, nota-se que os

conjuntos de Borel desempenham o papel de conjuntos mensuraveis!

Definigao 2.2.6. Sejam (X, 1,) e (Y, T, ) espagos topolégicos. Considere ainda a aplica-
¢ao f: X — Y continua e B a o-algebra de Borel em X. A aplicacao f é dita aplicacao
de Borel (ou Borel mensurdvel) quando f~!(V) € B para todo V € T1,,.

Teorema 2.2.4. Considere (X, 91) um espago mensuravel e (Y, T) um espago topolégico.

Além disso, seja a aplicacdo f : X — Y. Entao,

i) Se Q é a colegdo de todos os conjuntos E C Y tal que f~'(E) € M, entdo Q é uma
o-algebra de Y;

ii) Se f é mensuravel e £ ¢ um conjunto de Borel em Y, entdao f~1(FE) € IM;

iit) Se Y = [—o0,00] e f7!((a, oc]) € M para todo « € R, entdao f é mensurdvel;
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iv) Se f é mensuravel, (Z, w) é um espago topoldgico, g : Y — Z é uma aplicagao de

Borel e h = g o f; entdo temos que h : X — Z é mensuravel.
Demonstracdo. Veja abaixo!

i) Seja Q={FCY;f(E)emMm} Eclaroque Q # @, pois @ C Y e f YD) =0 €
M. Logo, tem-se que @ € Q. Resta mostrar que Q é o-dlgebra de Y.

o Y € Q.
De fato, basta notar que Y C Y e f71(Y) =X € M.

e Se AcQ,entaoY — A€ Q.
De fato, se A € Q; entdao f~*(A) € M. Por f~1(A) € M, conclui-se que
X — f7H(A) € M. Ora, como X = f~1(Y), segue que f~1(Y) — f71(A) € M.
Como f~YY) — f~1(A) = f~}(Y — A), decorre que f~1(Y — A) € M. Logo,
Y -AeQ.

e Se A, € Q para todo n € N, entao U A, € Q.

n=1

Se A, € Q, entdo f~!(A,) € M para todo n € N. Com isso, | J f1(A,) e m.

n=1

Ora, como | J f7'(4,) = f* (U An>, conclui-se que f~! (U An> e M.
n=1

n=1 n=1

Logo, U A, € Q.

n=1

Portanto, Q) é o-algebra de Y.

ii) Considere a o-dlgebra Q = {F CY; f'(F) €M} de Y. Por f ser mensuravel,
decorre que dado o aberto V em Y, entdao f~(V) é mensuravel, isto é, f~1(V) € M
donde V' € Q. Logo, Q) contém todos os abertos de Y. Neste caso, () contém todos
os conjuntos de Borel; sendo assim, E € Q. Portanto, f~1(E) € 9.

ii7) Seja Q = {E CY; f~Y(F) € M}. Escolha um nimero real & e também os niimeros

reais «, tais que «,, < «; e que quando n — oo tem-se o, — .

o [—oo,x) € Q.
De fato, repare que (o, 00] € Q, pois f~1((x, o0]) € M. Além disso, tem-se que
(¢, 0] € Q para cada n € N uma vez que, por hipétese, f~((ct,, 00)) € M.
Assim,

) = 17 (Ul ) -

n=1

(@
=
B}
:
3

3
Il
i

I

(@
=
B

:
g
m
g

3
Il
—

Logo, [—o0, &) € Q.
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o (o, ) € Q, para o, € R.

De fato, basta notar que

((X? B) = [—OO, B) N (0(7 00]7
e como [—o0, ) e (&, 00| sao elementos de Q, conclui-se («, ) € Q.

Como todos os abertos de [—00,00] sd0 uma unido contdvel de segmentos destes

tipos, temos que Q contém todos os abertos. Portanto, f é mensuravel.
iv) Seja V € w. Dali,

W (V) =(go /)" (V)=(fog H(V)=f (g (V).

Como g ¢ uma aplicacio de Borel, entdo ¢g~'(V) é um conjunto de Borel. Pelo
item 4i) deste Teorema, temos que f~'(g~'(V)) é um conjunto mensurdvel de X.

Portanto, h é mensuravel.

Isso conclui a demonstracao do resultado! O]

2.3 Limite Inferior & Limite Superior

Os conceitos de limite inferior e limite superior de uma sequéncia de niimeros da
extensao da reta real sao de grande importancia porque sempre estao bem estabelecidos;
diferentemente da ideia de limite. Além disso, é a partir deles que temos o resultado
conhecido como Lema de Fatou no Capitulo 3. Enfatizamos que iremos exibir aqui algu-
mas propriedades dessas nogoes, em especial, a caracteristica que permite garantirmos a

existéncia de limite!

Defini¢ao 2.3.1. Seja (z,)neny uma sequéncia em [—oo,o0]. Para cada k € N, ponha
ap = inf {xy, Tx11, Thao, ...} € & = sup{ay, as,as,...}. Denomina-se « de limite inferior
de (Ty)nen € denota-se por

lim inf z, = «.
n—oo

Defini¢ao 2.3.2. Seja (z,)neny uma sequéncia em [—oo,o0]. Para cada k € N, ponha
by = sup {xg, Tpr1, Thao, ...} € B = inf {by, by, b3, ...}. Denomina-se 3 de limite superior
de (Zy)nen € denota-se por

lim supz, = P.

Exemplo 2.3.1. Seja a sequéncia constante (zg,xg, Zo,...) com zo € R. Tem-se que
ap = inf {xo} = 2o = sup {xp} = by para todo k € N. Com isso, conclui-se & = = xy,

isto é, h_}m infxg =29 = li_)m sup .
n o0 n o0
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Exemplo 2.3.2. Seja a sequéncia ((—1)"),cy- Vé-se que i = inf {—1,1} = =1 e b, =

sup{—1,1} = 1 para todo k& € N. Com isso, conclui-se &« = —1 e B = 1, isto é,
Jim inf (—-)'=-1#1= Jim sup (—=1)".
Lema 2.3.1. Para cada ¢ € N, seja a; € R de forma que a1 < ay < .... Entdo ap — «

quando k — 0o, onde & = sup {ay, as, ...}.

Demonstragio. Seja o« = sup {ay, as,...}. Dado € > 0, existe N € N tal que ay > « — €.
Como, por hipétese, a; < as < ...; segue que a, > ay para todo n > N. Assim,
a, > « — € para n > N. Além disso, « — a,, > 0 para todo n € N (em particular, vale
a desigualdade quando n > N). Sendo assim, —€ < & — a, < € para n > N. Portanto,

la, — «] < € quando n > N. O

Teorema 2.3.1. Existe uma subsequéncia (x,,)ien de (2,)nen tal que x,, — & quando

7 — oo. Além disso, & é o menor nimero com esta propriedade.

Demonstragio. Seja a sequéncia (z,)nen. Ponha dai,

a; =infxr, e o =supa,.
n=t i>1
Se cada a; é termo da sequéncia, entao basta definir z,, = a;. E claro pelo Lema

2.3.1 que z,, = o quando i — oo.

Se, por outro lado, cada a; nao for termo da sequéncia; entao:

m<a+1 = ElnleN;a1<:cm<a1+1;
1

1
a2<a2—|—§ — ElngeN;a2<xn2<a2+§;

1 1
a;<a+- = I, eNja <z, <a+ -~
i i

Defina assim a subsequéncia (z,,, Tn,, . ..) tal que

1
a; < Ty, < a; + .
1

Uma vez que

. 1 .
lim (ai + > = lim a; = «,

1—00 /3 1—00

segue do Teorema das Sucessoes Enquadradas que

lim z,, = «.
i—oo
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Suponha agora que exista uma subsequéncia de (2, )nen, digamos (z,, )ien, tal que
Ty, — Y quando 7 — oco. Se fosse Yy < «, entao existe £ € N tal que vy < a < o
Tomando € = a; — Y, tem-se ar = € +y. Vé-se assim que o intervalo (y — €,y + €) ndo
contém nenhum z,, com m > k; isto é; tal intervalo ndo contém uma infinidade de termos

da sequéncia. Absurdo, uma vez que x,, — Yy quando ¢ — co. Portanto, o <. O

Comentario 2.3.1. Os dois resultados anteriores possuem versdes para [3 (omitiremos,

porém aplicaremos sempre que necessario).
Teorema 2.3.2. Dada uma sequéncia (x,),en em [—o00, 00|, entdo

lim infz,, = — lim sup(—xz,) .

Demonstracao. Utilizando-se da Proposicao quando ¢ = —1, tem-se que

lim infz, = sup (inf :Cn>

n—o0 E>1 n>k

= —inf ( —inf z,
k>1 n>k

= M (igg)(—w)

= — lim sup (—a,).

Comentario 2.3.2. De forma andloga, percebe-se que vale
lim supz, = — lim inf (—xn) .
Vimos através do Exemplo [2.3.2 que os limites inferior e superior nem sempre

coincidem, entao é natural nos questionarmos o seguinte: Em que situacao esses limites

coincidem? O préximo resultado nos fornecera essa respostal

Teorema 2.3.3. Seja (7,)neny Uma sequéncia em [—oo, 0o|. Entao (z,),en converge se, e

somente se, os limites inferior e superior de x,, sdo iguais.

Demonstra¢io. Suponha que (z,),en convirja. Suponha também, por absurdo, que
nh_)rrgo infr,=a#0b= nh_}rglo SUp .
Com isso, passando para a; = inf x,, e by = sup x,, tem-se
lim ay =a # b= lim by.
k—o00 k—o00
Assim sendo, para todo € > 0, existem ki, ks € N tais que

k>k — a—€e<ap<a-+e;

k>ky, — b—e<b,<b+e.
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Ponha kg = max {ki, k2}. Dal,

a—e<ap<a-+e€

k>ky =
b—e<b,<b+e
Para cada k > ko, existem z,,, ¢ Ty, (por conta de ay, e by) tais que

a—€<a, < Ty, <ate

k>ky =
b—e<mzy, <b<b+e

Ora, assim vé-se que
lim z, =a# b= lim x,_, .
k—oo k—o0 J

Absurdo, pois toda subsequéncia de uma sequéncia convergente deve obrigatoriamente

convergir para o mesmo limite da sequéncia! Portanto, a = b.

Reciprocamente, se
lim inf z, = lim supzx, = a,

n—0o0 n—oo

entao passando para a; = inf x,, e by = sup z,, tem-se
nzk n>k

lim a; = lim b, = a.
k—o00 k—o0

Para todo € > 0, existem ki, ky € N tais que

k>k = a—e€e<ap<a-+e;

k>ky, — a—e<b,<a+e.
Ponha ko = max {ki, k2}. Dal,
k>ky —= a—e<a, <b,<a+e.
Como a, < x < by, para todo k € N (em particular, vale também para k > ko), entao
k>ky = a—e<xp<a+e.

Portanto, a sequéncia (x,),en converge para a. ]

Comentario 2.3.3. O resultado acima nos garante que
lim inf z,, = lim supx, = lim z,.
n—oo n n—oo p n n—oo n

Definigao 2.3.3. Seja (f,)nen um sequéncia de fungoes de X em [—o0, 00]. Define-se as

fungoes de X em [—o0, oo| dadas por:
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@) (inf f) (@) = inf fu(o); ) ( Jim inf £,) () = lim inf f, (2);
) (s ) )= sup e ) (fim s £,) (0) = Jim s ().

Definigao 2.3.4. Se (f,,)nen € uma sequéncia de fungoes de X em [—o0, 00| e existe, para
cada z € X, o limite de f,(z) quando n — oo; entdo define-se f : X — [—o0, 0] dada

por

f(z) = lim f,(z),

chamada de limite pontual da sequéncia f,.

Teorema 2.3.4. Se f, : X — [—00, 00| é mensuravel para todo n € N, entao as fungoes

exibidas na Defini¢ao sao0 mensuraveis.

Demonstragio. Mostraremos a mensurabilidade das fungoes dos itens b) e d) descritas na

Definigao [2.3.3] pois as demais sao analogas.

b) Veja que, para « € R, g~* U , onde g(x) = sup f,,(x).

n>1

De fato, dado =z € ¢7'((«, o0]) segue que g(x) > «, isto é, sup fn(z) > o Logo,

/

existe ng € N tal que sup f,(z) > fuo(x) > «. Sendo assim, z € f, '((ex,00]).
n=1

oo
Consequentemente, z € | J £, ((ex, 00]).

n=1

Por outro lado, dado x € U £ ((et, 00]); entdo existe pelo menos um ny € N tal
=1
que z € fi'((«x,00]). Assnrn fno( ) > «. Contudo, sabe-se que sup f,(z) > f.(x)

n=1
para todo n € N (em particular, vale para ng). Com isso, g(x) > «, ou seja,

r € g ((«, 00]).

Por cada f, ser mensuravel, tem-se que os conjuntos f,((e,oc]) sdo mensuraveis

e como a unido contdvel de mensurdveis ¢ mensurdvel, segue que ¢~ '((x, o0]) é

mensuravel seja qual for o € R. Portanto, pelo item #ii) do Teorema [2.2.4] sup f,, é
n=1

mensuravel.

d) Basta notar que

Jlim sup f,(z) = inf (Sup fn(l‘)> '

n>k

Como inf f,, e sup f,, sdo mensuraveis, segue o desejado.

Assim, fica provado o resultado! n
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Corolario 2.3.1. O limite de toda sequéncia de func¢des complexas mensuraveis pontu-

almente convergente ¢ mensuravel.

Demonstragio. Considere a sequéncia (f,)nen de fungoes complexas mensuraveis. Supo-

nha ainda que tal sequéncia convirja pontualmente, isto ¢,

lim f,(z) = f(x),Vx € X.

n—oo

Pode-se assim, escrever que

lim f, = f.

n—oo

Por f, ser funcdo complexa, escreva-a como f, = u, + v, - ¢ com u, e v, fungoes reais
(para cada n € N). Como f,, é mensuravel, entdao u,, e v, sdo mensuraveis pelo Corolario

2.2.1l Ademais, u,, e v, sao fungoes pontualmente convergentes.

De fato, dado x € X qualquer, segue da convergéncia pontual de f que: Para todo

€ > 0, existe ng € N (dependente de € e x) tal que:
n>ng = |fu(z)— f(z)| <e.

Sabe-se que para qualquer nimero complexo z = a+bi, tem-se |z| > |a| e |z] > |b]. Assim,

pondo
2= falz) = f(2) = (un — u(2)) + (vn(x) — v(2))1,
temos:
e { fun() = u(@)] < |fule) = f(2)] < e
on(2) = v(2)| < [fulz) — f(2)] <€
Logo,

lim u,(x) =u(z) e lim v,(z)=v(z); Vre X.

n—oo n—oo

Passa-se a escrever:

lim v, =u e lim v, =v.

n—oo n—oo
A partir dai,
= lim = lim (u v,1) = lim w 7 lim v

= n11_>11010 Sup U, + 1 7}1—{20 SUp vy, .
Segue do Teorema que as fungoes

lim supw,, e lim supw
n=c0 b Un n=yco P Un;

sS40 mensuraveis.

Portanto, f é mensurdvel em decorréncia do Corolario 2.2.2] O
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Corolario 2.3.2. Sejam f e g sao fungoes mensurdveis de X em [—o0,00]. Entao, as

fungoes max {f, g} e min {f, g} sdo fungdes mensuraveis.

Demonstracao. Seja x € X qualquer. Assim,

(max {f,g})(x) = max{f(z) g(z)}
= sup{f(z),9(z)}
= (sup{f,g})(x).
Logo, max {f, g} =sup{f,g}. Segue do Teorema [2.3.4 que max {f, g} é mensuravel. De

forma andloga, prova-se que min {f, g} é mensuravel. O

Definigao 2.3.5. Seja a fungdo f: X — [—o00, o0]. Define-se as fungoes:

{ f*(z) = max { f(x),0}
f(z) = —min{f(z),0} ’

chamadas na devida ordem de parte positiva de f e parte negativa de f.
Dispomos das seguintes relagoes para uma funcao f : X — [—o0, 00,

o [fl=/"+1
Seja r € X qualquer. Assim,

(IFD() = [f(2)] = max{f(z),—f(2)}
= max {f(z),0} + max{—f(z),0}
= max {f(z),0} — min {f(z),0}
= fT@)+ [ (2)
= (f"+ 7))
Portanto, |f| = ft+ f~.
o f=fT—[".
Seja x € X qualquer. Assim,
(fT=f @) = fHx)—f(2)
= max{f(x),0} + min{f(z),0}.
Se f(x) = 0, entao temos que
(f"=f)@) = f(2) + 0= f(x).
Por outro lado, se f(x) < 0, entdo temos que
(ST =f)@) =0+ f(z) = f(2).
Com isso, (f* — f7)(z) = f(z). Portanto, f* — f~ = f.
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Proposigao 2.3.1. Se f=g—h,g>0eh >0;entdo fT <ge f~ <h.

Demonstracio. Repare que g = f + h, logo g > f. Além disso, temos por hipotese que
g > 0. Sendo assim, g > max {f,0} = f*. A partir dai,

g—nh

—h

max {—f,0} > 0> —h
h>0>—max{—f,0}
h>min{—f 0} = —min{f,0} = .

g=f g
0

VoWV

Ll

2.4 Medida Positiva

Nesta ultima secdo, introduziremos a nogdo de medida positiva que sera crucial
para a integracao a Lebesgue no proximo capitulo. Esse conceito nos permite mensurar
os conjuntos pertencentes a uma o-algebra, ou seja, possibilita a “medi¢ao” dos conjuntos
mensuraveis. Exibiremos também as principais propriedades desse conceito que servirao

para demonstracoes de resultados ligados a Integral de Lebesgue.

Definigao 2.4.1. Seja (X, 91) um espago mensuravel. Uma medida positiva é uma fungao
w: M — [0,00] que é contavelmente aditiva, isto é, dados Ay, Ag, ... em 9 dois a dois

disjuntos, se tem que
(0 a) = Suan,
n=1 n=1

Comentario 2.4.1. Para evitar trivialidades, como definir p(A) = oo para todo A € M
deve-se considerar que, para pelo menos um A € M, n(A) < oo. Inclusive, convenciona-

mos que & + 0o = 00 + & = 00 para & € [0, 00].

Definig¢ao 2.4.2. Chama-se espago de medida o terno (X, 91, u); onde X é um conjunto

qualquer, 91 é uma o-algebra de X e p é uma medida positiva sobre 1.

Exemplo 2.4.1 (Medida da Contagem). Considere o espago mensuravel (N, P(N)). De-
fina p: P(N) — [0, 00] por n(A) = |A|, se A for finito; e u(A) = oo, se A for infinito.

Afirmagao: n define uma medida positiva sobre P(N).

De fato, veja que dados Aj, Ay, ... em P(N) dois a dois disjuntos; tem-se as se-

guintes possibilidades:

12 possibilidade: A,, é finito para todo n € N de forma que U A, é finito;

n=1




Capitulo 2. Medida 66

Nessa situacao, vale que

2% possibilidade: A,, é finito para todo n € N de forma que U A, é infinito ou ao

n=1

menos um dos A,, é infinito;

Assim
n=1 n=1 n=1

Portanto, (N, P(N), i) é um espago de medida.

Exemplo 2.4.2. Considere o espago mensuravel (X,91). Fixe 2y € X e defina a fungao
w: M — [0,00] dada por w(A) =1, se xg € A; e w(A) =0, se xg ¢ A. Tem-se que p é

uma medida positival

Com efeito, dados Ap, As, ... elementos de 9 dois a dois disjuntos, entdo temos

duas possibilidades: Ou nenhum dos A; possui x5 ou apenas um A; contém xy. Na
o (o]

oo
primeira situacao, U A; ndo conterd xy e com isso p U AZ) =0= Z w(A4;). Por outro
i=1 i=1 i=1

lado, a segunda situacao implica que U A; contenha xg e dai n (U AZ-> =1= Z w(A;).
i=1 i=1 '

Em ambos os casos, constata-se que @ é contavelmente aditiva!

Exemplo 2.4.3. Seja (R,B) um espago mensurdvel, onde B é a o-dlgebra de Borel

gerada pela topologia T = {A € P(R);de > 0,(z — e,z +¢€) C A,V € A}. Existe uma

medida positiva m sobre 8 chamada de Medida de Lebesque. Essa medida, para intervalos

I da reta real com extremos em a e b, com a < b, é o comprimento de tal intervalo, isto €,
m(I)=0b—a.

Para os demais conjuntos mensuraveis, essa medida é definida utilizando o fato de que
esses conjuntos podem ser representados por uma uniao de intervalos. Salienta-se ainda
que a Medida de Lebesgue pode ser generalizada para o conjunto R". Todavia, nao
iremos expor em nosso texto porque tornaria-se demasiado extenso, ja que exige uma
série de outros conhecimentos. No entanto, aconselhamos o leitor, caso seja do interesse,
a consulta do livro do [RUDIN (1987, p. 49) para maiores detalhes.

Vejamos agora algumas propriedades tteis acerca do conceito de medida positiva.

Teorema 2.4.1. Seja u uma medida positiva em uma o-algebra 9. Entao,
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k k
1) u (U An> = > w(A,) para Ay, As, ..., Ay € M dois a dois disjuntos;
n=1 n=1
iti) Se A,B € Me AC B, entao n(A) < u(B);
iv) Se A, B € M com A C B, entdo w(B — A) = u(B) — n(A);

v) Se A = UAn com A, € N para todo n € N e ainda A; C Ay C ..., entao
n=1

w(A,) = w(A) quando n — oc;

vi) Se A = ﬂ A, com A, € N para todon € N e ainda A; D Ay D ... com n(A;)
n=1

finito, entao w(A4,) — n(A) quando n — oo;

Demonstracao. Segue abaixo.
i) Tomando A; € M tal que p(A;) <occe Ay = A3 =... =g, vale

w(A) = p ([’j An) = 3 (A

it) Basta tomar Ag;; = Agio = ... = & na Definigdo e utilizar o item i) desse

teorema que
k [e'S) 00 k
n=1
i11) Veja que B =AU (B — A) e ainda AN (B — A) = & (destaca-se que B — A € M
por A, B € ). Sendo assim,
W(B) =AU (B —A)) = w) + u(B - A).
Uma vez que pu(B — A) > 0 (por conta de n), segue que p(A) < u(B).
iv) Pode-se escrever B =AU (B — A) com AN (B — A) = @. Dali,

H(B) =AU (B - A)) =wA) + u(B - A) <= wB - A) =n(B) - nA).

v) Ponha By = Ay e B, = A, — A,_1 paran > 2. E claro que B;NB; = & com @ # j.
De fato, se fosse B; N B; # &, entao dado z € B; N B; segue que z € B; e v € B;.
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e Sei=1,entdo 7 > 1. Com isso, v € B; = A; e, da hipotese da cadeia de inclusao,
tem-se que z € A;_; o que é um absurdo ja que x € B; = A; — A;_;.

e Por outro lado, se i # 1 e j # 1 (com i < j), entdo z € B; = A; — A1 e
re€Bj=A;—A;_,. Véseassmquer € A,ex € Aj masxc & A1 ex g Aj_q.
Por conta da hipétese da cadeia de inclusao, conclui-se x € A;_y, pois A; C A;_;.
Com isso, verifica-se um absurdo!

Logo, B; N B; = & com 1 # j.

Além disso, B; = A; € 9 assim como B, = A, — A,_1 € M.

Assim,

B (G Bz’) = i H(B;) = lim En: w(Bi). (2:2)

=1 =1

Afirmagao: A, = | B;.
i=1

Com efeito,

O B; =B U CJ B, =AU (0(141 —Ai1)> C Ay,

i=1 =2 =2
pois A; — A;_y C A; C A, para todo i € {2,3,...,n}; enquanto que dado = € A,,
pode-seter v € A, youx € A, 1. Sex &€ A,_1, entdo x € B,,. Logo, A, C LnJ B,;.
Contudo, se z € A, tem-se x € A, souz € A, 5. Sex & A, -, entdo x GizBln_l.
Logo, A, C CJ B;. Se x € A,_5, segue um raciocinio andlogo ao anterior. Esse

i=1
raciocinio tem fim porque parte-se do indice n e veem decaindo até chegar que

reA =B C LJBZ
i=1
Vé-se dai que

W(A,) = u (U BZ) -3 (), (23)

Substituindo a Igualdade 2.3 na Igualdade 2.2 decorre que

T u(4,) = (G Bi) . (2.4)

oo
Garante-se agora que U B; = A. De fato,
i=1

i=1 =2 i=2
pois A; — A;,_1 C A; C A para todo ¢ > 2. Por outro lado, dado x € A, entao x € A;

para algum ¢ € N. Se xz € A, 1, entdao x € A; — A;_1 = B;, ou seja, x € U B;.
i=1
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Entretanto, se x € A; 1, tem-se x € A; 5 ou x € A; 5. Na primeira situacao,
o

conclui-se x € U B;; em contrapartida, na segunda possibilidade, utiliza-se do
i=1
mesmo raciocinio. Essa ideia tem fim, pois parte-se do indice i e veem reduzindo

o
até chegar que r € A; = B, C U B;.

i=1
Portanto, retornando em [2.4]

Tim 1(A,) = 1 (A).

vi) Por u(A;) < oo e A, D A,y para todo n € N, vé-se que n(A,41) < pu(A,) < oo
para todo n € N. Defina C,, = A; — A,, para todo n € N. Com isso, C,, C C),;1 para
todo n € N. Com efeito, dado z € C,, entdao x € Ay e x ¢ A,. Como A, D A1,
entdo r € A,,1. Consequentemente, x € A} — A, ;1 = C,11. Pelo item v) desse

teorema,

n—oo

u (G Cn> = lim p(C,). (2.5)

Denotando 04, A, = A; — A, e 04, A= A} — A, veja que

3

Cr = G (A —A,) = G Ca,An =Ca, (ﬁ An> =04, A=A — A (26)
1 n=1 n=1 n=1

n

Assim, substituindo a Igualdade [2.6] em [2.5]
W(Ay— A) = Jim (A~ 4,)

Utilizando-se do item iv) desse teorema,

w(Ar) = w(A) = lim [u(Ar) — w(A,)] <= —p(4) = — lim p(A,)
= wA) = lim p(4,).
Portanto, o resultado fica provado. O

Teorema 2.4.2. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Se A, Ag,... € M nado sao

necessariamente disjuntos, entao

i (nfjl An> < ni (An).

n—1
Demonstracao. Escreva By = J e B, = U Ay para n > 2. Percebe-se que B,, € 91 para
k=1
todo n € N. Sendo assim, A, — B, € M para todo n € N. Além disso, verifica-se que
(A; — B;) N (A; — Bj) = @ para quaisquer i,j € N diferentes um do outro. Com efeito,
dado x € (A, — B;))N(A; — B;), entdo v € A, — B ex € A; — B;. Porz € A, — B;,
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i1 j—1
tem-se que x € A; e x & B; = U Aj. De mesmo modo, z € A; ex & Bj = U Ay. Dessa
k=1 k=1
tltima informacao, constata-se que x ¢ A para todo k € {1,2,...,7 — 2}. Supondo

1 < jJ sem perder a generalidade, entdao = ¢ Al, absurdo! Tarnbem ocorre a igualdade

(A, — B,) = U A,. De fato, a inclusao U n— By) C U A,, € imediata. Resta

1 n=1 n=1 n=1

8

n

mostrar que U (A, — B,) D U A,.
n=1 n=1

(e.)
Dado x € U A, entdo x € A,, para algum ny € N. Se z € A,, — B,, para todo
n=1
natural n, entdo x € A, ou x € B,, para todo n € N. Logo,

e Paran =12 & A; ouz € By. Nao pode ocorrer de x € By, pois B; = &. Sendo

assim, x & Aj.

e Paran =2 = ¢ Ay ou x € By. Nao pode ocorrer de x € By = Ay, pois © € Aj.

Sendo assim, x € A,.
e Paran =3, x ¢ Az ouxz € Bs. Nao pode ocorrer de x € By = A1 U Ay, pois x € A
ex & Ay. Sendo assim, x ¢ As.

Seguindo assim...

no—1

e Paran =ng, z ¢ A,, ouz € B,,. Nao pode ocorrer de x € B,,, = U A;, pois
x & A;parai € {1,2,...,n9— 1}. Sendo assim, z ¢ A,,. Absurdo, aﬁnal r € Ap,.

Portanto, x € A,, — B,, para algum natural n. Nesse sentido, U A, C U (A, — Bp).

n=1 n=1

A partir dai,

H(U) = w(Gom)

< i H(An)'

A tltima desigualdade segue do fato de que A,, — B,, C A,. Assim finaliza-se a prova do
resultado. O

Teorema 2.4.3. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Se F € 9, entao (E,fﬁ, i) é um
espaco de medida em que M = {F €M, F C E} e péarestricio de p em relagao a M.

Demonstra¢io. Para mostrar que (F, 55?, () é um espago de medida, precisa-se garantir
que 901 é uma o-algebra de E e fi : 9 — [0, 00] definida por [i(F) = u(F) é uma medida

positiva.
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e M 6 uma o-algebra de E.
i) Veja que @, E € m, pois O, F € Me o, K C E;
i7) Se F € 0M, entdo F € Me F C E. Por F € M, decorre que X — F € M.
Dal, E—F = (X —F)N(X — E) € M porque X — E € M (este tltimo, por causa
de E € M). Evidentemente, £ — F C E. Logo, E — F € M;
iii) Se F), € M para todon € N, entao F,, € M e F,, C E para todon € N. Por
F, € 9 para todo n € N, segue que D F, € 9. Ja, por conta de F,, C E para

n=1

todo n € N, vé-se que U F, C E. Logo, U E, € M.

n=1 n=1
Portanto, M é o-algebra de E.
o [i:M — [0, 00] é uma medida positiva.

Com efeito, para cada n € N, considere F,, € M dois a dois disjuntos. E claro que

F, € M para todo n € N. Segue entao do fato de p ser medida positiva em 9T que

Portanto, fica demonstrado o resultado! O
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3 Integral de Lebesgue

Henri Léon Lebesgue foi um matematico francés que nasceu no dia 28 de junho de
1875 na pequena cidade de Beauvais e morreu em 26 de julho de 1941 em Paris aos 66 anos.
Seu pai era tipografo enquanto sua mae trabalhava lecionando para criancas dos anos
iniciais; e, embora nascido em um meio modesto, era bastante promissor intelectualmente

porque seus pais possuiam uma biblioteca vasta para a época e estimulavam Lebesgue a
ler desde pequeno. (ORTEGA-GARCIA| [2015)).

A educagao basica de Lebesgue teve inicio ainda em Beauvais e, posteriormente,
em Paris completando os estudos em Lycée Saint Louis (em portugués: Liceu Saint Louis)
e mais tarde em Lycée Louis le Grand (em portugués: Liceu Louis le Grand). No ano de
1897, ele graduou-se em matemética na Ecole Normale Supérieure (em portugués: Escola
Normal Superior) ainda em Paris. Apos isso, Lebesgue trabalhou até 1899 na biblioteca

do lugar onde obteve sua graduagao e durante esse periodo, de acordo com HOARE e

LORD, (2002 apud ORTEGA-GARCIA| 2015, p. 56),

[...] Lebesgue tomou contato com os trabalhos de René Baire sobre
classificacao de fungdes descontinuas e sobre medida, o que influenciou
algumas ideias presentes em sua tese e que, também, gerou uma certa

rivalidade entre eles [...].

De 1899 até 1902, Lebesgue trabalhou como professor no Lycée Centrale (em por-
tugués: Liceu Central) na cidade de Nancy, na Franga. Nessa época, ele formulou sua
teoria da medida tendo por base os trabalhos de Emile Borel, Camile Jordan e René Baire.
No ano de 1901, é publicado o seu principal trabalho Sur une généralisation de l’intégrale
définie (em portugués: Sobre uma generalizacdo da integral definida) o qual foi maior
detalhado na sua tese de doutorado intitulada Integrale, Longueur, Aire (em portugués:
Integral, Comprimento, Area) em 1902. (ORTEGA-GARCIA, 2015).

Neste capitulo, vamos abordar um assunto discutido na tese de Lebesgue — Inte-
gral de Lebesgue — juntamente com algumas de suas principais propriedades realizando
comparativos com a Integral de Riemann. Enfatizamos que baseamos nosso texto nas

seguintes bibliografias: (AXLER) 2020; RUDIN| 1987; TAYLOR, [1966)).

3.1 Funcbes Simples

Durante o Capitulo 1, para integrar uma fungao segundo Riemann, nés aproxima-

vamos a regiao abaixo do grafico da funcao por retangulos para conseguirmos alcancar
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a real area abaixo da curva. De forma similar, dentro da Teoria de Integracao proposta
por Lebesgue, as fungoes simples desempenham esse papel de aproximacgao da funcao
mensuravel para entao alcancar a exata area da regiao abaixo da curva através de certas
operacoes. Nesse sentido, iremos apresentar o que sdo as fungoes simples e o principal
resultado que garante que qualquer funcao nao-negativa mensuravel pode ser aproximada

por funcoes simples nao-negativas mensuraveis.

Definig¢ao 3.1.1. Seja (X, 9) um espaco mensurdvel. Uma fungdo complexa s : X — C
cujo alcance consiste em um ntmero finito de niimeros sera chamada de fungdo simples.
Em outras palavras, uma funcao complexa s : X — C ¢ dita simples quando seu conjunto
imagem, s(X) = {s(z) € C;z € X}, é finito.

Observagao 3.1.1. Quando s(X) C [0, 00) na Definigao [3.1.1], diz-se que s é uma fungdo
simples nao-negativa. Noutras palavras, quando s : X — [0, 00) na Definigdo |3.1.1} entédo

chamamos s de funcao simples nao-negativa.

Exemplo 3.1.1. Toda funcao constante s : X — C é uma funcdo simples, pois seu

conjunto imagem s possuira um unico elemento.

Exemplo 3.1.2. A Fungao de Dirichlet © : [0, 1] — R definida por

D(z) = { 0, se x é irracional

1, se x éracional

¢ uma funcao simples, pois ([0, 1]) = {0, 1} ¢é finito.

O resultado a seguir assegura uma forma de escrever uma funcao simples por meio

de uma combinacao linear dos valores que a funcao assume com a funcdo caracteristica.

Teorema 3.1.1. Sejam o, Xs, . . ., &, valores distintos que uma funcao simples s assume.
Considere ainda A; = {z € X;s(z) = «;} parai € {1,2,...,n}. Entao,
n
s = Z (X'iXAi7
i=1

onde x, ¢ a funcao caracteristica do conjunto A;.
7

Demonstragio. Seja o; para algum i € {1,2,...,n}. Por o; ser valor da fungao simples s

(isto é, o € s(X)), entdo existe pelo menos um = € X tal que s(z) = «;. Nesse sentido,
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é claro que A; # @. Inclusive, A; N A; = & para i # j por conta de &; # «;. Veja dai que

s(r) = oy
= 0610++O(1,10+0611+O(Z+10++06n0
= X, (¥)+... + oci,lei_l(at) + 06X, (x) + 0%+1X,4i+1(517) + . oX,, (7)

- imim
= (il OQXAZ.> (l’)

Portanto, segue o resultado! [

O préximo resultado é importante porque caracterizara quando uma funcao simples

é mensuravel!

Teorema 3.1.2. Sejam &y, &o, . . ., &, valores distintos que uma fun¢ao simples s assume.
Entéao s é mensurével se, e somente se, cada A; = {z € X;s(z) = o;} comi € {1,2,...,n}

é mensuravel.

Demonstracao. Veja abaixo!
n
Suponha que s = Zocix 4, seja mensurdvel. Quer-se mostrar que o conjunto
i=1
A; = {x € X;s(z) = o} é mensuravel para cada i € {1,2,...,n}.
Sabe-se que B (oci; ni) ¢ um conjunto aberto em C para algum n; natural. Tome n;
o menor numero natural para o qual «; seja o inico elemento dentre os «;’s em B (oci; ni)
A existéncia de tal n; é garantida porque todos os «;’s sao distintos e, escrevendo dai
o = min{|o; — ), ..., |0 — o1, |0 — Kigal, ..., |0 — |}, € claro que & > 0 donde
pelo Principio Arquimediano existe n; € N tal que
1
0<— <o
L

Logo, B (oci; ni) contém «; e nenhum outro dentre os demais «;’s.

A partir dai, vé-se facilmente que

A =5t (B <oci; 1)) e Mm.
n;

Portanto, A; é mensuravel.

Reciprocamente, se A; é mensuravel para cada i € {1,2,...,n}, entao é claro que

n
s = Z ;X ¢ mensuravel porque, pela Proposicao 2.2.2) x, ¢ mensuravel para cada
2 7
i=1
i € {1,2,...,n} e o produto entre fungoes complexas mensuraveis é mensuravel (bem

como a soma). N
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Os préximos resultados nos garante que as operacoes de soma e multiplicacao entre
fungoes simples mensuraveis, bem como a multiplicagdo por uma constante real por uma

funcao simples mensuravel, sao ainda fungoes simples mensuraveis!

Proposicao 3.1.1. Sejam
s=D X, e t=) BiX
i=1 j=1

fungoes simples mensuraveis, onde 4; = {x € X;s(z) = o} e B; = {z € X;t(z) = B,}.
Entao s 4+t é uma fungao simples mensurdvel tal que, para C;; = A; N By,

n m

stt=>_> (& +PBj)Xe,-

i=1j=1

n

Demonstracao. Primeiramente, perceba que U A= X.
i=1

Com efeito, dado = € X, entdo s(x) = «; para algum i € {1,2,...,n} (pois s
é definida em X). Posto isso, x € A; para algum ¢ € {1,2,...,n}. Assim, x € U A,

i=1
n

ou seja, X C U A;. A outra inclusao é imediata, uma vez que A; C X para todo
i=1

ie{l,2,...,n}.

m
De maneira anéloga, X = | J B;.
j=1

A partir disso, veja que:

j=1 j=1 j=1 j=1

n
De forma similar, tem-se B; = U Cij.
i=1

Vé-se ainda que Cj;’s sdo disjuntos dois a dois. Com efeito, dados i,k € {1,2,...,n}
ej,lef{l,2,...,m} comi+#kouj#1I, tem-se
Cij NCy = (Al N Bj) N (Ak N Bl> = (AZ N Ak) N (Bj N Bl) =,
pois pelo menos um dos fatores da tltima intersecao do lado direito da igualdade acima
é vazio.
Sendo assim, dado x € A;, nota-se que x € C;; para algum j € {1,2,...,m}. Dal,
X, (x) = 1
= 0+...404+1+0+...40
= Xo, (I) +...+ Xci<j71) (l‘) + Xcij (l‘) +Xc

- ix (x).

() + ...+ X, ()

i(3+1)
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Quando x ¢ A;, entdo x ¢ C;; para todo j € {1,2,...,m}. Com isso,

XAZ-(J:) =0
= 04+...40+0+0+...40
Xy (@) 4 X, () 4 X, () + X,

= 3%,

Logo, X, = ZX%. De forma andloga, X, = ZX%.
=1 i=1

Posto isso,

s+t = ZoczxA +ZBJXB

I
M= I
I

R

1 ( é:xc”) +Z (Bg ZX%>

1 7j=1 =

Xe, + DD BiXe,

i=1j=

(o + B;) Xe

.
Il

I
[M]=

@
I
—
<
I
—
—

I
NE
NgE

s
Il

i
Il

i

J

A mensurabilidade de s+t decorre do Teorema[3.1.2) porque cada Cj; é um conjunto

mensuravel, posto que A; e B; sdo conjuntos mensuraveis. O

Proposigao 3.1.2. Sejam

n

=D X, e t=2 BiXs
i—1 j=1
fungoes simples mensuraveis, onde A; = {r € X;s(x) = o;} e B; = {z € X;t(zx) = B}

Entao st ¢ uma funcao simples mensuravel tal que, para C;; = A; N B;,

st = ZZ OCiBchij'

i=1j=1

n m
Demonstracao. Inicialmente, observa-se que X = U U C;;. Com efeito,
i=1j=1

n

UGCM:O AnBy) <L:JA> (GBJ):XQX:X.

i=1j=1 i=1j=1

m

O fato de U A= U B; = X foi verificado na demonstracao da Proposicao [3.1.1}

i=1 j=1
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Dado x € X, entao existem ¢ € {1,2,...,n} e j € {1,2,...,m} tais que z € Cj;.
Por C;; = A, N By, tem-se que v € A; e x € B;. Assim, s(z) = oy e t(z) = ;. A partir

disso,
xiB; = s(x)t(x) = (st)(x),
ou melhor,

(st)(x) = P xes, ().

Ademais, como pode ser observado na demonstracao da Proposicao [3.1.2 os con-

juntos Cj;’s sao dois a dois disjuntos. Nesse sentido,

Xy (1) = Xe, (®) = o = Xey,  (®) = Xoy,,, (@) = =X, (2) =0
para cada i € {1,2,...,n}, bem como
Xoy, (x) = Xes, (x)=...= Xe v, () = Xeg; (x)=...= Xe,, (x) =0.

Sendo assim,

(zzﬁ) 0 = 3w, @)

i=1j=1

Dada a arbitrariedade de x na igualdade acima, segue que

st = Z Z OCiBchij~

i=1j=1
A mensurabilidade de st resulta do fato de todos os Cj;’s serem mensurdveis! [

Proposicao 3.1.3. Seja a funcao simples mensuravel

n
s = Z “iXAiu
i=1

onde A; = {z € X;s(x) = &;}. Dado ¢ € R, entdo a fungao cs é simples mensuravel tal

que

n
cs = ZcocixAi.

=1

Demonstracao. Primeiramente, note que

n n
CS=CY X, = D COX, -
i=1

=1
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Resta mostrar que B; := {z € X;(cs)(z) = ca;} = A;.

De fato, dado = € B;, entao (cs)(z) = ca;. Por (cs)(x) = cs(x), segue entao
que s(x) = «; caso ¢ # 0. Ja se ¢ = 0, entdo faga s(r) = «;. Por consequéncia, em
ambos os casos © € A;. Por outro lado, se x € A;, entdo s(r) = «;. A partir dai,

coi; = cs(x) = (cs)(x) e, consequentemente, x € B;.

A mensurabilidade de cs segue da mensurabilidade de s, pois todos os A; sao

mensuraveis. O

O teorema abaixo é o mais importante desta se¢ao, pois serd amplamente utilizado
na demonstracao de diversos outros resultados nas se¢des subsequentes. Ele nos afirma
que qualquer fungdo ndo-negativa mensuravel pode ser aproximada por fungoes simples

nao-negativas mensuraveis.

Teorema 3.1.3. Seja f : X — [0,00| uma fungdo mensuravel. Entao existem fungoes

simples mensuraveis s, : X — [0, 00) tais que:

i) 0 < s1(z) < so() < ... < f(o), Vo € X;

it) lim s,(x) = f(x), Yz € X.

n—oo

Demonstragdo. Segue abaixo.

v v
Considere ©,, := { < n} para cada n € N. Nota-se que ®,, C D,,11.

27; \27\

v
De fato, dado r € ®,,, tem-se que r = on com 0 < v < n2" Veja dai que r = 2331 com

0<v<n2" < (n+1)2" <= 0<2v < (n+1)2"
Logo, r € ®,,41.

Defina s, : X — [0,00) por s,(z) = max {y € D,;y < f(z)}. E claro que s, é

uma fungao simples ndo-negativa, pois s,(X) C ©,, e ©,, possui n2" + 1 elementos!

Para x € X qualquer, percebe-se que s,(x) < s,.1(x) para todo n € N. Com

efeito, pela inclusao ©,, C O, e para qualquer x € X, segue que
{y €Dny < f(@)} C{y € Dunr1y < f2)}-

Sendo assim,

()}

Sp(x) = max{y € D,y < f
< max{y € Dp41;y < (@)} = spa(z), Vn e N.

Ademais, para todo n € N, s,,(z) < f(x) por conta da defini¢ao de s,.

A sequéncia (s,(x))neny é mondtona nao-decrescente e limitada, o que garante a

existéncia do limite de s, (z).
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e Afirmacao: nh_}r{)lo sp(x) = f(z),Vo € X.
Veja que f(z) < oo ou f(z) = co. Se:

> f(z) < oo
Para todo n € N tal que f(z) < n (tais n's existem porque o conjunto N dos niimeros

naturais é ilimitado no conjunto R dos ntimeros reais), tem-se que s,(x) = on para

algum 0 < v < n2". Dal,

v v+ 1 1
su(@) = 5 < S(@0) < = = sa(@) + 5

Pelo Teorema das Sucessoes Enquadradas,

lim s,(z) = f(x).

n—oo

» f(z) = oc.

Entao s,(z) = n, donde Jim sp(x) = 00 = f(x).

Logo, lim sn(x) = f(z) para todo = € X.
Resta mostrar que as fungoes s, sdo fungdes mensuraveis!

Veja que

n2m

v
sn(x) = Z 27)(,41,," (IL'),
v=0

v+1

n

onde A,, = {I € X;;—n < floz) <
Aponp ={z € X; f(x) = n}.

} para 0 < v < n2" — 1 e, quando v = n2",

Os conjuntos A, , sao todos mensurdveis porque:

e Paran e NU{0} e 0 < v < n2"—1,

v+ 1
2n
E F

Av,n: {$€X,f(l') <

onde F = f~! ((O, ”;;1)) EMeF=f1 ((O, 2%)) € M (afinal, f é mensurdvel).
e Paran#0ewv=n2" tem-se Ayn, = [f1((0,n))]¢ € M.
e Paran=0cv=n2"=0, tem-se App={r € X; f(x) >0} =X € M.

Sendo assim, as s,’s sdo fungoes simples nao-negativas mensuraveis que se aproxi-

mam da funcao mensuravel ndo-negativa f. O
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/(@)
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Figura 6 — Representacdo de duas fungoes simples ndo-negativas mensuraveis, s; (em
azul) e so (em vermelho), que se aproximam da fun¢do nao-negativa men-
suravel f.

3.2 Aritmética em [0, o]

E importante se ater com relacio a aritmética da extensdo da semirreta nio-
negativa, isto é, estender as operagoes de adi¢do e multiplicagdo para o conjunto [0, o] de
forma que propriedades relevantes como comutatividade, associatividade e distributivi-
dade sejam ainda validas. Isso se faz essencial porque quando falarmos de integra(;é(ﬂ (que
envolve medida), podemos acabar querendo integrar sobre conjuntos de medida infinita e

acabar chegando a expressoes como, por exemplo, 0 - 0o e @ + 0o (com « € [0, 0]).

Definigao 3.2.1. Considere a € [0, o0]. Define-se:

(A) a4+ 00 =00+ a=o;

>0
(M) a-co=00-a= 0o, e a :
0, se a=0

A soma e produto entre ntimeros reais é a usual como a conhecemos.

Devemos tomar cuidado com as leis do cancelamento da adicao e do produto, pois
s0 sao validas quando o elemento envolvido no cancelamento é finito; isto é; se a+b = a+-c

entao b = ¢ desde que a < 0o e se ab = ac entao b = ¢ desde que 0 < a < .

L Mais especificamente, Integral de Lebesgue.
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Observacgio 3.2.1. E possivel estendermos as operacoes de soma e produto para a ex-

tensao da reta real [—oo, o0]. Para o € R, ponha:

A") (£00) + (F£o00) = (£00) + ¢ = & + (F00) = Fo0;
M) (£00)(£00) = +00, (£00)(Foo) = —00 €

+oo, se >0
x(£oo) = (£oo)au=4¢ 0, se x=0
Foo, se <0

Ressalta-se ainda que nao definimos o que seria (+00) + (—00) e (—00) + (400).

Afirmagao 3.2.1. Sejam (a,)nen € (bn)nen sequéncias em [0,00]. Se a,, — a e b, — b

quando n — oo, entao a, + b, — a + b quando n — oo.

Demonstracao. Segue abaixo!

Por a,, — a e b, — b quando n — oo, entao, para todo € > 0, existem os nimeros

naturais n; e no tais que
€
n>n = |an—a|<§;
€
n>ny = |b,— 0 <§.
Tomando ny = max {ny, ny}, tem-se

lan, —a| < 5

n>nygy —
|bn_b|<%

Veja dai que

n>ny = |(a, +b,) — (a+ D)

[(an — a) + (b, — D)
la, — a| + |b, — b
_I._

N

A\
M o m
DO M

Portanto, a,, + b, — a + b quando n — oo. n

Afirmacao 3.2.2. Sejam (ay,)nen € (bn)nen Sequéncias nao-negativas e nao-decrescentes

em [0, 00]. Se a,, — a e b, — b quando n — oo, entao a,b, — ab quando n — co.

Demonstracao. Segue abaixo!

Veja que por b, — b quando n — oo, entdao (b, )nen é limitada. Digamos que seu

limitante seja L, assim tem-se que |b,| < L para todo n € N.
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Por a,, — a e b, — b quando n — oo, entao, para todo € > 0, existem os niimeros

naturais n; e ng tais que

n>n = |a,—a <2(L€+1);
n>ny = |b,—0b < 2\a€+1\'
Tomando ny = max {ny, ny}, tem-se
n>nyg = { jan = af < 2(L+1)
|bn — bl < 55,
Veja dai que
n>ny = layb, —abl = |a,b, —ab+ ab, — ab,|

= |bu(a, —a) + a(b, — b)]

< b ||an—a|+|al|b —b|
< Ibal3 (L+ iyt |2\ +1|
s L2(L€+1)+| 2 +1|
< ‘j"/fzw ot
-~ 273
= €.
Portanto, a,b, — ab quando n — oo. O

Dadas as fungoes f,g : X — [0, 00| mensuraveis e x € X qualquer, entdao pelo
Teorema existem as sequéncias de fungoes simples ndo-negativas mensuraveis (s, )nen

e (tn)nen tais que:

e 0<s(x) <so(z) ... < f(z) com T}erolosn(x) = f(x);

o 0 <t(x) <ta(xr) <...< g(x) com lim t,(x) = g(x).

n—oo
E claro que f(z) = sup s,(z) e g(x) = supt,(z) pelo exposto acima.
neN neN
Veja dai que

> 0<s1(x) +t(x) < sox) +to(z) < ... < f(o) + g(2);
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As sequéncias (s, + tn)nen € (Sntn)nen de funcoes simples nao-negativas mensura-
veis s20 monotonas nao-decrescentes e limitadas, consequentemente convergentes! Sendo

assim, utilizando-se das Afirmagoes [3.2.1 e [3.2.2]

Sup () + tn(x)] = Jim [su(x) + £ @)

= Jim sn(@) + limg B ()

= fx)+g(2),

sup s, (2)t,(z) = lim s,(x)t,(z)

neN n—oo

= i, sa(@) i ()

= [fz)g(x).
Segue assim do Teorema que as fungoes f + g e fg sdo funcoes mensuraveis.
Esse raciocinio exposto acima demonstra o resultado abaixo.

Proposigao 3.2.1. Sejam f,g : X — [0,00] fungoes mensurdveis. Entdao f + g e fg

também o sao.

Proposigao 3.2.2. Sejam f : X — [0, 00| uma fungdo mensuravel e ¢ € R,. Entéo a

fungao cf : X — [0, 00| é mensuréavel.

Demonstracao. Por f ser mensuravel, entdao pelo Teorema [3.1.1] existe uma sequéncia

(Sn)nen de fungdo simples ndo-negativas mensuraveis tais que
e 0<s(x) <so(z) ... < f(z) com lim sn(x) = f(z) para todo z € X.
Tem-se multiplicando as desigualdades acima por ¢ € R, que
o 0 <esi(x) <eso(x) ... < cef (o).

A sequéncia (csy,)nen de fungdes simples nao-negativas mensuraveis ¢ monoétona
nao-decrescente e limitada, logo convergente!
Afirmagao: sup cs,(x) = cf(z) para todo x € X.
—  neN
De fato, dado x € X qualquer,
ilelg csp(z) = lim csp ()

= Jim e lirg, 50()

= cf(x).

Como sup cs,(x) é mensuravel por conta do Teorema [2.3.4 segue a mensurabilidade da
neN
funcao cf. O
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Proposicao 3.2.3. Para cada n € N, considere f,, : X — [0, c0] uma fun¢ao mensuravel.

o0
Entao f = Z fn € mensuravel.

n=1

Demonstracao. Basta notar que, para um x € X arbitrario,

f(l")z(ilfn) (0) = ilfn(w)
= Jim > fule)

k
= lim sup;fn(w)

k
= (,}ggo sup ) fn> (z)

k
Como Z fn ¢ mensuravel (aplicar k vezes a Proposicao|3.2.1|referente a soma) e aplicando

n=1
o Teorema [2.3.4] a ultima expressao, resulta que a funcao f é mensuravel. n

3.3 Integracao de Funcoes Nao-Negativas Mensuraveis

Nesta secao, iremos definir a Integral de Lebesgue para fun¢oes nao-negativas men-
suraveis, bem como apresentar suas propriedades que manifestam-se diante das operacoes

aritméticas entre essas fungoes.

Definicao 3.3.1. Sejam (X,9) um espago mensuravel e p : 9 — [0, 00] uma medida
positiva. Considere ainda s : X — [0,00) uma funcao simples nao-negativa mensurdvel

escrita como
n
= XA,
i=1

onde A; = {z € X;s(z) = oy}. Fica posto que a Integral de Lebesgque da fungio s sobre

o conjunto mensurdvel E em relacao a medida p é:
E i=1

Exemplo 3.3.1. Considere o espago de medida (R, P(R), u), onde p: P(R) — [0, 00] é
definida por

1, se %EA

0, se LgA

2

(1 é medida pelo que foi exposto no Exemplo [2.4.2]
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Defina a fungao simples nao-negativa mensuravel s : R — [0, 00) por
5
S(x) = Z(QZ - 1)XA1(‘I)7
i=1

onde A; = (—00,0], A2 = (0,1], A3 = (1,5], Ay = (5,7] e A5 = (5, 00).

Considerando o conjunto £ = [—3,5] mensurdvel, determinaremos o valor de

/sdu.
E

/Es du = (2= (AN E)

Verifica-se que
e AiNE =[-3,0], onde 1 ¢ [-3,0]; e Ay,NE=g;

oAgﬂE:Ag,onde%EAg; e AsNE=0.

o A;NE = A3, onde 1 & As;

2

Portanto,

0 1 0 0
/Esdp = 1 wAAE) + 3 WA A E) + 5 WAsAE) + 7 WA E) + 9 WA E)

= 3.

Exemplo 3.3.2. Seja (X,9, n) um espago de medida. Considere ainda x, a fungao
caracteristica sobre A € 9. Com isso, considerando também E € 9 e percebendo que
A={reXix,(r) =1} e X —A={re X;x,(z) =0},

/EXA dp=1-wWANE)+0 uw(X —A)NE)=unAnE).

Dessa forma, sendo A = E = [0, 1] e utilizando o espa¢o de medida do Exemplo

[3:31], repara-se que
o1
/ Xp dp = u(E) =1, pois = € E.
E 2

Exemplo 3.3.3. Considere (R,B,m) um espaco de medida, onde B é a o-dlgebra de
Borel gerada pela topologia T = {A € P(R);Je > 0,(x — e,z +€) C A,Vx € A} em
é a Medida de Lebesgue. Como [0, 1] € B, decorre do Teorema m que ([0,1],B,m) é
um espaco de medida em que B = {F € P([0,1]); F € B} e m : B — [0, 00] é dada por
m(F) =m(F). Agora, seja a Funcao de Dirichlet © : [0, 1] — R definida por

D(z) = { 0, se x é irracional ‘

1, se x éracional

0
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Percebe-se facilmente que ©([0,1]) = {0,1} C [0,00). Com isso, a Func¢ao de Dirichelet
¢ uma fungao simples nado-negativa. Além disso, é evidente que © = Xonjo,1» PEML COMO 0
conjunto QN [0, 1] € B. Essa tltima afirmagao é garantida porque, escrevendo o conjunto
QN[0,1] = {ry,re,...} (j& que é enumeravel), tem-se

o0

Qnlo,1] = Q{m} = U[T’i,ﬁ']-

i=1
Por [r;,r;] € 9B para todo i € N, entdao QN [0, 1] € B. Ademais, QN [0,1] C [0, 1] e, por
consequéncia, Q N[0, 1] € B.

Sendo assim,
/[0,119 dm = /[071} Xonoy dm = m(Q N[0, 1])

= m(@[%’f’i])

i=1

= S ()

K3
o

=1
= (ri —13)
=1

=

Il
I

Comentario 3.3.1. Identifica-se, a partir do Exemplo[3.3.3] uma das primeiras divergén-
cias entre a Integral de Riemann e Lebesgue — a integrabilidade da Funcao de Dirichlet.
No Capitulo 1, observou-se a inexisténcia da integral segundo Riemann para essa funcao

e, neste ponto, viu-se que existe a Integral de Lebesgue para essa funcao!

O teorema abaixo garantira algumas propriedades da Integral de Lebesgue para
fungoes simples nao-negativas mensuraveis. Essas caracteristicas serao uteis para a de-
monstracao de propriedades mais gerais quando aprendermos a integrar fungoes nao-

negativas mensuraveis nao necessariamente simples!

Teorema 3.3.1. Sejam as fungoes simples ndo-negativas mensuraveis

SZZ(X'L'XAZ. € t:ZBjXBja
i—1 j=1

onde A, = {z € X;s(x) = o} e Bj = {x € X;t(x) = 3;}. Além disso, considere ¢ € R,

e os conjuntos A, B e E mensuraveis. Entao,

i) /(s—l—t) du:/sdu—l—/tdu;
E E E

i1) /csdu:c/sdp;
B E

iii) Se A C B, valeque/sdp.g/ s du;
A B
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iv) Se s =0, entao / s dp = 0;
E
v) Se u(E) =0, entao / s dp = 0;
E

Vi) /sdu:/xEs du.
B X

Demonstracao. Segue abaixo!

i) Pela Proposigao [3.1.1] tem-se

n m

s+it= ZZ(‘XZ + Bj>XcU7
i=1j=1
onde C;; = A; N B; sdo dois a dois disjuntos.
m n
Alias, ainda na demonstragao da Proposicao [3.1.1, A; = U Cije Bj = U Cij.
j=1 i=1

Posto isso,

[s0de = 33 (ot B0y B)

s
I

—
.
H

—

I
M=
NE

(%U(CZJ NE)+ B;n(Cy NE))

@
Il

=
<.
I

=

xu(Cy NE)+> > B;u(Cy NE)

i=1j=1

o (iu(ciij)) +§:l3j <inzJﬂE>

Il
NE

@
Il

MR
<
Il

MR

I

7

j=1 j=1 i=1

_ g;ociu(ﬁcwﬂE) +§jfi’>ju<0@-mE>

= Zn:%p(Ai NE)+ i Bju(B;NE)

i=1 j=1

- /sdu+/tdp.
E E

i1) Pela Proposicao [3.1.3| para ¢ € R, tem-se c¢s = Z COGX - Entao,
i=1

/csdu ZcocluA NE) —cZoczuA ﬂE)—c/ s du.
i=1 i=1
iii) Por A C B, segue que A,NA C A;NBparai € {1,2,...,n} arbitrario. A partir dai,
pelo item 4ii) do Teorema resulta que w(A4; N A) < u(A; N B) para 1 <7 < n.
Logo,
/sdu:Zociu(AiﬂA > (A N B) /sdu.
A = B

=1
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iv) Se s = 0, entdo s(z) = 0 para todo z € X. Com isso, &; = 0 para para todo
i €{1,2,...,n}, ou seja, A; = X para qualquer que seja i € {1,2,...,n}. Dessa

forma, s = Z 0-Xy- Sendo assim,
i=1

/ sdp=> 0-p(XNE)=0.

E i=1

v) Perceba que A; C X paratodoi € {1,2,...,n}. Comisso, A,NE C XNE = F para
todo i € {1,2,...,n}. Pelo item éii) do Teorema [2.4.1, W(E) > n(A; N E). Tem-se
ainda por hipdtese que w(E) = 0e n(A;NE) > 0 (essa dltima é pelo fato da medida
considerada ser nao-negativa por conta da definigao de integral estabelecida). Nesse

sentido, w(A4; N E) = 0 para 1 < i < n. Segue dai que

/Esdu:zn:ociu(AiﬂE) => a;-0=0.
i=1 i=1
vi) Para i € {1,2,...,n} arbitrario, defina B; = {z € E;(x,s)(z) = o;}. Tem-se
que B; = A; N E. Com efeito, se x € B;, entdo (X,s)(r) = «;. No entanto, como
(Xps)(x) = X (x)s(z), segue que s(z) = «; (uma vez que X, (z) = 1). Logo, B; C A;
e, pela definicdo de B;, sabe-se que B; C E. Consequentemente, B; C A; N E. Por
outro lado, se x € A; N E, entdo v € A; e x € E. Disso, resulta a igualdade
(Xz9)(z) = X,(x)s(x) = s(x) = «;. Logo, x € By, isto é, A, N E C B;. Assim,
B; = A; N E para todo i € {1,2,...,n} (dada a arbitrariedade de 7 imposta no
inicio da demonstrac¢ao). Além disso, B; N X = B;, pois A; C X e E C X. Veja a

partir dai que

/Es du:iociu(AiﬂE):zn:ociu(Bi):iociu(B,ﬂX):/XxEs du.

i=1 i=1
Isso conclui a demonstracao do resultado! O]

Teorema 3.3.2. Considere (X, 91, i) um espago de medida. Seja também s = Z %X 4,

i=1
uma funcdo simples ndo-negativa mensurdvel em que A; = {z € X;s(x) = o;}. Defina a

fungao ¢ : M — [0, oo] por

&(E) = [ s du.

Entao ¢ é uma medida positiva.
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Demonstracao. Sejam Ey, Ey, ..., Ej, ... € 9 dois a dois disjuntos. Escreva U E;,=F.

j=1
Assim,
¢(UEj) — o) = [sdn = Y am(AnE)
J=1 i=1
= Enjoczu(UAmUE)
=1 7=1
= iocm(fj (4, ﬂE))
=1
= En:ocz( (A, ﬂE))
=1
= ii (A N Ej)
j=11i=1
= - d
- Zd)(EJ)
j=1
Além disso, ¢(2) = 0, pois u(&) = 0. 0

Agora vejamos como é definida a Integral de Lebesgue para fung¢oes nao-negativas

mensuraveis que nao sao necessariamente simples.

Definicao 3.3.2. Sejam o espago mensuravel (X, 91) e pu : MM — [0, 00] uma medida
positiva. Considere f : X — [0, c0] uma fun¢do mensuréavel. Fica posto que a Integral de

Lebesque da funcao f sobre o conjunto mensurdvel E em relacdo a medida p é:

/fdu:Sup{/SdH;O<S<f}v
E E

onde s é uma funcao simples nao-negativa mensuravel.

Comentario 3.3.2. E intrigante pensar que se f ¢ uma funcao simples nao-negativa
mensuravel na Definicao [3.3.2] entao tem-se duas defini¢coes de integral para a mesma
fungdo (contando com a Definigdo [3.3.1)). Contudo, ambas coincidem, isto é, levam ao
mesmo valor numérico porque a maior funcao simples nao-negativa mensuravel que se

aproxima por baixo de f é ela propria.

O resultado abaixo expressa caracteristicas da Integral de Lebesgue para funcoes

nao-negativas mensuraveis.

Teorema 3.3.3. Sejam f,g : X — [0, 00] fungoes mensuraveis. Considerando ainda os

conjuntos A, B e Ef mensuraveis, entao
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i) Se f <g,entio [ fau< [ gdu
E E
it) Se A C B, entéo/fdug/ fdw;
A B
iii) Se ¢ € [0, 00|, entao / cf du = c/ fdu;
E E
iv) Se f =0, entao / fdu=0;
E
v) Se w(E) =0, entao / fdu=0;
E
vi) [ fdu= [ xof du.
E X
Demonstracao. Segue abaixo!

i) Suponha que 0 < f < g. Veja que, para s e t fungbes simples nao-negativas

mensuraveis,

AZ{/Sdu;Oéséf}c{/tdp;ogtgg}:B,
E E

pois / sdu étal que 0 < s < f < g. Logo, / s du € B. Sendo assim, verifica-se
E E

/Efduéég-

it) Pelo item #ii) do Teorema [3.3.1]

/sdué/sdu
A B

para uma funcao simples nao-negativa mensurdvel s qualquer (em particular, vale

que sup A < sup B, isto é,

para aquelas que cumprem 0 < s < f). Baseado nisso juntamente com a primeira

implicacdo do Teorema [1.1.1},

/Afdu = sup{/Asdu, s < f}
< inf{/Bsdu, <s< f}
< swp{ [ sdwo<s< s
- /deu-

iii) Se ¢ € [0, 00), segue pelo item i) do Teorema que

/csdu:c/sdu
E E
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para uma funcdo simples nao-negativa mensuravel s qualquer (em particular, vale

para aquelas que cumprem 0 < s < f). Além disso,
A:{/ csdp,;Oésgf}:{/ csdu;Ogcsgcf}:B.
E E

Com efeito, dado / cs du € A, entao 0 < s < f. Multiplicando a desigualdade por
E

¢, segue que / cs du € B. Por outro lado, se / csdu € B, entao 0 < cs < cf. Se
E E
¢ = 0, entao independe de s; mas se ¢ > 0, entao basta aplicar a lei do cancelamento

da multiplicacdo que 0 < s < f. Em ambos os casos, / cs du € A.
E

Sendo assim,
c/ fdu—csup{/ sdu;Oésgf} = sup{c/ sdp,;OSSéf}
E E E
= sup{/ cs du;Oésgf}
E
= sup{/ cs du; 0 < cs Scf}
E
= / cf du.
E
O caso em que ¢ = 00, tem-se obviamente c/ fdu =00 = / cf du. A tdltima
E E
igualdade é pelo fato do conjunto { / cs du; 0 < es < cef } ser ilimitado.
E

iv) Basta, utilizando-se do item iv) do Teorema [3.3.1] notar que
/ fdu:/ Odp.:sup{/ sdu;OSséO} :sup{/ Odu} =sup {0} = 0.
E E E E
v) Basta utilizar o item v) do Teorema que
/Ef du:sup{/Es du; 0 < s < f} =sup {0} = 0.

vi) Basta utilizar o item vi) do Teorema na igualdade abaixo.

/fdu = SUP{/SdH;0<S<f}
E E
= SUP{/XXES du;OéxEséfo}

= /Xfo du.

Isso conclui a demonstracao do resultado! O

O teorema a seguir é de grande importancia para a Teoria de Integragao a Lebes-

gue, pois garante a passagem do limite sob o sinal da integral.
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Teorema 3.3.4 (Teorema da Convergéncia Mondtona de Lebesgue). Seja (f,)neny uma
sequéncia de func¢des nao-negativas mensuraveis em X e suponha que

i) 0 < fi(x) < fo(x) < ... < oo para todo x € X

i1) lim fulz) = f(z) para todo = € X.

Entao f é mensuravel e vale que

di (f dviw) = [ (hm fa) e

Demonstragdo. Segue abaixo!

Para cada x € X, a sequéncia (f,(z))nen ¢ monétona nao-decrescente e limitada,
e, consequentemente, convergente! Ainda dessas informacdes, sabe-se que

lim f,(x) = sup fu(2).

neN
Por outro lado, tem-se por hipdtese que

lim f,(2) = f(z).

Pela unicidade do limite,

f(x) = sup fu(z).

neN

Logo, f = sup f,. Em decorréncia disso, pelo Teorema [2.3.4
neN

| f é mensuravel.

Para x € X arbitrario, repare que f,(z) < f(x) paratodon € N, afinal f = sup f,.

neN
Posto isso, f, < f para todo n € N. Com essa desigualdade e o item ¢) do Teorema [3.3.3]

[ fodns< [ fau vmen. (3.1)

Inclusive, uma vez que f, < f,41 para todo n € N (por hipdtese), decorre pelo mesmo
resultado que

/fnduéffn-H du, Vn € N.
X X

Dessa forma, a sequéncia ( / fn du) ¢ monotona nao-decrescente e limitada; e, con-
X neN
sequentemente, convergente! Com isso,

lim (/ fn du) =sup [ fndp.
n—o0 X neN X

Digamos que sup [ f, du = «. A partir dai, aplicando o limite quando n — oo na
neN JX
Desigualdade tem-se

ocg/fdu.
X
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Resta garantir a desigualdade contraria, ou seja, o« > / fdu.
b's

Veja que

/fduzsup{/sdu;0<s<f}>/sdu,
X X X

com 0 < s < f na ultima integral da desigualdade acima.

Observe que se o > / s du para s uma fung¢ao simples nao-negativa mensuravel
X

tal que 0 < s < f, entao conclui-se o que se quer.
Considere s uma funcao simples nao-negativa mensuravel tal que 0 < s < f.
Defina
E, ={z € X; fa(z) > es(2)},
para uma constante ¢ € (0,1).
Afirmacgao: E, é um conjunto mensuravel para cada n € N.

De fato, fixe n € N. Assim,
X —E,={v € X;es(z) > ful2)} ={z € X;(cs— f,)(x) >0} = (es — f,) " ((0,00]).

Por cs e f, serem mensurdveis, entdo c¢s — f, também o é. Além disso, (0,00] é um

conjunto aberto em [0, co]. Nesse sentido, X — E,, é mensurdvel donde FE,, também é.
Afirmagdo: E, C F,., para cada n € N.

Com efeito, dado = € E,, para algum n € N fixado, tem-se que f,(x) > cs(x).
Dali, como por hipétese f,11 = f, para todo n € N, decorre que f,11(x) = fu(z) = cs(x)
donde z € E, . Logo, E, C E,11.

Afirmagao: X = ) E.,.

n=1

Como F, C X para todo n € N, segue que U E, C X. Agora, dado =z € X,
n=1

entdo f(z) =0 ou f(x) > 0.

e Se f(x) = 0, entdo, por 0 < s(z) < f(z), s(z) = 0. Inclusive, cs(x) = 0. Como
fi(z) > 0 =cs(z), tem-se z € Ej.

e Se f(x) > 0, entdo, por 0 < s(x) < f(x), segue que f(z) > cs(x), ja que ¢ < 1.

Além disso,

lim f.(x) = f(z) > es(x).

n—oo

Com isso, existe n, € N tal que n > ng tem-se f,(x) > cs(x). Logo, € E,, para

n > n,.

Em ambos os casos, x € U E,. Logo, X C U E,.

n=1 n=1
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k
Escreva agora s = Zocz-xAi, onde A; = {z € X;s(x) = «;}. Utilizando o item i) do

i—1
Teorema e o fato de f > cs (nesse dltimo, utilizando o item 7) do Teorema [3.3.3

para E,), veja que

k
/fdu>/ fdu>/ csduZC/ sdp=c> oau(A;NE,).
X En En En

=1

Logo, utilizando o item v) do Teorema [2.4.1}

k k
lim /Xf du > lim (c; “i“(AimEn)> = ¢y (gggo u(AmEn)>

n—00 4
=1

k

=1

= c/sdu,
X

isto é,
x> c/ s dpu.
X
Como ¢ € (0,1) e o supremo de (0,1) é 1, decorre que x > / s du.
X

Logo, « ¢ cota superior para o conjunto {/ s du;0 < s < f} e como
X

/fdu:sup{/ sdu;0<8<f},
X X

segue que o¢ > / fdu.
b's

Portanto,

Jim ([ i) = [ f dn,
ti ([ g ) = [ (Jim5)

Observagao 3.3.1. Embora a integral do Teorema esteja sendo considerada so-

bre todo X, é também valido para qualquer conjunto mensuravel £ C X por conta do

ou melhor,

]

Teorema [2.4.3, Fica também resguardado aqui que os demais resultados cuja a integral
aparece sobre todo o espago de medida (X,91, u) sdo validos para qualquer conjunto

mensuravel desse espaco pelo mesmo motivo!

Exemplo 3.3.4. Considere o espaco de medida (R, B, m), onde B é a o-algebra gerada
pela topologia T = {A € P(R);3e > 0,(z — e,z +€) C A, Vx € A} e m é a Medida
de Lebesgue. Sejam ainda a fungao mensurdvel f : R — [0, 00] dada por f(z) = z e o

conjunto mensuravel [0, 1]. Vamos calcular /[ ] f dm.
0,1
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Veja que dado a sequéncia de fungoes simples onde fy =0 e
0, se 0<r < %
o S€ o ST< g
f2n($) = )
n;l7 se n; < T < 27;;1
R A A
tem-se que
Tim fo(2) = f(@), em [0,1]
De fato, dado z € [0, 1], temos que
folw) < folz) < fulz) < .. <z = f(2)
Logo, f é uma cota superior do conjunto F' = {fy, f2,--- }. Dado € > 0, vamos encontrar

no € N tal que

n>ny = f(x) —e < fo(2).

Repare que:

e Se € > 1, entao basta tomar, por exemplo, ng = 2 que tem-se o requerido.

e Se, por outro lado, 0 < € < 1, entao existe ng € N tal que

1 1 €
0< —<e<ls=0<c—< =<
Un 2n0 2

| —

Uma vez que 5 < €, segue que
1
0<—<e<l
2710

Assim, basta tomar 2ng > € que tem-se o requerido!

Logo, lim fou(r) = f(x).
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Com tudo isso, utilizando-se do Teorema |3.3.4], vé-se que

& k-1 k—1 k
/[01 fdm—nhoo/ f2n dm = nh—>HC}OZ o 'm<l%,%)>

k=1
nop—1 1
= lim Z —
oo = 2n 2n
= JE&@Z
.1 2n(2n—-1)
= lim —-
n—00 4n ik
. 2n—1
= lim
n—oo 4n
| (1 1 )
= lim (= — —
B 1
2

Teorema 3.3.5. Sejam f,g: X — [0, 00] fungoes ndao-negativas mensurdveis. Entao
/(f+g) duz/ fdu+/ g du.
X X X

Demonstracao. Pelo Teorema|3.1.3] existem as sequéncias de funcoes simples nao-negativas

mensuraveis (S, )nen € (tn)nen tais que:

o (

N

s1(r) < s2()

N

. < f(x) com lim sp(x) = f(z) para todo z € X;

e 0 <t(x) <ta(xr) ... < g(x) com lim tn(x) = g(x) para todo z € X.

A partir dai, fazendo o uso do Teorema [3.3.4]
/ (hm sn> du:/ Fdu— lim/sndu:/ 1 du
X n—o0 X n—oo Jx X
De modo similar, lim / tn du:/ g du.
n—oo Jx X
Além disso, para x € X arbitrario, tem-se
Tim [s0(2) + tal2)] = lim s(2) + lim ta(x) = f(2) + g(a)
Com isso, usando o Teorema [3.3.4]
I ntn)d:/ dp = i (/ntnd>:/ d
/X (nggo[s o] ) du= | (f+g)dh= lim ([ (so+ta)du) = [ (f+yg)du
Portanto, fazendo o uso do item i) do Teorema [3.3.1]
Jorrgydw = i ([ (s +t0) du)
b's X

n—oo

= lim </ sndu+/tndu)
n—oo X

= hm Sp A+ hm/t du
X

= /fdu+/gdu
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Isso finaliza o resultado! O

Teorema 3.3.6. Se, para cada n € N, f,, : X — [0, 00] é mensuravel e

F=3 fu

Entao,
i = /nd.
/kaL n;xf m

Demonstragio. Primeiramente, veja que f é mensurdvel por conta da Proposi¢ao [3.2.3]
N

Defina gy = Z fn. Assim, para x € X qualquer,
n=1

° llm gn(x hm Z fn(z Z fa(z) = f(z)
n=1
Logo, utilizando o Teorema |3.3.5

N
aw=>" [ fodu
/XgNu ;Xfu

Aplicando o limite quando N — oo e o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtém-se:

/deuzi::l/xfndu-

oo o0 [e e o]
Corolario 3.3.1. Seja a;; = 0 para 7,5 € N. Entao, ZZ a;; = ZZaij.

i=1 j=1 j=1i=1
Demonstragio. Seja X = {1,2,...,k} e p a medida da contagem (vide Exemplo [2.4.1]).
Para cada i € N, defina f; : X — [0, 00] por fi(j) = a;; para j € X. A partir dai, ponha

= f:lfz(]) = i%& (j€X)

=1

Segue pelo Teorema que
dyi = / L dp = / u d. 3.2
/Xf m ; | Jidu ; @i du (3.2)

Por f ser uma funcao simples nao- negativa mensuravel, veja pelo lado esquerdo

da Igualdade que, para A; = {:U € X; f(x Zau} ={j}

/fd,u ZZCLUUA nXx) Zii%u :Ziazj-

j=1li=1 j=1l1i=1 j=1li=1
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Para B;; = {x € X; fi(x) = a;;} = {j} (com i fixo), decorre que

k k k
/X aij dp = Z aiji(Bi; N X) = Z&iju(Bij) = Z Q-
j=1 j=1

J=1

Assim, tem-se pelo lado direito da Igualdade [3.2] que

00 o k
> [ o dn=3"Y ay
=1 i=17j5=1
Logo,
k oo o k
Z Z Qij = Z @ij
j=1i=1 i=1j=1
[e. o lNe o) oo oo
Fazendo k — oo, conclui-se que Z Z a;j = Z Z jj. O

j=1i=1 i=1j=1
Lema 3.3.1 (Lema de Fatou). Para cada n € N, seja f, : X — [0,00] uma fungao

mensuravel. Entao

/X (Jl_)ﬂgo inf fn) du < nh_)ngo inf (/X fn du) :
Demonstracao. Para cada N € N, defina gy = lngv fn. Com isso, gy é mensuravel pelo
Teorema [2.3.4] Dai, para x € X arbitrario, B
i) 0< 91(7) < ga(w) < -+ < 00y

De fato, basta notar que {fy(x), fyi1(x),...} D {fni1(2), fnie(x),...} e, conse-
quentemente,

gn(z) = inf {fx(2), n1(2), ..} <inf{fni1(2), fnge(2), ..} = g (@)
Inclusive, 0 < gy (z) < oo para todo N € N, ja que gy : X — [0, 00].
ii) Jim g(x) = lim inf f, (o).
Imediato da Definigao [2.3.1}

Além disso, gy (z) < fu(x) para todon > N.

Nesse sentido,

Assim, / gn dui é uma cota inferior do conjunto A :
X

[oow dus [ fudu vnzN
X X

fn dw,n > N}. Com isso,
X

/XgN dué;g]fv/xfn .
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Aplicando o limite quando N — oo na desigualdade acima e usando o Teorema da Con-

vergéncia Monotona, resulta que

/X (nh_{go inf fn) dp < nh_g)lo inf (/X fn du) :
O

E natural nos questionarmos se existe ou até mesmo pensarmos em um exemplo
de modo que ocorra a desigualdade estrita apresentada no Lema de Fatou. Nesse sentido,
o proximo exemplo nos poupara de tal tarefa porque exibird um caso “especifico” em que

a desigualdade introduzida no Lema de Fatou é estrita!

Exemplo 3.3.5. Considere f,, = x, quando n é impar e f, = X,_, quando n é par.
Assim, hy(z) = 1r>1§€ fnu(z) =0, pois x € X implica z € E ouz € X — E (0 ou é excludente
porque £ N (X — E) = @). Logo,

lim inf folz) = klggo hi(z) = 0.

Assim,

/X (T}an}of"(@) dp = 0.

Observe agora que

/XXE dp = w(E)

/XXX,E dp = p(X — E).

Se tomar uma medida p tal que 0 < w(E) < u(X), tem-se

lim inf ( /X fo du> — min {W(E), n(X — E)}.

E como p(F), w(X — E) > 0, segue que:

/X (Ji_)ngofn(:co du < lim inf (/X f. du>.

Teorema 3.3.7. Suponha que f: X — [0, 00] seja uma funcao mensurédvel e

o) = [ fan (Eem).

Entao ¢ é uma medida positiva em 9 e

[ 9do= [ of du.

para toda funcdo g : X — [0, co] mensuréavel.
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Demonstragio. Considere a sequéncia (E,)en de elementos de M, dois a dois disjuntos,

cuja uniao seja E. Dali,

dJ(E):/Efdu:/Xfodu

e

dJ(Ei):/Eifdu:/Xinfdu.

Veja que x,f = Zinf. De fato, lembrando que E = | J E; (unido disjunta),
i=1 ieN
tem-se:

e Para x ¢ E, entao x ¢ E; para todo ¢ € N. Assim, X, (x) = 0 para todo 7 € N.

Com isso,
(el =0 = (Lt ) ),

e Para x € F, implica x € E; para algum ¢ € N. Assim, X, () = 1 enquanto que,

para os demais valores de 7, essas fungoes caracteristicas assumem valor nulo. Dali,
o0
e ) = 1(0) = (%07 ) (0
Com isso, aplicando o Teorema [3.3.6],

OE) = [ XS du =

Portanto, ¢ define uma medida positiva sobre 9.

Resta mostrar a igualdade entre integrais posta no enunciado do resultado. Sendo
g uma fungdo nao-negativa mensuravel, entdao existe uma sequéncia de fungoes simples

nao-negativas mensuraveis s, tal que, para x € X arbitrario,

a) 0< s1(x) < sox) <o < g(a);

b) lim s,(z) = g(x).

n—oo

Repare ainda que a sequéncia s, f é mensuravel (pois é um produto de fung¢bes mensura-

veis) e é tal que:

a’) 0< (s1f)(2) < (s2f)(x) < -+~ < (9f)(2);
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b?) lim (s,.f)(x) = (9f)(x).

n—oo

A partir dai, com o auxilio do Teorema da Convergéncia Mono6tona de Lebesgue e

kn,
sendo s,, = Z XinX,, onde A ={z € X; s,(x) = oy, }, decorre que:

=1
Lot — ([ 00

k"L
i=1

n—o0

-t [T (f, 7 )]
Li=1 in

N :
= )/, (;%Xf> d

- :
= |, (; inXa, -f) d

= Jim (f, S )
= [ (Jmsur) du
= [ ofan

Assim fica demonstrado o resultado! O

3.4 Integracao de Funcoes Mensuraveis com valores em |—o0, 0o

Nesta secao, iremos definir a integral de fun¢des mensuraveis que assumem valores
na extensao da reta real. Inclusive, apresentaremos algumas de suas principais proprie-

dades aritméticas.

Defini¢ao 3.4.1. Seja (X,91) um espago mensuravel e @ M — [0, 00] um medida

positiva. Considere f : X — [—o0, 00] uma fun¢ao mensuravel tal que, para E € M,

/f_dp<oo ou /f+du<oo.
FE FE

Fica posto que a Integral de Lebesgue da funcao f sobre o conjunto mensurdvel E em

relacao a medida W é:
/deI/f* du—/f* dp.
E E E
Comentario 3.4.1. Na Definicao |3.4.1], a condicao

/f’du<oo ou /f*du<oo
B E
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é para garantir que nao ocorra uma situacao de indeterminacao matemaética no lado direito

na igualdade
/fdusz*du—/f*ma
E E E
a saber co — 00.

Definigao 3.4.2. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Os elementos do conjunto

L'(p) = {f : X — [—00,00]; f é mensuravel e / |f] dp < oo}
X
sao chamados de funcgoes integraveis a Lebesque ou fungoes somdveis.

Comentario 3.4.2. A condigao / |f| du < oo implica que
X

/f_du<oo e /f*du<oo,
X X
pois [f] = f*+ + /-

Os préximos resultados sao propriedades aritméticas da Integral de Lebesgue para

funcoes mensuraveis que assumem valores na extensao da reta real.

Teorema 3.4.1. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Considere também as fungdes

f,g € L'(u). Nestas condicdes,

JGrgydn= [ faut [ gau

Demonstragio. Primeiramente, perceba que |(f + g)(z)| = |f(x) + g(x)| < |f(z)| + |g(z)]
para x € X qualquer. Logo,

/’f+9\dH</|f\du+/|g|du<oo.
X X X

Com isso, sabendo que |f +g| = (f +¢)T + (f + ¢g)~, garante-se o seguinte:
[ G+gtdncoc e [ (f+9) du<oo.
Agora, veja que

o frg=(f+g)"—(f+9);
o f=ft—f;

+ —

e g=9g"—g.
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Sendo assim,

f+t=(f+9) = ff=f+9"—9g
)
f+9) "+ +9g = (f+9 +f +g"

Dai, utilizando-se do Teorema |3.3.5],

/X[(f+g)++f‘+g‘] du = /X[(f+g)‘+f++g+] du

=

/X(fﬂ])+ du+/Xf‘ du+/Xg‘ du

Reorganizando os termos, fica-se com

/X(f+g)+du—/x(f+g)‘ dMZ(/)(f+du—/)(f_ du)+</xg+du—/xg_ du).

Portanto,

(f+9) " du+ [ ffdu+ | g" du
; JRALE

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-
O

Teorema 3.4.2. Seja (X, M, u) um espago de medida. Considere também o niimero real

c e afungao f: X — [—o0, 00] mensuravel tal que

/f’du<oo ou /f*du<oo.
X X

Nestas condigoes,

/chdu:c/xfdu.

Demonstracio. Veja abaixo os casos que se tem!

e Para ¢ = 0, é imediato porque ¢f = 0 e dai, lembrando que / f dp € [—o0, 0],
X

/chduzozc/deu.
e Para ¢ > 0, tem-se que (¢f)"(z) = max{0,cf(z)} = cmax{0, f(z)} = cft(2)

para x € X qualquer. Dessa forma, (¢f)* = ¢f*. De maneira andloga, vé-se que
(cf)” =ecf~. A partir disso,

Joerdn = [ (et an— [ (ef) an
= /}(cf*du—/xcf’ du
= c/Xerdu—c/Xf’du
)

= C/deu.



Capitulo 3. Integral de Lebesgue 104

e Para ¢ < 0, é andlogo ao caso anterior.

Portanto, vale a propriedade da homogeneidade da integral. O

Teorema 3.4.3. Seja (X, 9, 1u) um espago de medida. Considere A, B € 9 disjuntos e
uma funcao f € L'(u). Entdo

[, fdw= [ fau+ [ fan

Demonstracao. Segue abaixo.

Seja x € X qualquer. Assim, X, ,(z) = 0 ou X, () = 1. Se X, ,5(x) = 0,
entdo x ¢ AU B. Com isso, x ¢ A e x ¢ B. Logo, x,(z) = X,(x) = 0. Sendo assim,
Xaup (@) = (X, +X)(x). Por outro lado, se x, ,(z) = 1, entdo x € AU B. Com isso,
x € Aouxz € B (0 ‘ou’ é exclusivo, pois A e B sdo disjuntos). Caso z € A, tem-se
X, () =1ex,(z) =0donde X, ,(x) = (X, +X;)(x) (andlogo caso = € B). Portanto,
Xavs = Xa T Xz

Veja que
Juond = fy = [, 1
= /XxAuBJ” du—/XXAuBf’ dp
= /X(fo“prfﬂ du—/X(fo”prf*) dp
= ( Xl du—/Xfo‘ du) + </X><Bf+ du—/XxBf‘ du)
(o [y (e fr o)

- /Afdqu/dep.
0

Teorema 3.4.4. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Considere A, B € 9 disjuntos e
uma funcdo f € L'(n). Entéo

[ < [ 1]

Demonstracao. Utilizando-se da desigualdade triangular e que / ftdu, / [~ du < oo,
X X
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basta notar que

o = | e [
ol o
= [ rtans [ an
= [t du

= /X |f] dp.

3.5 Integracao de Funcoes Mensuraveis Complexas

Nesta tultima se¢ao, vamos apresentar o conceito de integral para fun¢des mensura-
veis complexas, bem como enunciar algumas de suas principais propriedades aritméticas.
Inclusive, enunciaremos e demonstraremos o Teorema da Convergéncia Dominada de Le-

besgue, que aborda a passagem do limite sob o sinal da integral.

Definigao 3.5.1. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Os elementos do conjunto

L'(u) = {f : X — C; f é mensurdvel e / |f] dp < oo}
X
sao chamados de funcoes integrdveis a Lebesque ou fungoes somduveis.
Observacio 3.5.1. E evidente que L'(p) C L'().

Definigao 3.5.2. Seja (X, 91, 1) um espago de medida. Considerando a fun¢ao complexa
f =u+1v, onde u e v sdo fungdes mensurdveis reais em X, e f € L'(n); fica posto que a
Integral de Lebesque da funcao f sobre o conjunto mensurdvel E em relacao a medida |

é:

/fdu:/udu—l—i/vdp,
E E E

ou melhor,

/fdu:/ ut du—/ u” du—i—z’/ vt du—i/ v dp.
E E E E E
Proposigao 3.5.1. Seja f € L'(n). Dado o ntimero i € C, entdao if € L'(u) e

/Xz'fdu:i/deu.

Demonstracao. Repare que

J tiftdw= [ 1ills dn = [ 1f] dn < o,
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Logo, if € L'(n).
Escrevendo f = u + iv, veja que
/ifdu = /i(u+iv) du
X X
= /(—v+iu) du
X
= /—vdu+i/udu
X X
= —/vdu—i—i/udp
X X
= i(/udu+z’/vdu)
X X

_ i/deu.
0

Teorema 3.5.1. Sejam f,g € L'(n) fungdes complexas. Considere ainda o, € C.
Entao of + g € L'(n) e

/(ocfﬂﬁg) duzcx/ fdu+(5/ g du.
X X X
Demonstragao. Observe que

[ laf +Baldu < [ (lellf1+1Bllgl) dn
— o [ 171 dn+ 1Bl [ Lol dn

< 0o0.

Logo, ouf + By € L'(n).

Jé& a igualdade estabelecida no resultado decorre da combinagao do Teorema [3.4.1
e a Proposigao [3.5.1 quando escrevé-se os niimeros complexos e fungoes complexas na sua

forma algébrica. m

Teorema 3.5.2. Se f € L'(p), entdo

[ s < [ 1 au

Demonstracao. Ponha

z:/deu.

Como z é um nimero complexo, existe & € C tal que |x| =1 e oz = |z]. Com isso,

‘/deu‘:oc/xfdu:/)(ocfdu.
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Veja acima que / «f du é um namero real, logo as integrais da parte imaginaria ou sao
b's

ambas nulas ou elas se anulam. Sendo assim, se u é a parte real de f, tem-se

/Xocfdu:/Xudu.

Além disso, u < |oof| = ||| f| = |f|. Entao,

g ] < [ 1w

]

Para finalizarmos, o préximo resultado abordara novamente a passagem do limite

sob o sinal da integral, mas para fun¢oes complexas mensuraveis.

Teorema 3.5.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fy)nen uma
sequéncia de fun¢oes mensuraveis de X em C tal que nh_{](f)lo fu(z) = f(2z) para todo = € X.

Se existe g : X — [0, 00| uma fungao mensuravel tal que

/gdp.<oo
X

e |fu(z)] < g(z) para todon € Ne x € X, entao f € L*(p) e

di ([ dode) = [ (Jm ) dn

Demonstragdo. Segue abaixo.

Como (f,)nen € uma sequéncia de fungoes mensuraveis de X em C tais que
Jim fn(x) = f(z) para todo z € X, segue que f(z) = dim folz) = lim sup fulz) €
mensurdvel por conta do Teorema [2.3.4 Além disso, por hipétese, |f,(z)| < g(z) para
todon € Nexz € X donde

()] =

lim f,(z )’_ lim | f,(2)| < lim g(z) = g(z),Vz € X.

n—oo n—oo n—o0

Logo,

/ £ dué/gdu<oo.
X X

Assim, f € L'(n).

Considere agora, para cada n € N, a funcao h, = 2¢g — |f, — f| mensuravel.
Repare que h,, é ndo-negativa. Com efeito, |f,(x) — f(x)| < |fu(z)] + |f(2)] < 2¢9(x)
donde 0 < 2¢(x) — |fu(z) — f(x)| = hn(x) para z € X qualquer.

Pelo Lema de Fatou,

/X ( lim infhn> < lim inf / hy dyt. (3.3)
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Afirmacao: 7}1_{2(} hn(x) = 2g(z) para todo = € X.

De fato, dado x € X qualquer, tem-se
lim fu(x) = f(@) <= lim [fu() = f(2)] = 0= lim |fu(x) — f(z)] = 0.
Além disso, lim 2¢g(x) = 2¢g(x). Com isso,
lim ha(z) = lim [29(x) — |fa(@) — F(2)]

= lim 2g(z) — lim |fu(z) — f(2)|

= 2¢(x).
Como lim A, = lim inf h,, = lim sup h,,, decorre que lim inf h, = 2g.

n— 00 n—o00 n—o00 n—o0

Retornando a Desigualdade [3.3], vé-se que

[ 2gdw < Jimint [ (2 1fa = f]) du
X n—o0 X

= lim inf(/ 29 du—/ |fo — f] dp)
n—o0 X X
. T}Lxgoinf/)(zg du+ lim inf <—/X|fn—f| du)
- / 2g du — lim sup/ | fo — f] dp.
X n—o0 X
Assim, lim sup/ |fo — f] du < 0.
n—oo X
Por outro lado, sabe-se que |f, — f| = 0 e assim / |fn — f| dp = 0 donde
X
sup/ |fn — f| du = 0. Por conseguinte, ILm sup/ |fn — f| du = 0.
X n—o0 X
Dessa forma, h_)m sup / |fn — f| du = 0. De maneira aniloga ao que fora feito
n o0 X

anteriormente, lim inf/ |fn. — f| du = 0. Sendo assim, lim / \fn — f] du=0.
n—o0 X n—oo Jx

J =0y ] < [ 152 1 du, temese que

Como

n—oo

liy | [ (72 = 1) du| <0
X
De outra forma,

‘/X(fn—f)du’>0<:> lim ’/X(fn—f)du‘>0.

n—oo

Sendo assim, lim ‘/ (fn—f) du| =0.
n—o0 X

Para todo € > 0, existe ng € N tal que
=0y ]| =| [ =) i < e
b's X
— '/fndu—/fdp‘<e.

X b's

n>nygy — ’
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Portanto,

tim ([ fodu) = [ 7 du,
ti ([ dodw) = [ (Jim ) dn

ou melhor,

]

Comentario 3.5.1. Se compararmos os Teoremas e [1.4.6] que possuem a mesma
conclusao — a passagem do limite sob o sinal da integral — veremos a segunda divergéncia
entre as Integrais de Riemann e Lebesgue. O Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue exige no minimo que a sequéncia (f,,)nen de fungdes mensuréveis seja dominada
por uma fun¢ao nao-negativa mensuravel e convirja pontualmente para f diferentemente
do Teorema [I.4.6] o qual requisita impreterivelmente que a sequéncia de fungdes convirja

uniformemente para f.
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4 Consideracoes Finais

O conceito de integral, como observou-se durante a introducao desse trabalho, foi
historicamente desenvolvido sobre a perspectiva de ser a operacao inversa da diferenciacao
a menos da constante de integracao e para o calculo de areas abaixo da curva de fungoes.
Dentre as Teorias de Integracao que vigoraram, destacam-se as Integrais de Riemann,

desenvolvida por Benhard Riemann, e de Lebesgue, formalizada por Henri Lebesgue.

A integral de Riemann foi inteiramente satisfatéria enquanto se tratava
de fungoes continuas. Durante o século XIX, porém, o estudo das séries
trigonométricas passou a exigir uma teoria melhor comportada no limite
de séries de fungdes integraveis. (ISNARD) 2018, p. 1).

Observou-se que a Integral de Lebesgue é a teoria que vem solucionar esse pro-
blema da Integral de Riemann, pois, ainda de acordo com ISNARD) (2018)), para funcoes

mensuraveis f, > 0 vale a igualdade

nd = / nd )
/[a,b]nz:lf K 712::1 [a,b]f K

porém a integral da esquerda, quando considerada a Integral de Riemann, pode nao estar

bem definida!

Fica claro, todavia, que as integrais de Riemann e de Lebesgue possuem seme-
lhancas em relagdo as propriedades aritméticas como aditividade e homogeneidade, por
exemplo. Em outros aspectos, no entanto, elas diferem enormemente além daquela di-
ferenca mencionada anteriormente — a titulo de conhecimento, a existéncia do valor da
integral para certas funcoes e os teoremas que versam sobre a passagem do limite sob o
sinal da integral (Teorema da Convergéncia Mondtona e Teorema da Convergéncia Do-

minada).

A Funcao de Dirichlet, por exemplo, é uma das fung¢oes que nao é integravel a
Riemann, mas é Lebesgue integravel. Essa func¢ao nao é Riemann integravel, pois seu
conjunto de pontos de descontinuidade nao tem medida nula, afinal, ela é descontinua em
todos os pontos do seu dominio que, por sua vez, ¢ um conjunto que nao tem medida

nula.

Em relagao aos teoremas de convergéncia envolvendo o conceito de integral, vé-se
outra diferenca entre as Integrais de Riemann e de Lebesgue. Enquanto a Integral de
Riemann exige que a sequéncia f, de fun¢des convirja uniformemente para a funcao f
para que se possa realizar a passagem do limite sob o sinal da integral, a Integral de

Lebesgue requer apenas a monotocidade da sequéncia e a convergéncia pontual para f
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(Teorema da Convergéncia Monétona) ou que a sequéncia seja dominada por uma fungao

nao-negativa e convirja pontualmente para f (Teorema da Convergéncia Dominada).

Em virtude dessas semelhancgas e diferencas vistas em relacao a ambas as integrais,
vé-se que a Integral de Lebesgue acaba por ser mais eficiente que a Integral de Riemann,
ja que permite a integracao de mais func¢oes. Inclusive, ela acaba permitindo resultados
poderosos acerca de convergéncia exigindo o minimo de hipéteses (ou hip6teses nao muito

fortes).

Posto isso tudo, podemos afirmar que o objetivo principal desse trabalho — dis-
cutir acerca das Teorias de Integracao (Integral de Riemann e Integral de Lebesgue) —
foi alcancado, assim como os objetivos especificos: introduzir de forma clara a Teoria de
Integragao (Integral de Riemann e a Integral de Lebesgue); exibir um exemplo de fungao
que nao ¢é integravel a Riemann, mas é a Lebesgue; demonstrar os resultados fundamen-
tais ligados a Integral de Riemann e a Integral de Lebesgue; verificar a importancia das
hipoteses dos resultados fundamentais das teorias de integracao; e ressaltar as principais

comparacoes entre a Integral de Riemann e a Integral de Lebesgue.
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