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Resumo

Neste trabalho, estuda-se a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) para
resolver a equacao de Poisson em um dominio unidimensional. O estudo do MEF é fun-
damental para a resolu¢ao de equagoes diferenciais parciais (EDPs) que, muitas vezes,
sao dificeis de resolver de forma analitica. Dessa forma, surgiu a motivagao para a esco-
lha deste tema, que estd na importancia de utilizar métodos numéricos eficientes, como
o MEF, para solucionar equagoes diferenciais parciais, que muitas vezes nao podem ser
resolvidas de forma analitica devido a sua complexidade. A partir da formulacao vari-
acional da equacao de Poisson, foi realizada a implementacdo computacional do MEF
no programa GNU Octave, detalhando todas as etapas envolvidas no processo. Com
0 objetivo de observar, para diferentes solu¢oes analiticas, como a solucao numérica se
aproxima da solugao analitica a medida que a malha de discretizacao é refinada, ou seja,
conforme aumentamos a quantidade de nés na malha, temos uma melhor visualizacao e
eficaicia do método. Com base nos resultados obtidos, foi possivel analisar a eficacia da

implementacdo do MEF utilizando o programa GNU Octave.

Palavras-chaves: Método dos Elementos Finitos, Equacao de Poisson, Formulacao Va-

riacional, GNU Octave, Problema Unidimensional, Quadratura de Gauss Legendre.
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Introducao

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) sdo a base para modelar varios fendmenos.
No entanto, a complexidade destas equagoes, na maioria das vezes, impede que solucoes
analiticas diretas sejam encontradas. Logo, para resolver equacoes que apresentam esse
comportamento complexo, o ideal é buscar solugoes numéricas que aproximem da solugao

do problema.

Com a evolucgao dos problemas de Matemaética, Fisica e Engenharia, houve a ne-
cessidade de buscar outros métodos de resolucao. Em meados do século XVIII, surge
a teoria do método numérico, conhecido como o Método dos Elementos Finitos (MEF).
Nessa ocasiao, segundo |Lotti et al.| (2006)), "quando Gauss propds a utiliza¢ao de fungoes
de aproximacao para a solugdo de problemas matematicos', essa proposta foi gradual-
mente aprimorada e, com o tempo, que se tornou uma das abordagens mais amplamente

utilizadas para a solu¢ao de EDPs complexas.

Dentro do desenvolvimento do MEF, um ponto importante foi a criacao do Método
de Ritz, proposto pelo matematico e fisico suico Walter Ritz em 1909. De acordo com
Leissa; (2005),"Em 1908 e 1909, Walter Ritz publicou dois artigos que demonstraram
completamente um procedimento direto para resolver problemas de valor de contorno
e autovalor numericamente, com qualquer grau de exatidao desejado, também usando

funcionais de energia'. Um trabalho teérico que serviu como base para o MEF.

Com o avang¢o da tecnologia e o desenvolvimento dos computadores na década
de 50, a era digital iniciou uma nova etapa na resolucao de problemas numéricos. A
capacidade de realizar calculos complexos, que até entao eram feitos manualmente, passou
a ser possivel de forma rapida e eficiente, o que possibilitou a implementagao pratica de
métodos como o MEF, que se tornou uma ferramenta viavel para resolver problemas

complexos em diversas areas.

Na década de 70, o MEF passou a ser usado em problemas de mecéanica dos
fluidos, o que fez com que ele se tornasse ainda mais relevante. Desde entao, o MEF tem
se mostrado um método eficaz e adaptavel, sendo cada vez mais aplicado para resolver

varios tipos de EDPs em diferentes areas Brunow (2017)).

O MEF ¢é uma técnica numérica que divide o dominio do problema em pequenas
partes, chamadas de elementos finitos Becker, Carey e Oden (1981). No caso bidimensio-
nal, por exemplo, esse dominio pode ser decomposto em sub-regides no formato triangular,

quadrilateral. A colecao de elementos finitos é conhecida como Malha de elementos finitos.

Segundo [Calle, Devloo e Gomes) (2004)), o nome de MEF esta associado ao método
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de Galerkin com fungoes aproximantes continuas e polinomiais por partes. Este método
¢ muito eficaz para lidar com equagoes diferenciais complicadas, principalmente quando

nao conseguimos encontrar uma solugao analiticamente.

De acordo com |Oden, Carey e Becker| (1981), "A generalidade e a riqueza dos
conceitos sao razdes para o seu notério sucesso em uma vasta gama de problemas". Entre
os problemas que podem ser aplicados o método estao: aerodinamica [Hashimoto, Suzuki
e Nakamura (1984), mecénica de fluidos [Teixeira e Awruch| (2001f), eletromagnetismo
Augustyniak e Usarek| (2016]), analise estrutural |Souza et al. (2018), navegagao cirurgica
Eltes et al.| (2021), e entre outros. Na matematica, por exemplo, podemos utilizar o
método para a construcao de solu¢oes aproximadas para problemas de valor de contorno.

Em destaque aparecem no desenvolvimento da teoria, os matematicos Richard Courant,
Walther Ritz e Boris Galerkin.

Dentre as EDPs, temos a equacao de Poisson, que é uma equacao eliptica frequen-
temente utilizada como ponto de partida para o estudo e aplicacdo do MEF. A equacao
de Poisson ¢é aplicada em varias areas, como potencial eletrostatico [Schnitzer e Lambrakis
(1991), dindmica dos fluidos Sterza et al.| (2020)) e geofisica Ince et al.| (2020), entre outras.

Neste trabalho, seguimos a abordagem proposta por [Johnson (1987)), utilizando
o MEF para resolver a equagao de Poisson em um dominio unidimensional. A imple-
mentacao serd realizada por meio do programa GNU Octave, com o objetivo de mostrar
como a solugado numeérica se aproxima da solugao analitica a medida que aumentamos a
quantidade de nés na malha. A seguir, este trabalho esta organizado da seguinte forma:
No Capitulo [l apresentamos a fundamentacao matematica necessaria para compreender
o MEF, incluindo defini¢bes e teoremas relevantes. No Capitulo [2 abordamos a teoria
do MEF e, em seguida, sua aplicagdo ao problema de Poisson, incluindo a formulacao
variacional, a construcao da matriz de rigidez e do vetor de carga, bem como a resolugao
do sistema linear resultante. O Capitulo [3] apresenta uma introdu¢do ao GNU Octave
e descreve brevemente o ambiente de programacao utilizado para a implementacao do
MEF. J& no Capitulo [ detalhamos a implementagdo do MEF no Octave, incluindo o
desenvolvimento dos c6digos utilizados e a andlise de um problema teste. No Capitulo 7]
resolvemos exemplos praticos com diferentes solu¢oes analiticas, permitindo visualizar a
relagdo entre as solugdes numéricas obtidas e as solugoes analiticas, evidenciando como a
solugdo numérica se aproxima da solucao analitica a medida que a malha de discretiza-
cao é refinada. Finalmente, no Capitulo [6] apresentamos as conclusoes deste trabalho e

sugerimos possiveis dire¢oes para trabalhos futuros.

Com isso, esperamos proporcionar uma compreensao clara do MEF e sua eficacia
na resolucao de EDPs, além de demonstrar a importancia da implementagao pratica e da

visualizacao dos resultados.
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1 Fundamentacao Matematica

1.1 Breve Introducao

Neste capitulo, apresentam-se algumas definicbes matematicas que sao essenciais,
obtidas de livros de referéncia na area, como os de |[Johnson| (1987), [Farlow, (1993)), |Anton
e Rorres (2001), [6rio| (2005)), [Burden e Faires (2008), Limal (2009)), |Thomas, Weir e
Hass| (2012)), Lima/ (2014)), Benitez| (2017). Essas defini¢oes fornecem o alicerce teérico
necessario para a compreensao dos conceitos que serao utilizados ao longo deste trabalho,

servindo como base para o desenvolvimento das ideias e técnicas apresentadas.

1.2 Equacao Diferencial Parcial

Definicao 1.2.1. Equacao Diferencial Parcial - EDP:

Uma EDP é uma equacao que envolve duas ou mais varidveis independentes
x,y, 2, t, ... eas derivadas parciais de uma fungao (variavel dependente) u = u(x,y, z, ¢, .. .).
De maneira mais precisa, uma EDP em n variaveis independentes x4, ..., x, é uma equa-

¢ao da forma

P ou ou 0%u 0%u 0Fu 0
Ti, ..., T, U, e , e e =0,
! 0xy Ox,’ 0x? 0x10x,, oxk
onde z = (1,...,x,) € Q, Q é um subconjunto aberto de R™, F' é uma func¢ao dada e

u = u(x) é a funcdo que queremos determinar.
Definigao 1.2.2. Classificacdo de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs):

As EDPs sao classificadas de acordo com varios critérios. A classificacdo é um
conceito importante, pois a teoria geral e os métodos de solucao geralmente se aplicam
apenas a uma classe especifica de equagoes. Seis classificagdes basicas sao apresentadas a

seguir:
1. Ordem da EDP: A ordem de uma EDP é a ordem da derivada parcial mais alta
na equacao. Por exemplo, nas equagoes:
U = Uy, (primeira ordem)
Uy = Ugzz, (segunda ordem)

2. Numero de Variaveis: O ntmero de variaveis independentes é o niimero de va-

riaveis que a funcao desconhecida depende. Por exemplo:

U = Uy, (duas varidveis: z e t)
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3. Linearidade: Uma EDP ¢ linear se a fun¢do desconhecida e suas derivadas apare-
cem de forma linear, ou seja, sem produtos ou poténcias das varidveis. Um exemplo

de EDP linear de segunda ordem em duas variaveis é:
Aty + Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + Fu = G,

Onde A, B,C, D, E, F sao coeficientes constantes.

4. Homogeneidade: A equacao|3|é chamada homogénea se o lado direito da equagao
for identicamente zero para todas as variaveis dependentes. Se o lado direito nao

for zero, a equacao é nao homogénea.

5. Tipos de Coeficientes: Se os coeficientes A, B,C, D, E e F na equagao [3| sdo
constantes, entao a equacao é dita ter coeficientes constantes. Caso contrario, os

coeficientes podem variar com as variaveis independentes.

6. Trés Tipos Basicos de Equagoes Lineares: As EDPs lineares podem ser clas-

sificadas em trés tipos principais:
a) Equagoes Parabdlicas: B? — 4AC = 0.

b) Equagdes Elipticas: B? —4AC < 0.

c) Equagoes Hiperbdlicas: B? — 4AC > 0.

Definicao 1.2.3. Condigoes de Contorno:

Existem diferentes tipos de condig¢oes de contorno, entre elas:

« Condicdo de Dirichlet: Especifica o valor da funcéo na fronteira do dominio. E
expressa por:

u(x) = g(x) para x € 0

Onde u(z) é a solugdo da equagao diferencial parcial (EDP), e g(z) é uma funcao

dada que define o valor da solu¢ao na borda 92 do dominio €2.

e Condicao de Neumann: Define o valor da derivada normal da funcao na fronteira
do dominio, ou seja, estabelece a taxa de variacao da solugao ao longo da fronteira.
A equacgao é dada por:

ou
%(:ﬂ) = h(z) para xz € 0Q

Onde 9“(z) ¢ a derivada normal de u na borda 99, e h(z) é uma funcdo dada que

define a taxa de variacao da solucao na borda do dominio.
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Definicao 1.2.4. Equacao de Poisson:

Dado o dominio 2 e f : {2 — R uma func¢ao continua, a equagao de Poisson é dada
por:
—Au(z) = f(zx), € (1.1)

Onde A é o laplaciano, que representa a soma das segundas derivadas de u(x) em relacao

as suas variaveis espaciais.

1.3 Andlise Real

Definicao 1.3.1. Funcao de Classe C°:

Seja f : D — R uma func¢ao com dominio D C R. Entao, f é dita ser de classe

C°(D) se for uma fungio continua.

Definicao 1.3.2. Func¢ao Continua:

Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto
a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que, se
x € X e|r—al <¢, impliquem |f(x) — f(a)| < e. Em simbolos, f continua no ponto a

significa:

Ve>0,30 >0,z € X, |z —a|l<d=|f(x) — fla)] <e

Definicao 1.3.3. Fungao Derivavel:

Sejam f: X - Rea€ XNX'. A derivada da fungdo f no ponto a é o limite

o) = g DO _ g, S0 = 1(0)

Bem entendido, o limite acima pode existir ou nao. Se existir, diz-se que f é
derivével no ponto a. Quando existe a derivada f’(z) em todos os pontos z € X N X,
diz-se que a fungdo f : X — R ¢é derivavel no conjunto X e obtém-se uma nova funcao
ff: XNX — R,xw— f'(r), chamada a fungao derivada de f. Se f’ é continua, diz-se

que f é de classe C*.

Outras notagoes para a derivada de f no ponto a sao

af
dz

af

da:x

Df(a), (a)

=a
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Teorema 1.3.1. Teorema Fundamental do Calculo:

Seja f : I — R uma funcdo continua no intervalo I. As seguintes afirmagoes a

respeito de uma funcao F' : I — R sao equivalentes:
1. F éuma integral indefinida de f, isto é, existe a € I tal que F(x) = F(a)+ [ f(t) dt,
para todo x € I.
2. F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(z) para todo = € I.

Teorema 1.3.2. Regra da Substituicao:

Se u = g(z) for uma fungao derivavel cuja imagem é um intervalo [ e f for continua

em [, entao:

[ Fa@)g' @) da = [ f(u)du (1)
Teorema 1.3.3. Integracao por Partes:

Se f,g:[a,b] — R tém derivadas continuas, entao:

/abf(a:)g’(x) dz = [f(2)g(z)]’ — /ab F(x)g(x) dz. (1.3)
Definicao 1.3.4. Funcional Linear

Seja V' um espago linear sobre os reais R, entdo uma aplicacdo f : V — R é

chamada de funcional linear em V| se:

flevr +v9) = cf (v1) + f(v2), Vv, eV, ceR (1.4)

1.4 Algebra Linear

Definicao 1.4.1. Espaco Vetorial

Definigao: Um espago vetorial v sobre o conjunto dos ntmeros reais R (ou o
conjunto dos niimeros complexos C) consiste de um conjunto v munido da operagao +
satisfazendo os seguintes axiomas:

e (Ag) Para V,W € v, temos que V + W € v (fechamento).
e (Aq) Para VW € v, temos que V + W =W 4V (comutatividade).
e (Ap) Para U,V,W € v, temos que U + (V + W) = (U + V) + W (associatividade).

+ (Aj) Existe um elemento 0 € V tal que 04+ V =V +0 =V (existéncia do neutro).

(A4) Para qualquer V' € v, existe um elemento —V € v tal que V + (=V) =
(—=V)+V =0 (existéncia do inverso).
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Existe uma multiplica¢ao de elementos v por nimeros de R ( ou de C) satisfazendo
0s axiomas:
e (Mp) Para A em R (ou em C), e V € v, A\V é um elemento de v (fechamento).

e (M;) Se 1 é a identidade da multiplicacdo em R (ou em C), entao 1V = V qualquer

que seja V em v (existéncia da identidade para a multiplicagdo por escalar).

e (My) Para A\j, A3 € R (ouem C), e V € v, tem-se que A\;(AV) = (A A2)V (associ-
atividade).

e« (AM;) Para A em R (ou em C), e V.IW € v, tem-se que A(V + W) = AV + \W
(distributividade).

e (AM,) Para A\j, Ao em R (ouem C), e V € v, tem-se que (A1 + X))V = MV + LV
(distributividade).

Definicao 1.4.2. Subespago Vetorial

Seja E um espago vetorial. Um subespago vetorial (ou simplesmente um su-

bespago) de E é um subconjunto F' C E com as seguintes propriedades:

1. 0e F;
2. Seu,v € F,entao u+v € F,
3. Se v € F, entao, para todo a € R, av € F.

Definicao 1.4.3. Matriz:

Conjunto de ntmeros reais (ou complexos) dispostos em forma de tabela, isto é,

distribuidos em m linhas e n colunas, sendo m e n nimeros naturais N = {1,2,3,... }.

a1 a12 e A1p

921 Ao22 ... QA2pn
A=

Qm1  Am2 Qmn

Notacao: A = (a;j)mxn, onde:

 a;; - elemento genérico da matriz A,

4 - indice que representa a linha do elemento a;;,

J - Indice que representa a coluna do elemento a;;,

e m X n - ordem da matriz. Lé-se “m por n”.
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Definicao 1.4.4. Produto Interno:

Um produto interno em um espaco vetorial real V' é uma funcdo que associa
cada par de vetores a um nimero real (u,v) a cada par de vetores u e v em V de tal
maneira que os seguintes axiomas sao satisfeitos para quaisquer vetores u ,v , e w de V

e qualquer escalar [:

1. (u,v) = (v,u) [Axioma de simetria]
2. (u+v,w)=(u,w)+(v,w) [Axioma de aditividade]
3. (lu,v) =1(u,v) [Axioma de homogeneidade]
4. (v,v) >0 [Axioma de positividade]

e (v,v) =0 se, e somente se, v.= 0

Um espaco vetorial real com um produto interno é chamado de espag¢o com

produto interno real.

Definicao 1.4.5. Produto Interno em C|a, b]:

Sejam f = f(z) e g = g(z) duas fungoes continuas em Cfa,b]. O produto interno

(f,g) é definido por
b
(£8) = | fl)gla)dr. (15)
Definicao 1.4.6. Transformacgao Linear:

SeT :V — W éuma funcao de um espaco vetorial V' em um outro espago vetorial
W, entao T é chamada de transformacao linear de V' em W se, para quaisquer vetores
uevem V e qualquer escalar ¢, valem:
1. T(u+v)=T(u)+T(v)
2. T(ev) =cT'(v)
Definicao 1.4.7. Matriz Quadrada:

Matriz Quadrada é aquela cujo ntimero de linhas é igual ao niimero de colunas

(m = n). Exemplos:

No caso de matrizes quadradas A,,xm, costumamos dizer que A é uma matriz de

ordem m.
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Definicao 1.4.8. Matriz Diagonal:

Uma matriz quadrada na qual todas as entradas fora da diagonal principal sao

iguais a zero é chamada de matriz diagonal.

Definicao 1.4.9. Transposta de uma Matriz:

Se A é uma matriz m x n qualquer, entdo a transposta de A, denotada por A7,
¢é definida como a matriz n x m que resulta da permutacao das linhas com as colunas de
A: ou seja, a primeira coluna de A7 é a primeira linha de A, a segunda coluna de AT é a
segunda linha de A, e assim por diante.

Definicao 1.4.10. Matrizes Simétricas:

Uma matriz quadrada A é chamada de simétrica se A = AT,

Definicao 1.4.11. Matriz Definida Positiva:

Se a matriz simétrica A,, tem a propriedade 2" Az > 0 para todo vetor x € R”,
exceto z = 0, entdo a forma quadratica = ' Az é dita definida positiva e A é uma matriz

definida positiva.

Definicao 1.4.12. Matriz Singular:

Dada uma matriz quadrada A, se pudermos encontrar uma matriz B de mesmo
tamanho tal que AB = BA = I, entao diremos que A é invertivel e que B é uma inversa
de A. Se nao puder ser encontrada uma tal matriz B, entao diremos que A é nao-invertivel

ou singular.

Teorema 1.4.1. Toda matriz A, «, positiva definida é inversivel e sua inversa é também

definida positiva.

Definicao 1.4.13. Sistema Linear:

Sejam m e n nimeros naturais maiores ou iguais a 1 (m,n > 1). Um sistema linear
S, de m equagdes com n incognitas (ou simplesmente sistema linear m x n) é um conjunto
de m equacoes lineares, cada uma delas com n incégnitas, consideradas simultaneamente.

Denotamos um tal sistema linear como segue:

a1 T+ Qi Tot oy T, = By

Qo1 - T+ Qg - To + -+ + Qo - Ty, = B

Qi1 T+ Qg - T+ A+ Q- Ty, = 5

Q1 T1+ Qo - Ta+ -+ + Qg - Ty, = By
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Vamos denotar a i-ésima dessas equagoes (1 < i < m) por eq(7).

Definicao 1.4.14. Método de Galerkin:

O método de Galerkin aproxima o Espaco de Dimensao Infinita por um Espaco de
Dimensao Finita e, com isso, obtemos um Problema Variacional Discreto. Ao escolher uma
base para esse espago de dimensao finita vy, € V,,, transformamos o Problema Variacional

Discreto em um Sistema Linear de Equagdes Algébricas, conforme apresentado abaixo:

ApxnU = F.

Aqui se destacam dois casos para a escolha da Base:

1. Base Global (Método de Galerkin Original): a matriz A é densa (cheia).

2. Base Local (Método de Elementos Finitos): a matriz A é esparsa. Usa menos

memoria e facilita a obtencao da solugao numérica.

1.5 Calculo Numérico

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes de calculo numérico, as quais podem

ser encontradas no livro de Andlise Numérica de Burden e Faires| (2008).

Definicao 1.5.1. Regra do Ponto Médio:

/abf(x)da:z(b—a)-f<a;rb). (1.6)

Definicao 1.5.2. Regra do Trapézio:

[ f@ydr = " S f@) + 7). (1.7
Definicao 1.5.3. Regra de Simpson:
/abf(x)dxmbga [f(a)+4f (a;b>+f(b)1. (1.8)

Definicao 1.5.4. Quadratura de Gauss-Legendre:

/abf(x)dx%b;aZcif<b;axi—l—a;b>. (1.9)

=1

As constantes ¢; e as raizes dos polindbmios de Legendre sdo necessarias para a

regra da quadratura. A Tabela [l lista os valores para n = 2, 3 e 4.
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Tabela 1 — Tabela de Gauss-Quadratura para 2, 3 e 4 pontos

Numero de pontos X; C;
2 pontos —0,577350 1
0.,77350 1

3 pontos —0,774597 | 0,555556

0 0, 888889

0,774597 | 0,555556

4 pontos —0,861136 | 0,347855

—0,339981 | 0,652145

0,339981 | 0,652145

0,861136 | 0,347855
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2 METODOLOGIA

2.1 Breve Introducao

Neste capitulo sera apresentada a teoria do Método dos Elementos Finitos (MEF),
que se baseia na discretizagdo do dominio do problema em pequenas sub-regioes, chama-
das de elementos finitos. Em seguida, detalha-se a aplicacdo do MEF ao problema de
Poisson, abordando tanto a formulagao variacional quanto a de minimizacao, destacando
a equivaléncia na formulagdo variacional e de minimizacao do problema, e a equivaléncia
entre essas formulacgoes. A geragao dos graficos apresentados neste capitulo foi realizada

utilizando o software GNU Octave.

2.2 0O Método dos Elementos Finitos

Inicialmente, o estudo do problema unidimensional no MEF serve como base para
a compreensao do método. A partir desse estudo, podemos estender o conceito para
problemas em dimensoes maiores. Para exemplificar a discretizacdo do dominio em duas
dimensoes no MEF, observe a Figura [1| de . Consiste em dividir o dominio
do problema em sub-regioes que podem ser no formato triangular ou quadrilateral. No

exemplo abaixo, o dominio bidimensional é dividido em tridngulos.

.. Pontos nodais Elementos finitos

Contorno original
Figura 1 — Malha com sub-regioes triangulares.

Fonte: Remo Magalhaes de Souza , 2003
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As sub-regides que surgem sao chamadas de "elementos finitos". Na figura também
¢é possivel observar que estas regioes estao conectadas por pontos, chamados nds ou pontos
nodais. Quando pensamos no conjunto dos elementos finitos, formamos a chamada malha.
A malha possui um papel fundamental no método, pois quanto mais elementos, mais
precisos podem ser os resultados. No método, substituimos um problema de valor de
contorno por uma formulagdo variacional, o que nos leva, junto com a discretizacao do
dominio, a um sistema de equacoes lineares para resolver numericamente o problema,

como serd mostrado a seguir.

2.3  Problema de Poisson - Caso Unidimensional

Seguindo a abordagem apresentada no livro de |Johnson| (1987), o problema de

Poisson em uma dimensao é dado por

—u"(z) = f(z) paral0<z<l,
u(0) =u(1) =0,

(D)

Onde f(z) é uma fungao dada, e as condigdes de contorno u(0) = u(1) = 0 correspondem

a condicao de Dirichlet. O intervalo considerado é [0, 1].

Vamos mostrar que o problema de valor de contorno, Equacao @ ,pode ser resol-
vido de forma equivalente nas formulagoes Variacional e de Minimizagao (M) que sao
destacadas a seguir. Com isso, ao mostrar a equivaléncia entre (]E[), @) e , destacamos
as diferentes maneiras de abordar a solucao do mesmo problema matematico. Conceitos

que apresentaremos abaixo.

Considere o espaco linear V' que é definido como o conjunto das fungoes v que sao

continuas em [0, 1], tais que v é continua por partes e limitada em [0, 1], e v(0) = v(1) = 0.

Notagao do espago V:

v ¢é continua em [0, 1],
V =< | é continua por partes e limitada em [0, 1], p . (2.1)

v(0)=v(1)=0
Considere o funcional linear F' : V' — R que é definido como:

F(v) = 50/0) = (£,0) (22

onde (+,) representa o produto interno em V.

Teorema 2.3.1. Considere o problema de valor de contorno @ Sao equivalentes:
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(1) u é solucdo do problema de valor de contorno (D).

(2) u é solugao do problema na formulagao variacional @), que é

u eV tal que (u',0") = (f,v), VveV (V)

(3) u é solugao do problema na formula¢do de minimizacao , que é

u eV tal que F(u) < F(v), YvelV. (M)

Demonstrac¢ao. Primeiro vamos mostrar que @ ¢é equivalente a (M)

Supondo que u ¢ solucao de (]EI) Consideramos a equacao diferencial de Poisson em @:
—u" = f. (2.3)

Multiplicamos a equagao (2.3) por uma funcao teste arbitraria v € V' definido em ({2.1)) e

integrando em [0, 1], temos o produto interno:

—(u",v) = (f,v).

Ou equivalente, a definigao ([1.5)) no intervalo [0, 1],

—/Olu”vdm:/olfv dr = (f,v).

Agora, vamos integrar o lado esquerdo da igualdade, usando o teorema de integragdo por
partes (|1.3)):

1 1
1
/ u'vdr = u'vl, —/ u'v' da.
0 0

Aplicando ao nosso intervalo [0, 1], temos:
1 . 1
/ —u"vdr = —u'v|, +/ u'v' d.
0 0

Como v € V, temos os valores de v nos contornos v(0) = v(1) = 0. Aplicando no termo

1
—u/v|,, ele se anula. Portanto, obtemos:

1 1
/ —u"vdr = / u'v' dr = (u',0).
0 0

1 1
/ u'v dr = / fodz,
0 0
ou seja, pela definigao ([L1.5)), segue que

(', 0") = (f,0).

Logo a u satisfaz (]YD, Vo € V. Aqui foi mostrado que (]ED — (M) Agora, vamos

Segue que

mostrar que
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* < @:

Primeiro, vamos mostrar que o problema (E) equivale a ([M]).
Suponha que u é uma solucdo para o problema variacional @ e considere v € V. Como
uev €V, podemos definir w = v —u € V. Aplicando o funcional linear definido na
Equagao a v =w -+ u, temos

Fv)=Flu+w) = ;(u’ +w' v +w') = (f,u+w).
Utilizando as propriedades de produto interno,
Flutw) = 5[0 0) + 20, ') 4 (', w')] = () + ()] (2.4)
Simplificando a expressao:
1

F() = Plu-tw) = (o0 + (o 0f) + 5 (0l w') = (Fu) = (fw).

Como u ¢ solugao do problema (E) ,ew €V, pela Equagao
(v, w') = (f,w).
Entao substituindo em ([2.4]), ficamos com a equagao
1 / / 1 !/ /
Fv)=F(u+w) = §(u,u)—|— §(w cwh) = (f,u).

Também temos pela definicao do funcional que

e pela propriedade do produto interno que
(w',w') = 0.

Portanto u é solucao de , ao desprezar

podemos concluir
F(v) > F(u),Yv € V.

Agora vamos mostrar a reciproca que se u é solugao de (M) entao é de @:
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diz que w minimiza F', isto é

Fu) < F(v), YvelV.

Entao, consequentemente

F(u) < F(u + ev).
Seja

9() = Flu+e).

Portanto, aplicando a definicdo do funcional, temos:

1
g(e) = F(u+ev) = 5[(u' +ev',u' + ev')] — (f,u + ev).
Utilizando as propriedades de produto interno,

o6) = S u!) + el ) + S, 0) = (fw) = e(0),

Derivando g(€) em relagao a €, obtemos:

g'(e) = (W, v) +e(v',v) = (f,v).

Fazendo € = 0, temos:

g'(0) = (u',v") = (f,v). (2.5)

Note que ¢(0) = F(u) e F'(u) é o menor valor real que F' assume Vv € V. Assim,

¢(0) é minimo e, portanto , ¢’(0) deve ser zero, isto é, ¢'(0) = 0. Isso implica que em

(u',v") = (f,v),VveV.

e (V) = (D):

Para finalizar, supondo que u é solugdo do problema variacional @, entao pela
defini¢ao de produto interno aplicado no intervalo [0,1] (1.5)), temos

1 1
/ u'v' dw —/ fovde=0 YveV. (2.6)
0 0
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Integrando o primeiro termo do lado esquerdo da equagao com o teorema de integracao

por partes:

1 1
1
/ u'v' dr = u'v), —/ u'vdx.
0 0

Como v(0) = v(1) = 0, o termo de borda u'v|} se anula. Portanto
1 1
/ u'v' de = —/ u"v da. (2.7)
0 0
Usando a Equacao na (2.7)) na expressao (2.6, temos:

1 1
—/ u”vdaz—/ fodr = 0.
0 0

Reescrevendo,
1
—/ (u" + flvdz =0.
0

Como v' # 0 e u” é continua, concluimos que:
W+ f=0 ou —u' =Ff

Portanto, u satisfaz o problema @

Com esse resultado mostramos que os problemas @,@ e sao equivalentes.
]

Teorema 2.3.2. Se u é solucao de (@, entao a solugao é unica.

Demonstracao. Mostraremos que uma solugao para @ é inica. Suponha que u; e uy sao

ambas solugoes do problema variacional , entao
(u/h Ul) - (f) U)

(ug,v') = (f, v).

Subtraindo as equagdes e aplicando a propriedade de produto interno, obtemos:
(uy —uy,v") = 0.
Aplicando a defini¢ao de produto interno em [0, 1], temos

[ 1) = )] @y = 0.

Escolhemos v = u; — ug, temos v' = u} — u}, e substituindo na integral, obtemos:

[ k)~ ) ) — (o)) o = [ () — )] d =0
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Como o integrando (u} — u’2)2 é nao-negativo e a integral é zero, isso implica que
uy — uy = 0.

Segue que
Uy — U = C,

onde C' é uma constante de integracao.
Aplicando as condigbes de contorno u;(0) = uz(0) = 0 e uy(1) = uy(1l) = 0, segue que a

constante C' = 0. Assim, concluimos que
U = Us.
Isso prova que a solucao ¢ tnica. O

Na proxima sec¢ao apresentaremos como usar o MEF para encontrar uma solugao
numeérica para o problema de Poisson. Ao final, para aplicarmos o método, precisamos

resolver um sistema de equagoes lineares.

2.4 Aproximacao da funcdo solucao do problema de Poisson via

MEF usando funcdes continuas e lineares por partes

Nesta subsecao, continuaremos seguindo a abordagem do livro do [Johnson| (1987)
e vamos aplicar o MEF usando fungoes de uma variavel continuas e lineares por partes.
O objetivo é dividir o intervalo continuo em subintervalos menores e aproximar a solucao
da equacao de Poisson com funcoes continuas e lineares por partes em cada subintervalo,
garantindo que a solugao de elementos finitos (numérica) seja continua em todo o dominio

e atenda as condig¢oes de contorno do PVC de Poisson.

Dado o intervalo [0, 1], considere a partigdo 0 = zg < 1 < -+ < Ty < Tprq1 = 1
desse intervalo. Seja V}, subespago vetorial de dimensao finita de V|, em que se v € V},

entao:

1. v e C9%]0,1));

3. v é linear em cada subintervalo I; = [z;, z;11], ¢ € {0,1,..., M} da particao de [0,1].
Além disso, definimos as fungoes de base (ou funcao chapéu) ¢; € Vj,, como:

1 sei=7,
;i) = o (2.8)
0 sei#j,
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onde ¢ e j variam de 1 a M.

Portanto, a funcao ¢; é uma funcao linear por partes e continua que assume o
valor 1 no né x; e 0 em outros nés x; (i # j ). Assim, cada funcdo ¢; representa uma
fungao linear em todos os subintervalos I; = [z;, z;+1] da particdo de [0,1], garantindo a

continuidade nos pontos onde os subintervalos se encontram.

A partigao do intervalo [0, 1] em subintervalos I; e as fungdes ¢; podem ser visu-

alizadas na Figura [2|

14

12 B
1 ; | i
08 R F 8
06 ' ‘ ]
04 / I R

02F/ ) ‘ R

0 : v ! | VW J \ /I | A
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 2 — Func¢ao chapéu.

Fonte: Autor

A Figura [2] ilustra como o intervalo ¢ dividido em subintervalos e como as ¢; sao

construidas em cada subintervalo.

Para descrever uma fungao qualquer v € V},, podemos escolher os valores n; = v(x;)
nos nés xj, onde j = 0,..., M. Assim, cada funcao v € V} pode ser escrita como uma

combinagao linear das func¢oes de base ¢;, conforme a Equacao [2.9

M

v(x) =Y nigi(). (2.9)

i=1
Como as fungoes {¢;} sdo linearmente independentes e geram Vj,. Elas formam uma

base para esse espago, logo ¢; ¢ um elemento da base de V},.
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012 1

0.1

0.08 |

0.06

0.04

0.02

O 1 1 1 1
0 0.2 04 % 06 0.8 1
X

Figura 3 — Exemplo de uma funcao v € V},.

Fonte: Autor

Na Figura 3] apresentamos um exemplo de uma fungdo que pertence ao espago Vj,

ilustrando o uso de polindmios de grau 1 da funcao chapéu.

2.5 Formulacao Variacional do Problema
Com base no que Johnson| (1987)) sugere, agora podemos reformular o problema
de Poisson unidimensional dado em @, utilizando a abordagem do MEF.

Vamos utilizar o Método de Galerkin, onde a formulacao variacional (]E) do pro-
blema @ é reformulado restringindo do espaco V' para o espaco Vj, ou seja , precisamos

encontrar

up € Vh,

tal que
(up,v") = (f,v) Yv eV, (Vh)

Suponhamos que u;, € Vj, satisfaz a formulagao [VI] acima, entdo a aproximagao por

elementos finitos é dada por

(U%,Qﬁ;) = (fa d)j)v j = 17 <. 'aM7 (210)

onde ¢; foi definida na segao anterior. Usando a base {¢;} pode-se reescrever u; como

combinagao linear de ¢;:

up(x) = ;ulqﬁl(x) com w; = up(x;). (2.11)
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Logo, substituindo na Equacao [2.10| e utilizando propriedade de produto interno, temos

M

i=1
Assim a Equagao [2.12] é um sistema de equagoes lineares com incognitas u; e coeficientes

(¢, gb;), e pode ser reescrita como um sistema linear na forma matricial como:
Au = b, (2.13)

com M equagoes em M incégnitas uy, . .., up onde o vetor u = (ug, ug, . . ., uy,) é a solugao.
A matriz A é chamada de matriz de rigidez e b de vetor de carga. Colocando na forma
matricial, temos

(¢h, ¢h) (D, 5) -+ (¢, )

J

onde as entradas de A sdo da forma a;; = (¢}, ¢}). E os vetores u e b, sdo da forma:

Uy

(f7 ¢M)
Agora, precisamos resolver o sistema linear para determinar o vetor u, que contém os

coeficientes u; das funcoes base ¢;. Esses coeficientes sao usados para construir a solucao

aproximada wuy, que é uma combinacao linear das funcoes base ¢;, conforme definido em

21T

2.6 Calculando os elementos da matriz A

Seguindo a abordagem apresentada por |Johnson| (1987) , como foi visto o método
Galerkin gerou um sistema de equacoes linear. Vamos analisar as propriedades da matriz
encontrada A, mas antes precisamos entender o comportamento das func¢oes de interpo-

lacao ¢; que estao sendo utilizadas.
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Temos
. — T—Tj41 .
¢;(z) = xj—ig;]]“? x € I (2.14)
0, caso contrario.
Logo derivando em [0,1],
1 :
YR T e ijl,
/ o 1 .
gzﬁj(a:) =\75= T€ L; (2.15)
0, caso contrario.

Como ilustracao do comportamento da funcao ¢; ¢ apresentado o grafico na Figura El

T T T

08

0.6 |

04 r

02r

0 Xj-1 X Xj 41 1

Figura 4 — Fungao base.

Fonte: Autor

Usando a formula pode-se chegar em uma expressao mais detalhada para as
entradas da matriz A. Com esse detalhamento, serd possivel ver que temos uma matriz
tridiagonal e simétrica (defini¢des que temos no capitulo . Para isso, calculando o valor
do (¢}, ¢}) no intervalo I; 1 = [z;_1, ;1] temos

o

(@, 9) = [

Tj—1

(6(@)) da + / " (#@) de.

No intervalo [;_y = [xj_1,2;], sendo h; = x; — x;_;, temos:
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Logo resulta
2
Tj / 2 B Tj 1 B 1 B 1 B 1
~/:cj1 (qu(x)) dr = /ocjl <h3> = h7j2 ' <xj - Ij—l) - hf? ' hj - E

E no intervalo [; = [z, z;41], sendo hj41 = 241 — x;, temos:

1
/
o) =~ —
E com isso,
2
Ti+t o, 2 /%‘H —1 ) 1 1 1
iz dr = dr = —  (Tix1 — 2;) = —— - h:y1 = .
/‘Tj (¢]( )> Tj <hj+1 h§+1 ( g+l ]) h/?+1 g+l hj+1
Portanto,

1 1

YA
(¢j7¢]) - hg + h»j+17

para j =1,..., M.

/

Para o produto interno (¢, ¢;_,), temos

(¢ = [

i1

Usando que as derivadas de ¢; e ¢;_; sao

1 1
¢;($) = ]7]'7 ¢;_1($) - _]7]"
e calculando a integral com elas, temos
P zj 1 1 1 1 1
. . = — _ d:— . JR— :_7.]1:_7
(¢]7 (ﬁ]fl) 2 h] hj—l xz h]hj ('rj x]) h]hj J hj

Utilizando a propriedade de comutatividade do produto interno, temos

(85, #5-1) = (&)1, ¢))-

Por 1ltimo tornando desnecessario mostrar (¢}, ¢}), pois ¢;¢; =0 se [i — j| > 1.
(¢, ¢5) = 0 para |i — j| > 1.

A matriz A entao assume a forma tridiagonal quando h; = h = constante Vj, se o

espacamento entre os nds forem constante igual h:

2 -1 0 ---0
-1 2 -1

SRS
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onde os elementos sao da forma

[ .
Ajj—1= —3,] = 2, ...,M,

— _1 - _ .
Ajj+1 = —p3,] = 1, ,M — 1,

0, caso contrario.

Lembrando que se v(z) = Zj]‘il n;j¢;(z) é arbitraria, outra propriedade importante da

matriz é ser positiva definida [I.4.11] pois ¢é simétrica e

M M M
v Ay = Z ni (s, gb;)nj = (Z n:id;, angb;) =(0)>0 YveV,ev#0. (2.16)
i=1 =1

3,j=1

Essa propriedade é muito importante, pois de acordo com o Teorema (1.4.1
garante que a matriz é nao singular, ou seja, inversivel. Portanto, segue que o sistema

tem solugao tunica

by

29 —1 0 0 0 U )
1 2 -1 -« 0 0 Uy b2
1lo -1 2 Us ?
bus
0 - 2 —1| |uy M=t

bar

0 v —1 2 wng

onde hj =cte=hVj,eb, = (f,¢;) parai=1,..., M.

Dado uma f especifica, resolvendo o sistema linear acima, temos as aproximacoes
u; € com isso, obtemos a aproximacao continua uy, para a solu¢ao u do PVC unidimensional

de Poisson, onde foi utilizada a expressao
M
i=1

A solucao uy,, que é formada pela combinacao das fungoes ¢;, € uma aproximagcao
da solucao analitica u do problema de Poisson. Os valores u;, que sdao os resultados nos
pontos da malha w; = uy(z;) Equacao [2.11] sdo encontrados resolvendo o sistema linear

que vem da formulagdo variacional.
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3 GNU Octave

3.1 Breve Introducao

O desenvolvimento do GNU Octave teve inicio por volta de 1988, com John W.
Eaton sendo um dos principais desenvolvedores iniciais do projeto. Além dele, outros dois
nomes importantes na criacado do Octave foram James B. Rawlings, professor da Univer-
sidade de Wisconsin-Madison, e John G. Ekerdt, da Universidade do Texas, que tam-
bém contribuiram significativamente para o desenvolvimento inicial do software UNESP
(2023). Desde o comego, o objetivo era criar uma alternativa ao MATLAB, especial-
mente para quem precisava de uma ferramenta de calculo numérico, mas sem os custos

de licenciamento do programa.

O GNU Octave é uma linguagem de programacao de alto nivel e um ambiente
de desenvolvimento voltado para a computacao cientifica e matematica. Amplamente
utilizado tanto em ambientes académicos quanto industriais, o Octave foi projetado para
resolver problemas numéricos em areas como Algebra Linear, Equacoes Diferenciais e
Otimizacao, entre outras areas. Sua interface baseada em linha de comando facilita

calculos complexos e permite a criagao de scripts e fungoes personalizadas.

O GNU Octave é mantido por uma comunidade global de profissionais e desenvol-
vedores de diferentes paises, o que faz com que o software esteja sempre sendo atualizado
e melhorado. Ele é distribuido sob a licenga GNU General Public License (GPL), o que
significa que qualquer pessoa pode contribuir com o cédigo-fonte, utilizar o programa de
forma gratuita e até mesmo modificar o software conforme suas necessidades UNICAMP|,
2025

3.2 Interface do GNU Octave

O GNU Octave possui uma interface intuitiva e de facil utilizacao, projetada para
proporcionar uma interagao eficiente e sem complexidade UNESP) (2023)). A seguir, serdo
apresentados os principais componentes da interface do GNU Octave, como a janela de

comando, o editor de texto e outras funcionalidades essenciais para o uso do programa.

3.2.1 Janela de Comandos

A janela de comandos é um dos componentes mais importantes do GNU Octave.
Nela, é possivel digitar comandos e visualizar os resultados imediatamente, o que a torna

uma ferramenta pratica para testar expressoes ou comandos simples, sem a necessidade de
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criar um script completo. Essa resposta imediata facilita a realizacao de calculos rapidos
e a resolugao de problemas durante o desenvolvimento das fungoes. A Figura 5] ilustra a

interface da janela de comandos:

Q octave - o x
+ = [E] © oresro el cusersiegor M
et - & x
C:/Users/zgabr v -y Please contribute if you find this software useful.
_—_— For more information, visit https://www.octave.org/get-involved.html
Nome
> B VirtualBox 1 Read https://www.octave.org/bugs.html to learn how to submit bug reports.
’ ;""‘3“5 For information about changes from previous versions, type 'news'.
> ocuments
> Downloads >> |
> 7 Favorites
> 2 Links
o sucie
Ambiente de Trabalho & X
Fitrar (]
Nome Classe Dimensio
Histico de Comandos & X
Fitrar ()

# Octave 8.2.0, Ssat Jan 11

Janela de Comandos  Documentagdo  Edtor de Varidvels  Edtor

Perfilagem

Figura 5 — Interface do GNU Octave

Fonte: Autor

3.2.2 Editor de Texto

O editor de texto do Octave é onde podemos escrever e organizar os scripts. Ele
permite que criemos arquivos com a extensao .m, onde podemos colocar todo o cédigo
de forma detalhada. Podemos rodar o script direto do editor, o que torna o processo de
testar e ajustar o c6digo muito mais pratico. Na Figura [6] é mostrada a interface do

editor de texto:

Q Octave = fal
1 (= o [— Jat Icone para executar o Seript I
Navegador de Arquivos.
C:fUsersfzgabr v 2% A A
- Y8k RO ERE
3 = VirtalBox I} <semome-
- ¢ -
e Icone para salvar o Script
> ¥ Downloads
> = Favortes 1
> 22 links Local para escrever o codigo de
— & x forma detalhada.
Filtrar ()
Nome Classe Dimensio
Histdrico de Comandos & X
Filtrar ()
# Octave 8.2.0, sat Jan 11
Local do Editor
linha: 1 col: 1 codificagio: UTF-8_ fdl: CRLF (—H
Janela de Comandos Documentagao Editor de Varidveis| Editor

Figura 6 — Editor de scripts do GNU Octave

Fonte: Autor
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3.2.3 Janela de Grafico

O Octave tem como auxilio comandos para gerar graficos, o que facilita a visuali-
zagao dos resultados de nossos calculos e simulacoes. Podemos criar graficos 2D e 3D de
forma simples, utilizando comandos como plot para representar dados de maneira clara.
Isso nos ajuda muito quando queremos analisar o comportamento de uma fungao ou o
resultado de uma simulagao. Além disso, o Octave permite personalizar os graficos, ajus-
tando titulos, rotulos dos eixos, cores e estilos de linha, o que torna a apresentacao dos

dados visualmente melhor. Na Figura [7] é mostrada a interface para a janela de grafico

no Octave:

o RAQ 4 = B

025

a2 r

005

(0.60876, 0.051793)

Figura 7 — Janela da figura

Fonte: Autor

O GNU Octave é um programa pratico e de facil compreensao para aqueles que
estao iniciando no campo dos calculos numéricos e simulacoes. Ele utiliza uma linguagem
de programacao simples, facilitando seu uso e entendimento. Suas caracteristicas tornam
o Octave uma escolha ideal para a implementagdo de métodos numéricos, oferecendo
uma plataforma acessivel e eficiente para manipulacao de matrizes, resolucao de sistemas
lineares e visualizacdo de resultados. Além disso, sua capacidade de criar gréaficos e
visualizar solugoes facilita na andalise mais clara dos resultados numéricos obtidos, sendo

bastante 1til na aplicacao do MEF.
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4 |mplementacao do Método dos Elementos

Finitos no Octave

4.1 Breve Introducao

Neste capitulo, vamos ver como implementar o MEF para resolver a equacao de
Poisson utilizando o programa Octave, onde criaremos um co6digo para resolver o problema

de Poisson em um dominio unidimensional.

4.2 Desenvolvimento do Cédigo
Nesta se¢ao, mostraremos como o cédigo foi criado para aplicar o MEF a equacao
de Poisson em um dominio unidimensional.

O objetivo é obter e resolver o sistema linear resultante da formulacao variacional
da equagao de Poisson, representado pela equagao (2.13), mostrando que, quanto mais

refinada a malha, mais a solugdo numeérica se aproxima da solugao analitica.

Para testar a implementacao do codigo, utilizamos os dados de um problema teste

e os parametros necessarios, apresentados na Tabela

Tabela 2 — Dados e parametros do problema teste.

Parametro Valor
Dominio L 0, 1]
Fungao fonte f(x) 2
Condigoes de contorno u(0) = u(1) 0
Numero de Nos 11
Soluc@o Analitica u(z) z(l—x)

A seguir, apresentamos na Figura 77 o grafico da solucao analitica, que sera usada

para comparar com a solucao obtida através do MEF.
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0.25 -

02

0.1

0.05 -

0 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 8 — Solugdo analitica (linha azul).

Fonte: Autor.

4.2.1 Etapas do Desenvolvimento

Dados do Problema:

O codigo comecga criando um script inicial e colocando os dados do problema
necessarios para a aplicacao do MEF. Serao apresentados os parametros do problema que

devem ser informados pelo usudrio na Tabela [3] abaixo:

Tabela 3 — Tabela com os dados iniciais.

Parametro | Descricao

Tamanho do intervalo do dominio

Nimero total de nés (pontos) no intervalo

Nimero de intervalos no dominio (N — 1)

Ntmero de nés internos (N — 2 )

Tamanho do intervalo entre os nés ( L/n)

Vetor contendo as posi¢oes dos nds ao longo do intervalo

B> 232~

Temos o parametro L cujo valor utilizado é 1, representando o tamanho do intervalo
do dominio do problema. O niimero de nés, N, foi estabelecido como 11 no problema teste,
o que implica que o intervalo serd subdividido em 11 pontos, incluindo as extremidades.
Com isso, o nimero de intervalos, n, é calculado como N-1, ou seja, 10 intervalos entre os

nos.

Em seguida, ¢ calculado M, que corresponde ao niimero de nés internos, este valor
¢é dado por N-2, ou seja, 9 nés internos. O valor de h, o tamanho do intervalo entre os
nos, é calculado dividindo o comprimento total do intervalo L. pelo niimero de intervalos
n, resultando em h = 1/10 significando a resolugdo da malha (tamanho do elemento/

tamanho do intervalo).
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Finalmente, o vetor x é gerado utilizando a fungdo linspace(0, L, N), que cria
um vetor de N pontos igualmente espacados entre 0 e L , representando as posi¢oes dos nos
ao longo do intervalo. O vetor x fica como x = [0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0]
e sera utilizado para representar a localizacdo dos pontos do dominio discretizado ao longo

do intervalo. Na Figura [J) mostramos como ficou essa parte no script inicial:

) Octave = [m} X
+ = |E| ) oiretorio Atual: Area de Trabalno\TCC - Octave\Codigo Atual ~ 1
i B X
€C- Octave/Codigo Atual ~ T &
Nome tO-HEE S =EE > @O OCDE >
 Vetor_bam scriptz.m [
C trapeziom 1 clc; clear;
{_ Tabela_Gauss_Pontos_Peso... . . .
. simpsonm 2 % Dados Iniciais:
£ selecionar_funcoes.m .
C seripzm 3 L 1; % Tamanho do intervalo
G ponto_mediom 4 N = 11; % Numeros de noés
) Matriz_Am
. Gauss_Legendrem 5n = N-1; % Numero de intervalos
6 M= N-2; % Numero de ndés internos
Ambiente de Trabalho g X 5 . .
“ltrar (O 7 h = L/n; %tamanho do intervalo entre os nds
Norme Classe 8 x = linspace(0,L,N); % Distancia de cada nod
A double 9 o
L double oTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT T
M double 1 O
Metodo_Quadr... double 1 1
N double
f— 12
Hist6rico de Comandos 2 X
Sittrar [ 1 3
Script2 14
Script2
# Octave 8.2.0, S 15
Script2 16
Script2 17
Script2
linha: 23 col: 1 codificagdo: UTF-8  fdl: CRLF
— Janela de Comandos Documentacdo Editor de Varidveis Editor

Perfilagem

Figura 9 — Dados iniciais.

Fonte: Autor

Construcao da Matriz de Rigidez A:

No cédigo criamos uma func¢ao chamada Matriz_ A, responsavel por calcular a

matriz de rigidez A no contexto do MEF para o PVC de Poisson.

Primeiramente, a funcao recebe dois parametros de entrada: o ntmero de nos
internos M (que exclui as extremidades do dominio) e o tamanho do intervalo entre os

nos h. Com esses parametros, a funcao inicia a criacdo da matriz A.

A matriz A é inicializada com zeros utilizando a funcao zeros(M, M), criando
uma matriz quadrada de dimensao M x M. Esse passo prepara a estrutura para o
preenchimento com os valores que representam o produto interno entre as derivadas de

¢(z) dos elementos no problema de MEF conforme apresentado no capitulo (2)).

O preenchimento da matriz A é realizado dentro de um loop for, que percorre
os indices de ¢ = 1 até M. Sabemos que a matriz A é tridiagonal, o que significa que

ela possui apenas trés diagonais relevantes: a diagonal principal, a diagonal inferior e
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a diagonal superior. Portanto, durante o loop, sao atribuidos valores apenas para essas
trés diagonais, simplificando o processo de calculo. Para cada valor de 4, os seguintes

elementos sao atribuidos:

1. Entrada a;;_; da diagonal inferior da matriz A: Se ¢ > 1, o valor —% é

atribuido a entrada a;;_;, linha 7 e coluna ¢ — 1 na matriz A, representando a

interacao entre a funcao base ¢; e a fungao ¢;_;.

2. Entrada a;; da diagonal principal da matriz A: O valor % ¢ atribuido a entrada
a;;,da i-ésima linha e i-ésima coluna de A, representando a interacao entre a fungao

base ¢; com ela mesmo.

3. Entrada a,;;; da diagonal superior da matriz A: Se i < M, o valor —%
¢ atribuido a entrada a;;y1, linha ¢ e coluna ¢ + 1 na matriz A, representando a

interacao entre a funcao base ¢; e a fungdo ¢;.1.

Esses valores preenchem a matriz de rigidez A, e a funcdo Matriz_ A retorna a

matriz A.

function A = Matriz_A(M, h)
% Fun o para calcular a matriz A
4 M: n mero de n s internos

% h: tamamho do intervalo entre os n s
A = zeros(M, M); / Inicializar matriz A com zeros

for i = 1:M
if i > 1
A(i, i-1) = -1/h; J Elemento inferior
end
A(i, 1) = 2/h; J Elemento da diagonal principal
if i < M
A(i, i+1) = -1/h; J Elemento superior
end
end

end

Listing 4.1 — Matriz de Rigidez A

Montagem do Vetor de Carga b:

Temos que criar um script utilizando o comando Function sendo uma fungao
Vetor_b que é responsavel por calcular o vetor b, que corresponde ao lado direito do
sistema de equagoes (termo independente) gerado pela formulagao variacional no MEF
conforme apresentado no capitulo 2l O calculo do vetor b baseia-se no produto interno
entre a fungao f, que depende do problema a ser resolvido, e a funcao base ¢;. Para

calcular esse produto interno, se faz necessario utilizar um método numérico, que fornece
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uma aproximacao do valor da integral no produto interno. A obtencao do vetor b é feita
de acordo com o método de quadratura que deve ser escolhido pelo usuario entre as opgoes

implementadas.

O comando Function inicia criando o vetor b com zeros para posteriormente
acrescentar os valores. Em seguida, define as fungoes de interpolagao lineares por partes
(ou fungoes base ¢; de fungoes "chapéu'), que sdo usadas como base para escrever a
solucdo aproximada u(x) dentro de cada elemento. As fung¢oes base/chapéu sao obtidas
usando interpolacao lagrangeana e essas funcoes de interpolagao ¢; sao definidas para os
elementos nos lados esquerdo e direito do i-ésimo né, permitindo que as integrais sejam

calculadas de forma adequada. Nos elementos restantes, a funcao base ¢; é nula.

No Cédigo ¢ apresentado o codigo completo para o calculo do vetor b.

function b = Vetor_b2(x, f, h, M, Metodo_Quadratura,n_Gauss)
b = zeros(M, 1); / Inicializar o wvetor b

switch Metodo_Quadratura
case 1 J M todo do Ponto Medio
for i = 1:M

i_esq = i; i_meio =i + 1; i_dir = i + 2;

/% Lado esquerdo:

phi_esq = @(X) (X - x(i_esq)) / h;

Lado_Esquerdo = ponto_medio(@(X) f(X)*phi_esq(X),x(i_esq),x(
i_meio));

b(i) = b(i) + Lado_Esquerdo;

% Lado direito:
phi_dir = @(X) (X - x(i_dir)) / (-h);
Lado_Direito = ponto_medio (@(X) f(X)#*phi_dir(X),x(i_meio) ,x(
i_dir));
b(i) = b(i) + Lado_Direito;
end

case 2 4 M todo do Trapezio
for i = 1:M
i_esq = i; i_meio =i + 1; i_dir = i + 2;

/% Lado esquerdo:

phi_esq = @(X) (X - x(i_esq)) / h;

Lado_Esquerdo = trapezio(@(X) f(X)*phi_esq(X),x(i_esq),x(i_meio)
);

b(i) = b(i) + Lado_Esquerdo;

% Lado direito:
phi_dir = e(X) (X - x(i_dir)) / (-h);
Lado_Direito = trapezio(@(X) f(X)*phi_dir(X),x(i_meio),x(i_dir))
b(i) = b(i) + Lado_Direito;
end

case 3 J M todo de Simpson
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for i = 1:M
i_esq = i; i_meio =i + 1; i_dir = i + 2;

/% Lado esquerdo:
phi_esq = @(X) (X - x(i_esq)) / h;
Lado_Esquerdo = Simpson(@(X) f(X)*phi_esq(X),x(i_esq),x(i_meio))

b(i) = b(i) + Lado_Esquerdo;

/% Lado direito:
phi_dir = e(X) (X - x(i_dir)) / (-h);
Lado_Direito = Simpson(@(X) f(X)#*phi_dir(X),x(i_meio) ,x(i_dir));
b(i) = b(i) + Lado_Direito;
end

case 4 // M todo de Gauss_Legendre
for i = 1:M

i_esq = i; i_meio = 1i + 1; i_dir = i + 2;

/% Lado esquerdo:

phi_esq = @(X) (X - x(i_esq)) / h;

Lado_Esquerdo = Gauss_Legendre (@(X) f(X).*phi_esq(X),x(i_esq) ,x(
i_meio) ,n_Gauss) ;

b(i) = b(i) + Lado_Esquerdo;

% Lado direito:
phi_dir = @(X) (X - x(i_dir)) / (-h);
Lado_Direito = Gauss_Legendre(Q@(X) £ (X).*phi_dir(X),x(i_meio) ,x(
i_dir) ,n_Gauss) ;

b(i) = b(i) + Lado_Direito;

end

otherwise
error(’ Op oyuinv lida .y Escolhaumvalor deyl,ay4.’);
end

end

Listing 4.2 — Vetor de Carga b

Em seguida, temos como escolher qual método de quadratura queremos utilizar
para a integracao numérica no produto interno, e a funcao executa um dos seguintes casos

de quadratura:
e Método 1 - Ponto Médio:

Neste script, criamos o cédigo para o método do ponto médio. O script inicia
com o comando function, permitindo que ele seja chamado a partir de outros scripts ou
funcoes. Em seguida, especificamos de forma genérica a férmula do ponto médio. Dessa
maneira, obtemos o cédigo para a quadratura numérica utilizando o método do ponto
médio apresentado no Codigo abaixo.
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function pm = ponto_medio(g, a, b)
x_medio = (a + b)/2 ;
pm = (b-a)*g(x_medio);

end

Listing 4.3 — Método do Ponto Médio

« Método 2 Trapézio:

Neste script, implementamos o coédigo para o método do trapézio. O script comeca
com o comando function, permitindo que ele seja chamado a partir de outros scripts ou
fungoes. Em seguida, descrevemos de forma genérica a férmula do trapézio. Com isso,

obtemos o cédigo para a quadratura numérica através do método do trapézio apresentado
no Cédigo [.4] abaixo.

function TP = trapezio(g, a, b)

rd = (b - a)/2 ;
TP = rdx[g(a) + g(b)];
end

Listing 4.4 — Regra do Trapézio

o Método 4 - Gauss-Legendre:

No Codigo se inicia com o comando function, garantindo que ele possa ser
chamado de outros scripts ou fungdes. A funcdo Tabela Gauss_Pontos_Pesos ird nos
fornecer os pontos e pesos necessarios para a quadratura conforme o niimero de pontos
escolhidos. A transformacao do intervalo de integracao é feita através de uma varidvel
auxiliar, ajustando os pontos de quadratura do intervalo padrao [—1,1] para o intervalo
la,b]. A férmula de Gauss-Legendre é entdao aplicada, somando os termos ajustados para

calcular a integral aproximada.
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function I = Gauss_Legendre(f, a, b, n_Gauss)
A f: fun o a ser integrada (handle @)
% a, b: limites de integra o
% nm_Gauss: n mero de pontos de quadratura

/% Passo 1: Obter os pontos de quadratura (zi) e os pesos (ct) para o n mero
de pontos n
[xi, ci] = Tabela_Gauss_Pontos_Pesos(n_Gauss);

/% Passo 2: Ajustar os pontos de quadratura para o intervalo [a, b]
%4 Transforma o do intervalo de quadratura [-1, 1] para [a, b]
x_mudanca_variavel = @(t) a * (1 - t) / 2 + b *x (1 + t) / 2;

x_interv = (b-a)/2;

% Aplicar a f rmula da quadratura de Gauss-Legendre
I = 0;

for j = 1:n_Gauss
% Usar zi(j) em vez de t(j) para aplicar a transforma o
I =1+ ci(j) * f(x_mudanca_variavel(xi(j)));

end

% Multiplicar pelo fator de escala (b - a) / 2
I =1 *x x_interv;
end

Listing 4.5 — Quadratura de Gauss de Legendre

No Codigo a funcio Tabela_Gauss Pontos Pesos, retorna os pontos de qua-
dratura x; e os pesos ¢; para diferentes escolhas do niimero de pontos ngauss, que podem

ser 2, 3 ou 4.

function [xi, ci] = Tabela_Gauss_Pontos_Pesos(n_Gauss)
% Retorna n s (zi) e pesos (ci) para quadratura de Gauss

switch n_Gauss

case 2
xi = [-0.5773502692, 0.5773502692]; /% Pontos
ci = [1, 1]; /) Pesos
case 3
xi = [-0.7745966692, 0, 0.7745966692];
ci = [0.5555555556, 0.8888888889, 0.5555555556];
case 4
xi = [-0.8611363116, -0.3399810436, 0.3399810436, 0.8611363116];
ci = [0.3478548451, 0.6521451549, 0.6521451549, 0.3478548451];
otherwise

error (’N mero_de pontos,n o implementado._ Escolha,n,=,2,,3,0u,4.’)
5
end
end

Listing 4.6 — Tabela de Gauss dos Pontos e Pesos
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Essa tabela é essencial para a aplicagao da quadratura de Gauss-Legendre, pois fornece os
valores necessarios em fung¢ao do niimero de pontos na quadratura para calcular a integral
de uma fun¢ao no intervalo [—1, 1], que depois serd transformado para qualquer intervalo

desejado, como [a, b]. usando o teorema da regra de substituigao do Célculo Os dados

dessa tabela foram obtidos pelo livro de Andlise Numérica Burden e Faires (2008).

Com isso, os métodos de quadratura do ponto médio, trapézio e Simpson foram
fundamentais para a compreensao e aplicagao da quadratura de Gauss-Legendre no Oc-
tave. Esses métodos basicos facilitaram o entendimento do funcionamento da quadratura
de Gauss-Legendre, que foi essencial para resolver o problema no contexto do MEF. Para
a execucao do codigo, foram necessarios os parametros especificos, como a quadratura de
Gauss-Legendre e o nimero de 4 pontos de Gauss que foi utilizado. Com as informacoes
necessarias, foi possivel concluir a execucao do script Vetor b para calcular o vetor de

carga b no sistema de equacoes lineares [2.13
Resolucao do Sistema Linear:

Apos a aplicacao no octave, precisamos resolver o sistema linear Au = b para
determinar os valores da solu¢do u. A matriz A foi construida a partir do produto interno
entre as derivadas de ¢; , enquanto o vetor b foi calculado através do produto interno entre
a funcao fonte e a fungdo ¢;. Com isso conseguimos encontrar os valores de aproximagcao

u; para a solucao u do problema em cada né x; e, com isso, a solugao numérica u;.

A seguir, a Figura [10] apresenta os valores da matriz A, do vetor b, e da solucao

u para os parametros adotados no teste de implementacao.
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Figura 10 — Resultado da Matriz A - Vetores b e u.

Fonte: Autor
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Geracgao de Graficos:

Apos executar o codigo e obter os resultados, um grafico é gerado mostrando como
a solucao numérica se aproxima da solugao analitica. No caso, utilizamos 11 nds, como
mostrado na Figura [T1] abaixo.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 11 — Solucao analitica (linha azul), solugdo numérica (linha vermelha) e valor da
solugdo numeérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Refinando a malha com mais nés

Agora, vamos observar como a solugdo numeérica vai se aproximando da solucgao
analitica & medida que aumentamos o nimero de nds. A seguir, apresentamos na Figura
seis figuras com diferentes quantidades de nds, mostrando como a solucdo numérica

se aproxima da solucao analitica conforme refinamos a malha.
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=101

Figura 12 — Aumentando a resoluc;éo da malha, solucao analitica (linha azul), solucao
numérica (linha vermelha) e valor da solugao numérica nos nés (pontos ver-
melhos).

Fonte: Autor

Conseguimos perceber pelos graficos que a medida que o nimero de nés N au-
menta, a solu¢do numérica aproxima-se cada vez mais da solucao analitica. Com valores
baixos de N, a solugdo é mais grosseira, mas com valores mais altos (como N = 41 ou
N =101), a curva fica bem suave e visualmente idéntica a solugdo analitica. Isso mostra

como a malha com mais nés melhora a qualidade da solucao numérica.

Erro maximo absoluto

Tabela 4 — Erro maximo absoluto para diferentes niimeros de nés

Niamero de N6 (N) | Erro Maximo Absoluto
3 0.062500
5 0.015625
11 0.002500
21 0.000625
41 0.000156
101 0.000025

A Tabela {| apresenta os valores do erro maximo absoluto para diferentes ntimeros
de nos utilizados na discretizagao. Como esperado, observa-se que, a medida que o niimero

de nds aumenta, o erro tende a diminuir.
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5 Exemplos

5.1 Breve Introducao

Neste capitulo, serdao resolvidos alguns exemplos da equacao de Poisson unidi-
mensional utilizando o MEF. A abordagem sera feita a partir da formulacao variacional,
resultando no sistema linear Au = b, que sera resolvido para obtencao da solu¢ao u que
permite construir a solucio numérica uy(x) = SM, u;¢:(x). O cédigo desenvolvido no
Octave sera utilizado para executar os célculos, sendo fornecidos diferentes conjuntos de
dados (fungéo f) para cada exemplo. Em cada caso, serdo gerados graficos para diferentes
numeros de nés na malha. Os exemplos apresentados tém como objetivo mostrar como a
solugdo numérica se aproxima para a solu¢ao analitica a medida que a quantidade de nés

da malha é aumentada em diferentes situacoes representadas pela funcao f.

5.2 Exemplo 1

Neste exemplo, consideramos a equagao de Poisson unidimensional. O problema

de Valor de Contorno (PVC) a ser resolvido é dado por:

—u"(x) = f(z), paral0<z<]l,

w(0) = u(1) = 0, >

No capitulo anterior, foi utilizada uma funcao fonte constante 2, o que tornou
o problema mais simples de resolver. Neste exemplo, a fungao fonte f(x) = 6x, um
polinémio de grau 1, resulta em uma solucao analitica simples, mas mais complexa que o

exemplo anterior o que torna o problema interessante adequado para a aplicacao do MEF.

Dados Iniciais:

e Dominio: 0 < x <1 com comprimento L = 1.

« Funcao Fonte: f(z) = 6z.

« Solugdo Analitica: u(z) = z(1 — z?).

o« Método de Quadratura: Utilize a quadratura de Gauss com 4 pontos.

e« Aumento do Numero de Nés na Malha: Resolva o problema com 5, 7 e 15

nos.
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Solucao Analitica:

0.4

03 -

S502

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 13 — Exemplo 1 - solugdo analitica (linha azul).

Fonte: Autor

Um ponto interessante dessa solu¢ao analitica, que a diferencia do problema teste

do capitulo anterior [4 é que ela ndo é simétrica em relagao ao centro do dominio.

5.2.1 Resultados

Solucao Numérica com 5 Nos:

04

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 14 — Exemplo 1 - 5 nds, solugao analitica (linha azul), solu¢do numérica (linha
vermelha) e valor da solu¢do numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Nesta Figura , podemos ver a solugdo numérica uy,(x) usando 5 nds, comparada

com a solugdo analitica u(z) = x(1 — 2?). Como temos poucos nds, a aproximagao
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fica um pouco imprecisa, com diferencas bem visiveis em relagdo a curva analitica. Isso
ilustra como uma malha com menos nés pode resultar em uma solugdo numérica de menor

qualidade.

Em seguida, a Figura exibe os valores obtidos da matriz A, do vetor b e da
solucao u, referentes ao sistema linear Au = b, calculados com base no nimero de nos
utilizado na Figura
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+ =] ) Diretdrio Atual: Area de Trabalho\TCC - Octave\Codigo Atual 1
Navegador de Arquivos Pl Janela de Comandos o]
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Nome N 8 -4 0
., Vetor_b2m -1 8 -4
(', trapeziom -
(', Tabela_Gauss_Pontos_Peso... 0 4 8
) simpson.m Vetor b:
“', selecionar_funcoes.m 0 . 3 7 5 O
(_', Seript2.m
(', ponto_medio.m 0.7500
(', Matriz_Am 1 . 12 5 O
(, Gauss_Legendre.m Solu(;éo u:
0
Ambiente de Trabalho 2 X
Filtrar (] 0.2344
— 0.3750
lome Classe
A double 0 - 3 2 8 1
L double O
M double >> ‘
Metodo_Quadr... double
N double
Histdrico de Comandos g X
Filtrar (]
Script2
Script2
Script2
Script?2
Script2 1
— Janela de Comandos Documentagao Editor de Varigveis Editor

Perfilagem

Figura 15 — Exemplo 1 - 5 nés - resultado do sistema linear.

Fonte: Autor

Na Figura [I5] mostramos o resultado do sistema linear, onde estdo os valores
que calculamos para a Matriz A, o vetor b e o vetor u é o vetor solu¢do que estamos
buscando. A partir desses valores, conseguimos construir a solu¢ao aproximada [14] para
o PVC proposto.
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Solucao Numérica com 7 Noés:

04

0.3

50.2

0.1

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 16 — Exemplo 1 - 7 nds, solugdo analitica (linha azul), solugdo numérica (linha
vermelha) e valor da solu¢do numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Como podemos ver na Figura [L6 acima, a solu¢do numérica up(z) com 7 nds ja
aproxima melhor a solugao analitica. A curva ficou mais suave, e a diferenca entre as
duas solugoes diminuiu. E possivel para ver como, aumentar o nimero de nés, melhora

bastante a qualidade da solugao numérica.
Solucao Numérica com 15 Noés:

04

0.3

50.2

0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 17 — Exemplo 1 - 15 nds, solugao analitica (linha azul), solugdo numérica (linha
vermelha) e valor da solugdo numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Nessa tltima Figura [I7, com 15 nds, a solu¢do numérica u,(z) quase nao se dife-

rencia visualmente da solugao analitica u(z) = z(1 — x?). Com mais pontos na malha, a
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qualidade da aproximacao ficou muito melhor, quase sobrepondo a curva analitica. Isso
deixa claro como uma malha mais refinada faz toda a diferenca na qualidade da solugao

numeérica.
Erro maximo absoluto

Na Tabela [5} estao os valores do erro méximo absoluto para os diferentes nimeros
de noés utilizados na discretizacao deste exemplo. Neste caso, observa-se nas Figuras

[16] e [I7] que, & medida que o nimero de nés na malha aumenta, o erro tende a diminuir.

Tabela 5 — Erro maximo absoluto para diferentes niimeros de nés

Numero de N6 (N) | Erro Maximo Absoluto
5 0.041039
7 0.019102
15 0.003690

5.2.2 Conclusao

Neste exemplo, mostramos como a solu¢ao numérica, obtida pelo MEF, se apro-
xima da solucao analitica do PVC estudado. Observamos que, ao aumentar o nimero
de nés na malha, a qualidade da solucao numérica melhora significativamente, ou seja,
quanto mais refinamos a malha, conseguimos nos aproximar cada vez mais da solu¢ao ana-
litica. Esse comportamento esta relacionado a diminui¢do do erro numérico, que tende a
reduzir & medida que a malha se torna mais fina, refletindo uma maior aproximagao da

solucao analitica.

5.3 Exemplo 2

Neste segundo exemplo, consideramos a equacao de Poisson unidimensional em

outra situacao envolvendo a funcao f.O PVC a ser resolvido é dado por:

—u"(x) = f(z), para0 <z <1,
u(0) =u(1) =0,

(5.2)

Este exemplo é mais complexo em relagao ao exemplo pois a solucao analitica
u(z) = z(1 — 23) é de polindmio de grau maior e quer dizer que sao mais dificeis de

aproximar numericamente. Isso torna a aplicacao do MEF um pouco mais desafiadora.

Dados Iniciais:

e Dominio: 0 < x <1 com comprimento L = 1.



Capitulo 5. Ezemplos 53

« Funcao Fonte: f(x) = 1222

Solugdo Analitica: u(z) = z(1 — z%).

Método de Quadratura: Utilize a quadratura de Gauss com 4 pontos.

e Aumento do Numero de N6s na Malha: Resolva o problema com 4, 8 e 18

nos.

Solucao Analitica:

05

04

0.2

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

0

Figura 18 — Exemplo 2 - solugdo analitica (linha azul).

Fonte: Autor

5.3.1 Resultados

Solugao Numérica com 4 Noés:

05
04

03

0 1 1 1 1 FY

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 19 — Exemplo 2 - 4 nds, solugao analitica (linha azul), solu¢do numérica (linha
vermelha) e valor da solu¢do numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor
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Na Figura|l9, comparamos a solucdo numérica uy(x) com 4 nds a solucao analitica

U
u(x) = z(1 — 2%). Como estamos usando poucos nds, a aproximagio tem uma qualidade
um pouco inferior, e é possivel perceber diferencas em relagao a solugao analitica. Ja que,

quanto maior o niimero de nés, melhor tende a ser a qualidade da solu¢ao numérica.

A seguir, a Figura [20| abaixo apresenta os elementos da matriz A, do vetor b e da
solucao u, calculados a partir do sistema linear Au = b para o nimero de nés especificado
na Figura
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Script?2 I
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Figura 20 — Exemplo 2 - 4 nés - resultado do sistema linear.

Fonte: Autor

Na Figura [20, podemos ver o resultado do sistema linear que resolvemos. Nela,
estao apresentados os valores que calculamos para a Matriz A, o vetor b e o vetor u é
o vetor solugdo que estamos buscando. A partir desses valores, conseguimos construir a

solucao aproximada do nosso PVC apresentado na figura.
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Solucao Numérica com 8 Noés:

05
04

03

01

0 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

1

Figura 21 — Exemplo 2 - 8 nds, solugao analitica (linha azul), solu¢do numérica (linha
vermelha) e valor da solugdo numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Na Figura , comparamos a solugao numérica uy,(z) com 8 nés a solugdo analitica

u(x) = z(1 —23). Com 8 nds, a aproximagao ja apresenta uma qualidade bem melhor em

comparagao com a solugao obtida com 4 nés, mas ainda nao chega a ser muito préxima da

solugao analitica em regides de maior curvatura da solugao analitica. Isso mostra como,

a medida que aumentamos o numero de nds, a qualidade da solucao numérica tende

a melhorar, embora, mesmo com 8 nés, a solugdo numérica ainda nao

satisfatéria em relagao a analitica.

Solucao Numérica com 18 Nos:

05

04

02

01

seja totalmente

0 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

1

Figura 22 — Exemplo 2 - 18 nés, solugao analitica (linha azul), solu¢gdo numérica (linha
vermelha) e valor da solu¢do numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor
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Na Figura com 18 nds, a solugdo numérica up(z) ji estd bem mais proxima
& solugao analitica u(z) = z(1 — 2*). Com mais pontos na malha, a aproximagio teve
uma qualidade bem melhor, quase se sobrepondo visualmente a curva analitica. Isso
mostra como uma malha mais refinada realmente melhora bastante a qualidade da solucao

numérica.
Erro maximo absoluto

Na Tabela [6] estdo apresentados os valores do erro maximo absoluto para os dife-
rentes nimeros de nés utilizados. Da mesma forma, observamos nas Figuras [19] [21] e

o erro maximo absoluto diminuindo a medida que o niimero de nés aumenta.

Tabela 6 — Erro maximo absoluto para diferentes niimeros de nés

Nuamero de N6 (N) | Erro Maximo Absoluto
4 0.117020
8 0.026439
18 0.004891

5.3.2 Conclusao

Neste exemplo, mostramos como a solucdo numérica, calculada pelo MEF, fica
mais préxima da solugao analitica a medida que mais nos sao acrescentados a malha.
Percebemos que, ao aumentar o nimero de nés na malha, a aproximacao da solugao

numérica melhora bastante, ficando cada vez mais proxima da solucao analitica.

5.4 Exemplo 3

Consideramos mais um novo exemplo envolvendo a equagao de Poisson unidimen-

sional. A equacao a ser resolvida é novamente dada por:

—u"(x) = f(z), paral0<z<l,
u(0) = u(1) =0,

(5.3)

Este exemplo ¢ mais complicado do que os anteriores, pois a solucao analitica
u(z) = sen(27x). é uma fungdo trigonométrica, ao invés de ser um polindémio. Isso torna
o comportamento da solugdo mais complexo e exige mais cuidado ao aplicar o MEF. A

funcao seno, por ser oscilante, pode dificultar a qualidade dos resultados numéricos.

Dados Iniciais:

e Dominio: 0 < x <1 com comprimento L = 1.
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« Funcgao Fonte: f(z) = 4r2sen(27z).

Solugao Analitica: u(x) = sen(27z).

Método de Quadratura: Utilize a quadratura de Gauss com 4 pontos.

e Aumento do Numero de Nés na Malha: Resolva o problema com 5, 11 e 21

nos.

Solugao Analitica:

A+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 23 — Exemplo 3 - solugao analitica (linha azul).

Fonte: Autor

5.4.1 Resultados

Solu¢ao Numérica com 5 Noés:

0.5

-0.5

-1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 24 — Exemplo 3 - 5 nds, solugdo analitica (linha azul), solugdo numérica (linha
vermelha) e valor da solugdo numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor
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Na Figura podemos observar a solugdo numérica up(x) com 5 nds em compa-
ragao com a solugao analitica u(z) = sen(27z). Como utilizamos poucos nds, a qualidade
da aproximacao nao é tao boa, e é possivel perceber diferencas significativas em relagao a
solugao analitica. Isso demonstra como uma malha com menos pontos pode resultar em

uma solucao de menor qualidade.

Na Figura apresentamos os valores do sistema linear gerados a partir da malha

utilizada, que serao analisados a seguir.
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+ =] % ) Diretdrio Atual: Area de Trabalho\TCC - Octave\Codigo Atual v |
Navegador de Arguives P X Janela de Comandes 5 X
cc-odaercongo sl ~ T "y Matriz A:
Nome N 8 - 4 O
‘:\;, Vetar_FZm —4 38 —4
£_ trapeziom
_ Tabela_Gauss_Pontos_Peso... 0 -4 8
RSSO Vetor b:
& selecionar_funcoes.m
& Saiptem 8.0000e+00
& ponto mediom 8.8818e-16
& Matriz Am
€ Gauss_Legendrem -8.0000e+00
Solugdo u:
Ambiente de Trabalho 5 X 0
Filtrar (]
Nome Classe 1.0000
A double I O - O O O O
L double -1.0000
M double 0
Metodo_Quadr... double >> ‘
N double
Histérico de Comandos g X
Filtrar (]
Script2
Script?2
Script2
Script?2 I
Script2
— Janela de Comandos ~ Documentacio  Editor de Varidveis  Editor

Perfilagem

Figura 25 — Exemplo 3 - 5 nés - resultado do sistema linear.

Fonte: Autor

Na Figura |25 podemos observar os resultados obtidos apods a resolugao do sistema
linear. Nela, estao mostrados os valores calculados para a Matriz A, o vetor b e o vetor
solugao u. Esses valores sao fundamentais para a construcao da solucao aproximada do

problema, pois refletem como o sistema linear foi montado a partir da discretizacao dos

’

nos.
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Solucao Numérica com 11 Nos:

-1
1 1 1 1 ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 26 — Exemplo 3 - 11 nés, solugao analitica (linha azul), solu¢gdo numérica (linha
vermelha) e valor da solugdo numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Na figura , a solugao numérica uy(z) com 11 noés ja aproxima melhor a solugao
analitica. A curva se torna mais suave e as diferencas entre as solugdes diminuem sig-
nificativamente. Isso demonstra que, ao aumentar o nimero de nos, a aproximacao da

solucao numérica melhora.

Solucao Numérica com 21 Nés:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 27 — Exemplo 3 - 21 nds, solugao analitica (linha azul), solugdo numérica (linha
vermelha) e valor da solugdo numérica nos nés (pontos vermelhos).

Fonte: Autor

Na Figura , com 21 nés, a solugdo numérica uy,(x) se aproxima consideravelmente

da solugao analitica u(x) = sin(27z). Com um maior nimero de pontos na malha, a
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qualidade da aproximacgao melhorou significativamente, chegando a se sobrepor quase
que completamente a curva analitica. Isso mostra de forma clara como uma malha mais

refinada contribui para uma solug¢ao numérica de melhor qualidade.
Erro maximo absoluto

Na Tabela [7], sao apresentados os valores do erro maximo absoluto para diferentes
ntimeros de nés. Nas Figuras e [27], observa-se que o erro diminui com o aumento

da quantidade de nos.

Tabela 7 — Erro maximo absoluto para diferentes niimeros de nés

Numero de N6 (N) | Erro Maximo Absoluto
5 0.210510
11 0.048943
21 0.012160

5.4.2 Conclusao

Neste exemplo, mostramos como a solucao numérica, obtida utilizando o MEF,
se aproxima progressivamente da solu¢ao analitica. Observamos que, a medida que au-
mentamos o numero de nés na malha, a qualidade da solu¢ao numérica melhora consi-
deravelmente, tornando-se cada vez mais préxima da soluc¢do analitica. Além disso, os
dados fornecidos no exemplo, como a fonte f(x) = 47%sin(27z) utilizada neste caso, mos-
tram que, embora seja possivel resolver o problema analiticamente, a solu¢gao numérica
pode ser bastante satisfatoria. Além disso, em situagoes nas quais a solucdo analitica é
dificil de encontrar ou leva muito tempo, o uso do MEF se apresenta como uma alterna-
tiva indispensavel, oferecendo uma aproximacao rapida e pratica, especialmente quando

trabalhamos com malhas mais refinadas.
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6 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado o MEF para a resolucao das equagoes diferenciais,
com foco na equacgao de Poisson unidimensional. A partir da formulacdo variacional
da equacao, conseguimos obter um sistema linear utilizado para a obtencao da solucao

numeérica.

A implementacao do MEF foi realizada no programa GNU Octave, um ambiente
de programacao que facilita a execucao de calculos numéricos de forma eficiente. De-
senvolvemos os codigos necessarios para resolver o sistema linear gerado pela formulagao
variacional, destacando a construcao da matriz A, do vetor b do sistema linear e dos
métodos de integracdo numeérica. Apods a criacdo dos codigos, estes foram aplicados a
exemplos com diferentes conjuntos de dados, sendo que, para cada exemplo, uma fun-
¢ao fonte distinta foi utilizada. Os resultados mostraram como a solucdo numérica se

aproximava da solugao analitica a medida que o nimero de nés aumentava.

Com relacao aos resultados obtidos, foi possivel observar que as solu¢des numé-
ricas geradas pelos codigos implementados apresentaram uma excelente aproximacao as
solugoes analiticas, a medida que a quantidade de nés fosse aumentada, confirmando a efi-
cacia do MEF nesse tipo de problema. Além disso, a possibilidade de analisar as solugoes
por meio de graficos foi essencial para entender o comportamento da solugao conforme o

numero de nés na malha aumentava.

Como sugestao para a continuidade deste trabalho, recomenda-se expandir o es-
tudo para a aplicagdo do MEF para problemas bidimensionais. A utilizacao da linguagem
Python seria uma excelente escolha, pois ela oferece um conjunto abrangente de ferramen-
tas que facilitam a implementacao de métodos numéricos e a visualizagao dos resultados.
Isso permitiria abordar problemas mais complexos, proporcionando uma andlise mais

aprofundada e ampliando as possibilidades de aplicagdo do MEF.
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clc; clear;

X2

Dados Iniciais:

L =1; /4 Tamanho do interwvalo

N = 4; /4 Numeros de n s

n = N-1; / Numero de interwvalos

M = N-2; /A Numero de m s internos

h = L/n; Jtamanho do intervalo entre o0s n s
x = linspace(0,L,N); / Distancia de cada

/% Escolher a op o (entre 1 e 5)

opcao = 3; / Troque este n mero para mudar as fun es
/% Selecionar as fun es fonte e anal tica
[f, U] = selecionar_funcoes (opcao);

% Criar a Matriz A:
A = Matriz_A(M, h);

BN

Escolher o Metodo de Quadratura

%4 1 = Ponto Medio

%4 2 = Trapezio

4 3 = Simpson

% 4 = Gauss_Legendre
n_Gauss = 4; J Numero de pontos da quadratura de Gauss-Legendre
Metodo_Quadratura = 4; J Troque este n mero para mudar a quadratura
[xi, ci] = Tabela_Gauss_Pontos_Pesos(n_Gauss);

7 Cond1 es de Contorno zero nas extremidades:
u = [0;u;0];

/4 Calcular o erro absoluto entre a solu o num rica e a anal tica:

S=[0:0.0001:117;
U2 = interpl(x, u, S);

erro_absoluto = abs(U2 - U(S));

erro_maximo = max(erro_absoluto); / Erro m zimo




Apéndice A. Apéndice

65

V4

V4

/4 Exibir o erro:

#disp (’Erro absoluto em cada n : ’);

#disp (erro_absoluto);

disp([’Erroym ximo:,’, num2str(erro_maximo)]);
Mostrar a Matriz A - Vetor b - Solu o numerica (u):

disp (’Matriz A:,’);
disp(4);

disp(’Vetor_ b:y’) ;
disp (b);

disp(’Solu ogu:y’);

disp(u);

Plotar o Grafico da solu o analitica e numerica:

figure (1)

X=[0:0.001:17;

hold on;

plot( X,U(X), ’b-’, ’LineWidth’, 1, ’DisplayName’, ’Solu opuAnal tica’);
Adiciona legenda para solwu o anal tica

plot(x, u, ’r-’, ’LineWidth’, 1, ’DisplayName’, ’>Solu oyuuNum rica’); %
Adiciona linha destacada para solu o mum rica

plot(x, u, ’.’, ’markersize’, 20, ’color’, ’red’ , ’DisplayName’, ’N [ da,
Solu ouuNum rica’); 7 Adiciona ponto para solu 0o mum rica

hold off;

ylim ([0, 0.5]1);

Aylim([-1.10, 1.10]); 7 Define os limites do eizo y para ampliar a
visualiza o

Zzlim ([0, 0]);

Ztitle(’Compara o da Solw o Anal tica com a Solw o Numerica’);

legend show; / Ezibe a legenda no gr fico

grid on;

%

Listing A.1 — Para Escolher a Funcao Fonte e Analitica
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A.1.2 Funcao Fonte e Analitica: selecionar-funcoes.m

function [f, U] = selecionar_funcoes (opcao)
Z Fun o para selecionar fun es fonte e anal ticas com base em uma
op 0

/# opcao: inteiro de 1 a 5 indicando a escolha
% Retorna f (fonte) e U (anal tica)

switch opcao

case 1
f = 0(x) 2;
U =0(x) x .x (1 - x);

case 2
f = @(x) 6 * x;
U=20e(x) x .x (1 - x.72);

case 3
f = @(x) 12 * x.72;
U =0(x) x .x (1 - x.73);

case 4
f = @0(x) 4 * pi~2 * sin(2 * pi * x);
U = @(x) sin(2 * pi * x);

case 5
f = @(x) -4 * pi * cos(2 * pi * x) + 4 * pi~2 * x .* sin(2 * pi * x)
U = @(x) x .* sin(2 * pi * x);

otherwise
error(’0p oyinv lida._ Escolhagum_valor de 1l a 5.’);

end
end

Listing A.2 — Para Escolher a Funcao Fonte e Analitica
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